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UVODEM

Uvodni slovo k osmému setkani

V leto$nim roce 2017 probéhl jiz osmy ro¢nik konference Ani jeden
matematicky talent nazmar. Pfipomenime si, Ze jde o konferenci, ktera
je tematicky orientovana na talentované zaky v matematice a pfirodo-
védnych oborech. Jde o dilezitou skupinu zakt, ktefl v budoucnu budou
hybateli pokroku, a to nejen v nasi republice.

Konference méla jiz tradiéni pribéh. Podruhé v historii této kon-
ference se organizace i financni podpory ujala Univerzita Hradec Kra-
lové, konkrétné Prirodovédecka fakulta a Fakulta informatiky a manage-
mentu, a Kralovéhradecka pobocka JCMF.

Na konferenci zaznéla fada zajimavych a podnétnych prednasek. Té-
mata byla psychologickd, matematickd, informaticka, z oblasti odbor-
nych soutézi. Prednasky byly vénovany véku zakt prvniho stupné za-
kladni skoly az studentiim vysokych skol. Urcité prinesly novou inspiraci,
nové naméty a podnéty ucitelim k jejich praci s talentovanymi zaky, ale
i inspiraci, ndméty a podnéty i jim samotnym pro jejich profesionalni
rOZVOj.

Konference jako obvykle probihala ve vyborné pratelské atmosfére
v prubéhu jednani, ale i pfi traveni volného casu. Nezbyva, nez se opét
téSit na pristi konferenci Ani jeden matematicky talent nazmar.

Jaroslav Zhouf



PLENARNI PREDNASKY

Komplexni aktivity jako motivac¢ni faktor talenta
na 1. stupni ZS

Michaela Kaslova, KMDM PedF UK, Prahalf

ABSTRAKT. Komplezni aktivita/iloha je specifickd dle mého tim, Ze zasahuje
do vice matematickych témat a md presahy do dalsich oboru. Nelze ji proto
zaménit se sloZenou slovni ulohou. Tyto komplexni aktivity/7lohy jsou pro Te-
Sitele ndrocéné, casto vyzZadugi dohleddni dalsi informace, které mohou mit sté-
Zejni ¢ podpurnou roli. Pravé proto jsou vyzvou pro nadprimérné a pusobi na
né vétsinou silné motivacnée. Komplexni aktivity mohou byt soucdsti projektu
¢i poloprojekti. Prispévek ukazuje jednu sérii komplexnich aktivit sestavenych
do didaktické struktury.

Motto: ,,Architektura neni bez abstraktniho mysleni. Abstraktni mysleni
neni bez matematiky.*
D. Vévra

Uvod

Motivace funguje jako hlavni hnaci/podnécovaci faktor v nasem zi-
voté. Neobejde se bez ni ani talentovany jedinec. Co takové jedince mo-
tivuje? Talent neni jen otézka intelektového potencialu jedince, ale také
jeho osobnostniho nastaveni (H, K/Z, V, ...). V tom se né&kdy lisi po-
hled psychologa a ucitele. Potencial se muze uplatnit jen za urcitych
nejen vnéjsich, ale i vnitinich podminek a v nich se déle rozvijet. Dove-
deme si dobfe vybavit situace, kdy zak prisel s oznacenim nadpramérny
v dané oblasti, ale pro ono uplatnéni potencidlu mu chybéla trpélivost,
vile pfekonat prekadzku a neutéct od ni a podobné. Jak dalece muze
pomoci motivace?

Psychologie uvadi rizné pohledy na motivaci (vnitini, odménové,
kontextova, ..., ovlivnéna vékem, situaci, z pohledu trvalosti jako ak-
tudlni/momentalni a stabilni atp.). Pedagogickd psychologie mimo jiné

Le-mail: michaela.kaslova@pedf.cuni.cz



uvadi jako vyznamny motivacni prvek pravé prvek novosti, tedy urci-
tym zpusobem sem spada i zarazeni zmény, zmény obsahu prace, zmény
thlu pohledu na problém, zmény organizace prace, zmény role — napr.
spojené s mirou zodpovédnosti. Prvek novosti je spjat s potfebou pod-
nétnosti prostfedi (Matéjcek—Langmeier). Uzsi ¢ Sir§i pojeti motivace
Ize shrnout podobné, jak to ¢ini napt. v Lafonové slovniku psychologie:
at pojmeme motivaci jakkoli, jde vZdy o vnitini rozpor/pnuti, které ak-
tivizuje ¢lovéka do té miry, Ze usiluje o nabyti rovnovéhy (cile v podobé
zdravi, vykonu zisku, postaveni, ...).

Jednim z typt motivace je odmeénovd, ve které je motivatorem néjaky
druh odmény. U odménové motivace jde o vykonani, dokonceni aktivity
proto, Ze nésleduje obdrzeni slibené/nabidnuté odmény. Slovo odména
je chédpano Uzeji jako néco vnéjsiho (slova chvaly, uznani, znamka, vécna
cena apod.) Ve vétsing literatury je odménova motivace spjata s né¢im ne
zcela pozitivnim tehdy, je-li chapana jako néco nauceného, pripadné jako
néco vnuceného, nezaddouciho. Odménou ovsem muze byt i to, Ze jedinec
roztesil problém/ma hotovo, ma volno, je $tastny (i kdyz ho tfeba nikdo
nepochvéli). Jak pro jednoho motivovaného béZce je odménou to, Ze se
o ném pise (zviditelnil se), pro jiného, Ze se zlepsil, pro dalsiho je to jen
ona medaile, jiny rad béha pro vyplaveni endorfinti. Kde je hranice slova
odmeéna? Kde je hranice mezi vnitfnim rozporem (mam/nemam medaili)
a psychosocidlni potfebou byt oceniovan? Jak je to u talentovanych zaku
na matematiku?

Rozhodné nelze tvrdit, ze bychom znali vSechny typy motivatori
u kazdého zéka a rovnéz neni nikde ovéfeno, jak s takovou informaci
pracovat, aby nedoslo k nezddoucim efekttim, i kdyz ve sportu jsou
tyto strategie zfejmé nejrozpracovanéjsi. Schopnost podat vykon neni
jen o potencialu, pripravenosti, aktualni formé, ale i o zdravé mire sebe-
védomi a chuti zdolavat prekazky, celit vyzvam. Nasmérovani do onoho
stavu neni pro ucitele nékdy snadné, a tak hleda oporu v tom, co je pro
nadprimérné zaky v této oblasti spolecné.

Pro talenty jsou typické potreby dozvidat se néco nového, neobuvyk-
lého, Tesit primérené/dostatecné tézky problém (prvek podnétnosti), resit
smysluplny problém. Nadprumeérny zak se rozviji s vékem a v zavislosti
na tom lze predpokladat i urcité diléi promény v motivacich. Jen nékteri
prvostupnovi zaci maji radi ilohy s ,figlem®, nebo feseni zalozena na ba-
datelskych postupech ¢i na dokazovani. U nékterych druhostupnovych
se pomalu vyskytuje obliba figlti, a jejich objevovani, protoze to predsta-
vuje moment prekvapeni, ktery maji v oblibé, ale nepatii to k vSseobecné
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motivujicim prvkim. Na dil¢ich zménach motivatora se projevuje po-
stupné rostouci zkusenost, vyssi troven obecného mysleni a jisté socialni
zrani.

Vedle motivacnich spoustéct — motivatori, které vznikaji pii krys-
talizaci popsaného vnittniho rozporu, je vhodné mluvit i o motivacnich
blokdtorech, ¢i demotivdtorech — odpuzovacich, které miizeme chapat jako
extrémni pripad blokace pusobici nékdy nejen aktualné, ale i do bu-
doucna. Mezi demotivatory patii tlohy zaloZzené na pouhém kalkulu,
¢i tlohy vyzadujici zdlouhavé experimentovani, které nelze zjednodusit.
Demotivatory jsou do jisté miry u zaku odlisné i v zavislosti na jejich
ymatematické zkuSenosti“ a na véku. Pokud pfichéazi vice demotivatort
jiz v obdobi prvniho stupné, pak je obtizné tyto zaky znovu ,pritdhnout
k matematice“. Zde spatiuji velkou chybu v narodnich strategiich pod-
porujicich zaky od 13 let. Motivatory i demotivatory jsou nékdy urcité
skupiné spolecné, jindy jde o individudlni pfipady. Jak a kdy toho ma
ucitel vyuzivat?

Individualizace v teorii a praxi

Studenti oboru ucitelstvi se do¢tou v rizné datované literatuie po-
dobné informace; charakteristika motivace je vSak pro né relativné kon-
stantni. Dle Setfeni probihajiciho po tfi roky mezi studenty kombinova-
ného studia na PedF UK je evidentni, Ze jednu stranu tvoii nastudovana
teorie, ale ponékud oddélené je pak vlastni ,tvorivost“, ve které maji pro-
jevit promyslenou praci s motivaci v matematice. V prvnich okamzicich
a néktefi i poté setrvavaji na typu motivace, ktery zazili sami nebo ktery
jim osobné vyhovuje. Osobni zkusenost studenta-ucitele ve zptisobu mo-
tivovani zaku je dominantni. Pfi volbé motivatori se opiraji o typ, ktery
zazili ve Skole nebo ktery vyhovuje jim osobné. Pfehodnoceni a rozsi-
feni skaly motivatorti podle typu zakl ve ,vlastni t¥idé a vyhodnoceni
zédkovskych reakci na riizné podnéty ptichazi nékdy v pribéhu praxe.
Motivaci studenti uéitelstvi vSak az na vyjimky (3 %) uvazuji plosné,
aniz by zvazovali zameéry vychovné vzdélavaci vzhledem ke slozeni tiidy;
tedy motivaci neindividualizuji.

V ¢em spociva ona individualizace? Mame se podfizovat zcela poza-
davkiim ¢& potiebam z4kt? Zakyns H (10 let) mi sdélila, ze slovni tlohy
nemé rada, protoze ji tématika nezajima s vyjimkou nakupovani a ob-
chodu jako takového (dovoz zboZi, t¥idéni, zisk z prodeje a podobné).
Pritom slovni tlohy jsou zjednodusenou realitou, ve které se na prvnim



stupni na zakladé komparace rodi obecnéjsi poznani a posléze matema-
tika. Tuto nadprimeérnou zakyni dokadze ,nudny“ kontext odpuzovat i
presto, Ze je samotnd podstata matematického problému pro ni zaji-
mava, coz se ukaze v momenté, kdy preneseme dany problém do jiného
kontextu nebo tilohu dekontextualizujeme.

Jsou nadpriimeérni zaci, kteri pod vlivem laického okoli nabyli toho
dojmu [4], Ze pii FeSeni slovnich tloh nejde o matematiku. Argumen-
tace je dvojiho typu: a) nejsou tam jen matematické symboly; b) tloha
je malo obecna — jde o redlny problém, ktery se zdanlivé vaze jen na
konkrétni mysleni. Specifickou skupinu tvori Zaci, ktefi maji problém se
¢tenim — nadpriimérni dyslektici, pro které popisovany kontext predsta-
vuje obtiz, tedy davaji prednost formé nad obsahem a preferuji kratsi
text, kratsi slova zpravidla bez ohledu na kontext, ktery popisuji, nebo
pomoc ucitele, ktery jim zaddni pfecte (pfedevsim na prvnim stupni).

Role kontextové motivace je specifickd, jde o pisobeni na Tesitele
zpravidla v prvnim momentu, vytvari néjaky dojem. Ke kontextu se poji
i doprovodny typ komunikace, jako napt. schéma, graf, diagram, obra-
zek (at jiz v informacni, vysvétlujici ¢ ilustracéni roli). To, co jednoho
fesitele pobavi, zaujme, vyprovokuje, to jiného pravé v mladsim skolnim
véku muze odpuzovat. Napt. Petr (8 let) komentoval tlohu s obrazkem:
,Nejsem malej.“ Obrazek chape jako podcenovani vkladnich schopnosti,
protoze ve vétsiné pripadd takovou roli plni v ucéebnicich matematiky
prvniho stupné. Je tedy vyznamné, aby se nadprumérny zak setkal s ob-
razky i v dalsich rolich, pro feSeni podstatnych a nenahraditelnych, a to
mnohem dfive nez ostatni. Jinou roli hraje fotografie, ktera je v ucebni-
i proto [5], ze proces selekce podstatnych informaci musi zak provést sdm
vCetné procesu zjednoduseni se zachovanim podstatnych vztahtu. Foto-
grafie muze predstavovat novosti a slozitosti vyzvu.

Kontextovd motivace se fadi k vnéjsim motivatorim. O kontextové
motivaci se v obecné roviné prilis nepise, dfive se v metodikiach obort
uvadélo, ze déti/rany mladsi skolni vék preferuji témata jako: mlddata,
dité, Zivot rodiny, hracky, ... Dnes (to neni v literatufe, ale dle nasich
Setfeni) jsou to naptiklad velkd zvitata, neZijici tvorové, vzddlené kraje,
noveé technologie, nadprirozené schopnosti, s tim spojena velkd cisla, né-
kdy i kontexty vazané na dospélé v roli, kterou by fesitelé chtéli jednou
zastévat.

Do kontextové motivace patii i technickd stranka prezentace pro-
blémd: odmiténi zéfivych barev; oblibend barva (Gervend/modra) ne-
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musi byt motiva¢nim faktorem — preference pastelovych barev. Dfive ¢i
pozdéji béhem prvniho stupné nadpramérni odhaluji, ktera z barev je
rusi a kterd ne. Jsou mezi nimi (dle mych Setfeni jde o cca 12 % nad-
prumérnych) i taci, ktefi davaji pfednost ¢ernobilé verzi pfed barevnou,
pokud nejde o barevné fotografie, u kterych naopak ocenuji realisti¢nost.
Rodi¢e nadpriumérnych ziku a jejich piani
Rodice uvadéji pri zatazovani svych déti do Klubu pratel matematiky
davod, pro¢ tam své dité prihlasuji. Duvody, jak se ukazuje, se v pribéhu
let méni, do jisté miry odrazeji nejen ,mddnost*, ale i reflexi na zpu-
sob prace ucitelt ve skole. Jejich argumenty odréazeji rodinné prostiedi,
které ptisobi na dité a mize do urcité miry ovliviiovat jeho predstavy
o matematice, ptisobit jako vnéjsi motivator nebo demotivator. Razeni
argumentii je chronologické:
e fesit aritmetické tlohy s vétsimi ¢isly (1991 do 2006-8), Fesit tézké
ulohy /soutézni tlohy
e dozvédét se z matematiky vic nez v ZS (2006-8 do 2015), naucit
se nové metody Teseni véetné modelovani a uzit nové technologie
(film, Excel, Geogebra, Geomag)
e déle se soustiedit (od roku 2015), zobectiovat, objevit nové souvis-
losti, presahy

Typy aktivit: projekty/izolované problémy/série problému/komplexni
problémy, alohy/poloprojekty

Pokud uditel ¢ vedouci krouzku/klubu pracuje s nadprimérnymi
détmi/zaky, voli rizné strategie. Néktefl vychézeji ze soutézivosti jed-
notlived (ne kazdy je soutézivy) a stavi vybér aktivit na jednom typu,
ve kterém chtéji neustalé zdokonalovani (zpravidla v napojeni na akti-
vity hravého charakteru). Co kdyz zak neni soutézivého typu, jsou pro
ného ony aktivity motivujici natolik, Ze ho udrzi u matematiky? Co nam
nabizeji pro takové zaky dostupné materialy?

Izolované problémy (zvané: zajimavé tlohy, zabavné ulohy, ofisky
a podobné) pfindseji zménu, ale neuspokojuji zcela nadpriimérné zéky,
zejména starsi 8 let. Pokud proniknou do néjakého problému, maji po-
tFfebu v tom pokracovat, at jiz jde o prohlubovani pojmu — dozvédét se
vice o ¢islech, télese a podobné, nebo o metodé feseni, nebo o kontextu,
do kterého byl problém zasazen. To v materidlech pro zaky chybi. Této
potfebé ovsem nevyhovuje projekt, protoze ten je zpravidla ,matema-
ticky roztristén‘.
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Série problému by mély smétovat vice do hloubky. Pouhé gradovéani
(vétsi ¢isla v pyramidé, jind jednotka u pfevodil) takové dité nemotivuje,
pokud z vnéjsku nezasdhne jind osoba otazkami ¢i doplnkovymi tkoly
(A co kdy?z. .. 7). Formalni shoda je pro nadprimeérné odpuzujici, pokud
se sam nezapoji do tvorby takovych tloh. Nadpriimeérny zédk neoceni
opakované gradované ulohy, které maji stdle stejnou formélni shodu.
Naopak ocenuji série zdanlivé nesourodych aktivit, které propojuje stejna
¢i podobné metoda TfeSeni, stejny typ mysleni, jako napf. u her Sudoku
a Logix, Quarto, Piskvorky a Miny nebo Lodé. Tuto souvislost musi
zék odkryt. Vyhledavat takové odlisné tlohy, problémy, hry, které jsou
propojeny matematickymi souvislostmi, je pro ucitele nesmirné narocné
zejména, pokud neméa hlubsi vzdélani v matematice.

Projekty skupinové maji propojit rizné partie uc¢iva nejen v ma-
tematice. Naméty na prvnim stupni vzhledem k rozsahu znalosti a mire
rozvoje schopnosti jsou tradi¢né mimo matematiku (napt. feky CR, Pe-
¢eme cukrovi a podobné). Nékteré typy nadpriamérnych zédku skupinové
projekty dokonce demotivuji, a to v zavislosti na jejich roli ve skupiné
nebo slozeni skupiny vic nez na volbé relativné nezajimavého kontextu
ulohy. Pokud se nadpramérni ,,ponoii“ do problému v daném projektu,
mysli jinak, chtéji poznat véci vice do hloubky i podrobnéji, maji ten-
denci rychleji a lépe problematiku strukturovat, nejsou v procesu zpra-
covani ani v prezentacich vazani tak na emoce, tedy jejich kritéria hod-
noceni jsou objektivnéjsi. Maji vyssi potfebu o podstaté problému s né-
kym diskutovat, jsou ochotni cerpat z vice zdroji a informace porovna-
vat, ovérovat. Pokud nejsou organiza¢nimi ¢i vidéimi osobnostmi, pak
je prace ve skupiné ,brzdi“.

Projekt jednotlivce pro nadprimérného vyzaduje od ucitele vétsi
pripravu, promysleni, musi predem predpokladat, ze zak bude vyzado-
vat konzultaci, Ze mozna bude nutné nékteré véci dokonce nastudovat,
protoze takovy zak potfebuje pro prezenci partnera a nikoli pouhého
obdivovatele. Je mozné pro projekt jednotlivce doporucit konzultanta
z Tfad odbornikt. Jsou nadprtimeérni zaci, ktefi pékné pripravi projekt,
ale nestoji o to ho prezentovat napf. proto, ze se neradi predvadéji, nebo
proto, Ze je uspokojovala prace na projektu a sama prezentace je pro
né jiz nezajimavéa, nebo dokonce proto, ze védi, ze mite jejich hloubky
nejsou sto ostatni porozumét. Casto, k prekvapeni ucitele, odmitaji pro-
jekt prezentovat tstné, spokoji se radéji s prezentaci prostfednictvim
plakatu, nasténky, textu s obrazky.
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Podprojekty, cili projekty individualni, mohou byt Sité na miru,
avsak neumoznuji diskusi v pribéhu tvorby.

Na prvnim stupni mizeme u nadprumeérnych pouzivat projekty nebo
poloprojekty, avsak ne vzdy je prostor pro tolik zakovské iniciativy nebo
z bezpecnostnich divodl nelze nékteré projekty zadat. Na tomto misté
se mi osvédéily komplexni tlohy, ve kterych se uplatni matematika
z ruznych podoborid matematiky, aniz by se pfimo ucivo predbihalo.
Samotny situac¢ni kontext pak pusobi prvkem novosti, ktery poskytuje
zajimavé informace z praxe, nestoji zpravidla na jedné nebo dvou me-
todach feseni, obsahuje prvky kompletni tvotivosti. Takové tlohy maji
pfesahy do dalsich obori. Komplexni tlohy ovSsem nevymysli zak, ani
k jedné tloze nehleda dalsi data, aby vznikl projekt, avSak je to ucitel,
ktery je vybira, tvori. Komplexni problémy vyzaduji vztahové mysleni,
propojeni kontextu predstavuje jak zménu, tak postupné prohlubovani
v zavislosti na zvolené didaktické strukture. Lisi se od problémovych
nebo poloproblémovych tloh tim, Ze je nemiize tvofit zak sdm, miize jen
za jistych okolnosti byt jejich spolutviurcem, avsak rozhodujici smérovani
komplexnich problému/iloh ma piimo ¢ nepiimo v rukou uéitel. Kom-
plexni dlohy do zna¢né miry reflektuji i pfani rodictt. Ona provazanost
nuti zaky zvySovat pozornost, cemuz napomahad i zvyseny zajem o feseni
tloh. Jednim z dtvodi je i to, ze ,kazdy si tam najde néco svého“.

Komplexni tlohy zasazené do $irsiho situac¢niho kontextu/prostiedi
mohou tvorit Fetézce pripominajici vzdalené vybrané projekty, avsak
ona struktura fetézct se netvori na zdkladé volby zdka, ale je ucite-
lem déna. V fetézci jsou tlohy propojeny promyslenymi aktivitami. Ono
propojeni se jevi zakovi dominantné kontextové, avsak pres pestrost ak-
tivit je pro matematika ziejmaé alespon jedna linka propojujici jednotlivé
¢lanky. V jistém smyslu fetézec komplexnich uloh tvori specifickou di-
daktickou strukturu. Prikladem je nasledujici fetézec tloh a aktivit.

Didakticka struktura tématu architektura

Nasledujici didaktickou strukturu bychom za jistych okolnosti mohli
nazvat poloprojektem, to by vSak pfedpokladalo vyssi angazovanost zaki.
To vsak v daném piipadé neni mozné, jelikoz toto téma jde vyrazné vné
zékovskych znalosti a kontakti. Rovnéz na aktivity nelze pohlizet jako
na izolované, protoze jsou v mnoha ohledech provazané; pokud v dané
didaktické struktufe objevime gradaci, pak pouze vzhledem k oboru di-
daktika, nikoli vzhledem k matematice, i kdyz dané série aktivit v didak-
tické struktutfe graduji naroky na schopnosti, graduji v oblasti znalosti
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a souvislosti, z¢asti predbihaji uc¢ivo geometrie. V didaktické strukture
se méni jak tkoly, jejich podstata a z¢asti i forma komunikace, ale do-
konce i prostiedi outdoorovéd matematika (OM) a matematika (a nejen
to) ve t¥idé (T). Méni se i organizacni formy. Podobné jako projekt i
predstavovana didakticka struktura mé fadu cild, jednim z nich je diky
presahtim i ,mimomatematicky®, startujici ,,obc¢anské chovani“.
Didakticka struktura OM1, T1, OM2, T2, T3, T4, OM3, T5, OM4
k tématu architektura stoji na sérii komplexnich tloh. Dana struktura
predstavuje 9 lekci rozlozenych do 2 mésicti a volné navazuje na ak-
tivity z predchoziho pololeti: pozorovani domt, symetrie fasad, shod-
nost/riiznorodost oken, odhady vysek budov v névaznosti na dobu vy-
stavby, sife ulic, vzdalenosti mezi vyznamnymi orienta¢nimi body a po-

dobné.

Ukazka didaktické struktury tématu architektura

Uvedme konkrétni didaktickou strukturu k tématu architektura.
Vychdzka (OM 1)

Pozorovali jsme okna a fasaddy v okoli Skoly — jejich symetrii nebo jeji
naruseni, shody a rozdily v tvarovani oken a datace vzniku domu podle
zadanych prvki, objevovani stylt skrze geometrii.

Diskutovali jsme s architektem (18 minut) zaméfujicim v ulici Na
Biehach jednu z fasdd — co déla, kdy a proc se to déla, na jakém prin-
cipu to funguje (podobnost, vyrovnani zkresleni, ...), jak eviduje data
do nacrtku, jak se provadi kontrola, pro¢ to nemuze délat kdokoli, jak
odhaduje naklady, co lze a co nelze zachovat a proc, jaké jsou typické
prvky stavby té doby,... V diskusi se objevilo i to, ze ,se to v zivoté
hodi“, tj. jde o pripravu na povolani.

Miluveny tvod — program ndvstévy ateliéru (T1)

Informovali jsme o vyvoji technologii, ukazali jsme zamérovani bu-
dovy s uzitim historicky starsich postupii.

Pouzili jsme GeoGebru — zvétSovani a zmensSovani zaky nakreslené
fasddy domu, pouziti os z, y a prace s méfitkem.

Informovali jsme, co je to AutoCad v navaznosti na zaky pouzivanou
GeoGebru — co umi a neumi.

Besedovali jsme s zaky o jejich zkuSenostech se stavbou nebo rekon-
strukei.

Prezentovali jsme program a organizac¢ni pokyny pro OM2.
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Architektonicky ateliér (OM2)

Navstivili jsme atelier bytového druzstva, Praha 6, Terronova, pri-
vodcem byl pan ing. arch. Kolaf. Osnova setkdni byla (25 minut body
A-E a 15 minut bod F): A) PC a jeho program, B) co umi — ukazka,
C) tvorba/tpravy na piani zakt, D) moznosti 3D tiskdrny, E) vysvétlo-
vani procesu (népad, zaddni dat, tvorba, schvalovéani, investice, stavba,
kolaudace), F) dotazy, beseda.

V ramci toho jsme se seznamili s tim, co d€la architekt, jak probiha
proces od prani zdkaznika k navrhu projektu, jak projekt vznikd a co
musi respektovat, jak se pracuje v AutoCadu, co musi projednat a s kym,
nez je navrh schvélen stavebnim odborem (v podtextu: co vSechno musi
architekt umét a znat, s ¢im musi pocitat). St¥idal se monolog s diskusi,
probéhly ukazky plant i pouziti AutoCadu. Zavéreénd beseda se protdhla
z planovanych 5 na 15 minut. Odchod byl nutny vzhledem k domluvené
dobé navratu, jinak by zaci bez vyjimky zustali déle.

Prdce s projekty (T2)

Bylo prezentovano vyuziti projektt v ¢asopise Rodinné domy (40 mi-
nut). Zaktm byly piedlozeny riizné projekty publikované v ¢asopise a oni
méli za kol z nich vycist co nejvice idaji o navrhu, respektive o na-
bizeném domé. Napt. slo o prohlizeni navrhid, plant a realizaci a jejich
subjektivni hodnoceni, o odhaleni AutoCadového modelu na rozdil od
fotografie realizované stavby v daném prostfedi (identifikace dle jiz zna-
mych prvkl, argumentace), o popis staveb (pocéet podlazi, oken, dveri,
charakter stfechy), o synchronizaci stavby a planku podlazi, o ¢teni infor-
maci z projektii (rozméry, cena, ¢as, dispozice, ¢lenéni, prostor, vybaveni,
provoz domu, moznosti zmén, sluneéni osvétleni).
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Rodinnedomy
‘ 3

Slo také o praci s pracovnim listem, na kterém byla fasadda navr-
hovaného domu (jakymsi zdkaznikem) a pozadovany pudorys pfizemi i
s chybami. Zéaci méli najit chyby v zakreslenych pozadavcich a navrh-
nout jejich opravy. To se darilo a prace se vSem libila, jen jedna divka
z 2. roéniku Z8S se citila touto aktivitou po 7 minutéch unavena. Nicméné
ji zajimalo to, co o pracovnim listu fikali jeji spoluzaci z 3. roc¢niku.
Uplatnili schopnost rotovat s predstavou, transformovat dané informace
z 2D do 3D a nazpét, porovnavat informace s realitou, odhadovat mozné
rozméry objekt, vyhodnocovat vztahy, déle i pracovat s pomérem, pro-
vadét vypocty. Bylo prekvapujici, ze si pamatovali fadu detaili z besedy
s architektem, takze kontrolovali i to, zda se dvefe u zachodu otviraji
dovnitt. Cela prace signalizovala i to, ze akceptovali fadu znaku jako
dohodu, chéapali jejich vyznam a také tyto grafické znaky kontrolovali,
diskutovali o nich. Objevili nap¥. nesoulad mezi umisténim krbu a komi-
nem, umisténim oken, vyskou oken ve fasadé a realitou.

Stavby z Lega (T3)
Ukolem bylo sestavit z Lega navrh pfizemi domu — jedno podlazi, re-
spektive model a k nému vytvofit planek /nacrtek ptidorysu stavby. Akti-
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vita trvala necekané téméf 40 minut. P¥i tvorbé zaci najednou mysleli na
fadu podminek, které predtim neznali, v pribéhu tvorby modelu mysleli
i na to, jak dtm pak bude zvenéi vypadat, kde bude vychodni/zdpadni
slunic¢ko a podobné. Ve dvou piipadech dokonce po zakreslovani modelu
(transformace z 3D do 2D) dochézelo zpétné k upravam 3D modelu. Uka-
zalo se, ze dokazou myslet v obou svétech naraz, ¢i stiidaveé, ze dokazou
zmeény ,synchronizovat®.

Zaci v pritbéhu kontrolovali rozméry domu, vzajemné se radili o mé-
fiku. Pro nékteré byla prace natolik naro¢na, ze se museli mezi praci pro-
jit po mistnosti, jeden evidentné mistnost obchazel s predstavou svého
navrhu, ktery si do mistnosti tf¥idy promital. Rukama si naznacoval stény
prizemi, jen ho obcas matlo, ze jeho navrh ma vétsi rozmeéry nez tiida.
Tento rozpor musel v prubéhu obchtizky korigovat. Trida jako mistnost
byla jakymsi premosténim mezi Lego-modelem a zamyslenou realitou.
Dosud jsem se nesetkala s takovym usilim o to, aby to, co zaci tvorili,
bylo realné a funkéni, u nékterych i estetické (nebyl rozdil mezi chlapci
a divkami).

Proces nebyl bezproblémovy: obkresleni hranic podlahy a pfenaseni
Clenéni patra po Castech, zmenseni pudorysu podlazi a jeho ¢lenéni po-
citové a nésledné tpravy, kresleni po sloupcich/fadcich danych Legem.
Zéaci hledali nastroje, jak obtize piekonat a piedkladali riizné navrhy,
reakce byly pestré: ,V AC to slo lip.“ , To Lego je moc tlusty. Radsi
bych zacal kreslenim a podle toho stavél.“ ,To nejde z hlavy hned na
papir?¢ [ Kdyby se to vyfotilo na mobil, pak by se to kreslilo lip.“ ,,Chybi
mi jedna ruka... abych kreslil a drzel Lego.“ ,Nemuzu ti to diktovat?“
»Nechci to mit stejny jako jiny, mtzu si to zkontrolovat?“ | Bezva, ze
to mizu délat sdm (chédpejme po svém), ale jak to zkontrolujete?“ Po
tomto setkani stoupal pocet rodi¢ i uciteli, kteri se zajimali o to, co se
v nasem klubu déje.
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Tvorba vlastniho planu, diskuse a porovndvdni (T4)

Zaci dostali bily papir formatu A4 a méli za tkol vytvoiit vlastni
navrh domu na podobném principu, jako vidéli v ¢asopise (T2). Préce
trvala 40 minut. Pro inspiraci zaci zadali pfedchozi studované planky,
coz jsem odmitla a cekala, jak to pfijmou. Museli si tedy za danych
podminek vice ,lamat hlavu“. Béhem prvnich minut premysleni vétsina
z nich objevila, ze kdyz zac¢nou fasddou, muzou zvétSovat dim dozadu
(hloubka), kdyZ za¢nou ptidorysem, tak musi stavét patra (vyska) a délat
schody, respektive mohou si volit postupné dalsi a dalsi patra. Nezadala
jsem zvlastni podminky ani na vysku, ani na velikost parcely, coz se
projevilo napt. pridavanim ptdorysu gardze, bazénu na hloubku, aniz
by se tim zménila Celni fasdda, nebo onim pfidédvanim pater bez velké
zmény pudorysu, problém byl pouze v ,synchronizaci“ schodisté. Navic
zaci tesili bezpecnost, provoz, ekonomiku, estetiku, napriklad umisténi
oken a dveri, kde se dostavali do konfliktu mezi provozem a pohlednosti
fasady: ,,Ctyfi okna by byly hezéi, ale nevejde se tam sk¥iii, to je blbj!“
»KdyZ ten krb dam sem, pak bude komin jinde, nez jsem chtéla.®
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Zaci diskutovali, vysvétlovali, prezentovali, argumentovali, méli po-
tiebu si projekty navzajem ukazovat zhruba od dokoncovaci faze. Reé
prodluzovala dobu, po kterou byli ochotni se tikolem zabyvat. Dva zaci
trvali na tom, Ze si ndvrh doma pfepracuji (dobrovolny doméci tikol).
Vsechny zajimalo, co si o tom myslim. TTi mé pozadali, zda by to mohl
zkontrolovat onen architekt. (Pozn. Je domluva se studentkou architek-
tury, Ze jim jejich ndvrhy prevede v roce 2018 do AutoCadu a pak si to
porovnaji.)
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Ndkres piidorysu hotové stavby (OMS3)

Po tydnu jsme se vratili k predchozim aktivitam jen kratce, a to po-
zorovanim Goethova institutu a dohadovanim, jaky méa asi ptidorys. Na
misté jsme se ho pokusili popsat a nacrtnout. Prace trvala cca 12 mi-
nut, po navratu do skoly nasledovala kontrola porovnanim s pidorysem
budovy v mapé na interaktivni tabuli. Bylo to oznaceno jako hadanka
s kontrolou. Pfislo jim to zabavné. Napfisté jim byly prislibeny podobné
hadanky, ale naopak: poznat podle pidorysu stavbu.

Pracovni list a podnéty pro prdci s internetem (TD5)

Aktivity smérovaly od pudorysu k identifikaci znamych staveb z cen-
tra Prahy. Klicovou informaci pro vétsinu zaku byly rozmeéry, coz trvalo
10 minut. Na to navizal svymi hddankami jeden z zakt (1. r. ZS), ktery
si pfinesl z domova vytisténé ptdorysy prazskych kostelt a zkousel mne,
zda je podle toho identifikuji. Zaci, bez ohledu na vék, byli tikolem za-
ujati, cekali, jak zareaguji. Uvazovala jsem nahlas, aby bylo jasné, ze
pfitom vyuzivam i vylucovaci metodu. Po prvni redukci nabidky moz-
nosti bylo i nékterym zaktm jasné, o ktery kostel jde, tak se mi snazili
vhodné napovidat. Zadavatel byl spokojen, Ze vsSech deset staveb bylo
odhaleno, a prislibil, ze pro pristé najde néco tézsiho. Tato neplanovana
Cast trvala 7 minut.

Nato se ozvali néktefi rodice, Ze se jim méni prochazky Prahou nebo
cesta do skoly, déti nahliZzeji na mésto jinak nez dfiv.

Vychazka (OM4)

Na konci roku jsme navstivili kostel svaté Ludmily na namésti Miru
v ramci dalsi didaktické struktury zamérené na kombinatorické problémy
v praxi (zde kombinatorika ve hie na varhany ve spolupréci s varhanici
dr. I. Rosario). Nez jsme vstoupili do kostela, dobfe jsme si stavbu pro-
hlédli zvenci. Zacaly dotazy: kolik je tu schodi, zda i u dalsich cirkevnich
staveb byva lichy pocet schodu, jak jsou asi vysoké véze, jak drzi klenba
pohromadé, kdyz tam nejsou patra (stropy), z ¢eho se to stavélo, jak
by se do piidorysu zakreslily véze a podobné. Na nékteré dotazy jsme si
odpovédéli ihned, jiné problémy bylo mozné fesit az v interiéru.

Prekvapivé otazky padly opét v souvislosti s pfedchozimi aktivitami,
konkrétné s finanéni matematikou, a to o cené stavby a hodnoté stavby
jako umeélecké a historické pamatky. Celd popsané diskuse trvala 30 mi-
nut (kombinatorické aktivity do toho nejsou zapoc¢itany).
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Zavér

Prispévek ma nejen obohatit teorii v oblasti didaktiky, ale ma rovnéz
inspirovat zacinajici ucitele matematiky ¢i vedouci zajmovych krouzki.
Popsana didaktickd struktura stavici na komplexnich aktivitach si ne-
osobuje pravo na bezchybnost a ani nepfedpoklada, ze by mohla byt
relativné uspésné kopirovana za jakychkoli podminek.

Pripoustim, Ze mne zde jako ucitele zvyhodnovala rada osobnich zku-
Senosti a kontakti, zkouska z déjin vytvarného umeéni i muj zajem o ar-
chitekturu a historii Prahy. Jsem si védoma toho, ze jde o faktory, které
spoluptisobi i na zaky.

Veérim, ze popsany preklad doda odvahu tém, kteti jesté vahaji. Kom-
plexni aktivity prokazaly svoji nosnost jako podptirné motivatory. Nad-
prameérni zaci prvniho stupneé se poustéli do véci, do kterych se jim jinak
prilis nechce, jako napt. ¢rtani od ruky. Pouzivali nové nastroje komuni-
kace, prohluboval se u nich pohled na praci s grafickym znakem a s mode-
lem, pronikali do novych informacnich struktur, museli vztahové myslet
ve vétsich blocich nez obvykle, pracovali s vét§imi prostory (megaprosto-
rem nebo makroprostorem), museli ménit komunikacéni kédy v souvislosti
s transformacemi 3D do 2D, i velikostnimi, neustale byla stimulovana
prostorova predstavivost, matematika byla provazana na razné profese
(nejen architekta, ale i hygienika, hasice, dopravniho inZenyra, fotografa
a podobné).

ZAci zrali i socialné. Jednim z ocenéni pro mne byl dotaz polozeny
po roce: ,Poznal jsem to dobfe, Zze je to bardk z roku tak 19057 To ty
okna. Kolik tak tenkrat asi stala stavba a navrh?“ Didakticka struktura
zanechala stopu. Vidi mésto jinak i diky matematice.
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Rozkladem ciselné trojice k dukazu Bealovy domnénky

Ladislav Kocanda, Veseli nad Luznici[]

4 nemd

ABSTRAKT. Aby mohl Pierre de Fermat dokdzat, Ze rovnice z*+y* = z
v oboru cisel prirozenych tesent, musel vymyslet svou ,metodu nekonecného
sestupu®. Abychom mohli s éiselnou trojici netradicné pracovat, musime trojici

pochopit v jejim rozkladu.

Umime rozlozit ¢iselnou trojici na soucin, coz nam umozni rozhod-
nout, zda je ¢iselnd trojice soudélné nebo nesoudélna. Ciselna trojice z,
Yy, 2z je zavisla pouze na oboru ¢isel, ve kterém s touto trojici hodlame
pracovat. Pfislusny obor musi byt viici pozadovanym pocetnim vykontm
uzavieny. Takovymi vhodnymi obory jsou R a Z. Obor N je pro od¢itani
otevreny, proto rozklad trojic vyzaduje néktera omezeni.

Rozklad ciselné trojice na soucet
Rozlozme trojici ¢isel x, y, z v oboru ¢isel celych. Zde ke kazdé dvo-

jici cisel existuje jediné celé ¢islo, které je jejich rozdilem. Proto pro
libovolnou trojici z,y, z € Z plati:

e pro z, y existuje d € Z takové, ze z — y = d, neboli z =y + d

® pro z, r existuje v € Z takové, ze z — x = v, neboli z =z + v

e pro x+y, z existuje p € Z takové, ze t+y—z = p, neboli z4+y = z+p

Odsud z rovnosti  +y = z+p = y+d+ p plyne x = p+d,
z rovnosti x +y = z2+p = x+ v+ p plyne y = p+ v a z rovnosti
z+p=x+y=p+d+p+ovplyne z=p+d-+w.

Prave jsme ukazali jeden zptisob rozkladu ¢iselné trojice na soucet.

Priklad 1. Jak lze vySe uvedenym zpusobem rozlozit trojici z = 5,
y=—-"7,2=137Zdejed = z—y = 13— (-7) =20, v = z—x = 13-5 =8,
p=5—7—13 = —15. Rozlozena trojice je 5 = —15+ 20, —7 = —15+8,
13 =-15+20+8.

Piiklad 2. Vime, 7e d = 3, v = —8. Pro kterou trojici z, y, z plati
p=2d+v? Protoze p= -2, pakx =p+d=-2+3=1y=p+v=
=-2-8=-10,z=p+d+v=-24+3-8=-T.

1
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Dva druhy nesoudélnych trojic

Z ptredchozich vztahid = z—y, v =z—x, p=x+y—=2, z = p+d+v,
r=p+d,y=p-+vplynourovnostip=x—d =1y — v.

Protoze v oboru c¢isel celych plati pravidla délitelnosti, existuji nej-
vetsi spolecni délitelé dy, v1 dvojic ¢isel x, d a y, v. Tedy:

e dy = D(z,d), z ¢ehoz x = dywy, d = dyws

e v = D(y,v), z ¢ehoZ y = v1g1, v = V1g2

Cisla wn, wa, g1, g2 jsou celd. Po dosazeni do rovnosti  —d =y — v je
p=di(w1 —wz) =v1(g1 — g2)-

Po porovnani podila
d _ 91792

U1 w1 — w2

a za predpokladu, ze D(dy,v1) = 1, je g1 — go = kdy, wy —ws = kvy, kde
k je celé ¢islo.

1. Budou-li rozdily g1 — g2, w1 — ws €isly nesoudélnymi, pak k =1 a
g1 — g2 = dy, w1 — wo = vy1. Po dosazeni je

p= d1(w1 - wz) = U1(g1 - 92) = dyv.

Rozklad c¢iselné trojice z, y, z ma tvar © = dyv; +d, y = div1 + v,
z=djv1 +d+v.

Prikladem je trojice x =3,y =10, z =11, kded =1, v =8, d; = 1,
v =2, p=34+10—11 = dyv; =2, wy =3, we =1, g1 = 5, g2 = 4,
k=1,p=1-(3=-1)=2-(5—4) =1-2, D(w; —wa,91 —g2) = 1. Rozklad
Ciselné trojice ma tedy tvar 3=2+1,10=2+8,11 =2+ 1+38.

2. Budou-li rozdily g1 — g2, w1 — we €isly soudélnymi, pak k£ # 1 a
g1 — g2 = kdy, w; — wy = kvy. Po dosazeni je

P = di(w; —wz) = v1(g91 — g2) = kdyv;.

Rozklad c¢iselné trojice X, Y, Z ma tvar X = kdyv1 +d, Y = kdivy + v,
7 = kdyvy +d + v.

Prikladem je trojice X =5, Y =7, Z=8kded=1,v =3, d; =1,
U1=1,P=5—|—7—8=I€d1’U124,w1=5,’(U2=1,g1=7,92=3,
k=4,P=1-(—-1)=1-(7T-3)=4-1-1, D(w; —wa,g1 — g2) = 4.
Rozklad ¢iselné trojice ma tedy tvar 5=4+4+1,7=4+3,8=4+1+3.
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7 predchoziho vyplyva, ze nesoudélnych ciselnych trojic jsou dva
druhy. Trojice s p = v1d; a trojice s P = kvyd;.

Jako priklad porovnejme trojice 3, 4, 5 a 13, 14, 15.

Trojice 3, 4, 5, kde d = 1, v = 2,d; = 1, v;1 = 2, p = 2, ma
p=x—d=y—-v=3-1=4-2p=1-3-1)=2-(2-1),
tedy p = div; = 2. Trojice 3, 4, 5 je navenek nesoudélnd a vztahem
D(3—1,2—1) =1 také vnitiné nesoudélna.

Trojice 13, 14, 15, kde d = 1, v =2, dy = 1, v; = 2, P = 12, ma
P=s—-d=y—-v=13-1=14-2P=1-(13-1)=2-(7-1),
tedy P = kdyv; = 12, k = 6. Trojice 13, 14, 15 je navenek nesoudélna,
ale vztahem D(13 — 1,7 — 1) = 6 vnitiné soudéln4.

Tyto dva druhy nesoudélnych trojic se nedaji na prvni pohled roze-
znat. Trojice 13, 14, 15 je uvniti soudélna. Hodnota jeji vnitini soudél-
nosti se navenek projevuje v cisle k, které je soucasti ¢isla P = kdyvy,
kde ¢islo P je soucinem tii nejvétsich spoleénych délitelt dy, vy a k.

Dalsi rozdil mezi trojicemi vnitiné i vné nesoudélnymi a trojicemi
vné nesoudélnymi, ale vnitiné soudélnymi, je patrny v tom, Ze trojice
vnitiné soudélné vznikly z trojic vnitiné nesoudélnych posunutim.

Trojice vnitiné i vné nesoudélné nazveme trojice primitivni a trojice
navenek nesoudélné, ale vnitiné soudélné nazveme trojice posunuté.

Posunuti je zde patrné, napt. trojice 13, 14, 15 je posunutou trojici
k trojici 3, 4, 5 o 10, trojice 3, 7, 8 je posunutou trojici k trojici 2, 6, 7
o 1 a trojice 7, 9, 10 je posunutou trojici k trojici 4, 6, 7 o 3.

Jak posunuti funguje

Posunuté trojice X, Y, Z marozklad X = z+u, Y = y+u, Z = z+u,
kde z, y, z je primitivni trojice a u je velikost posunuti. Protoze je

P=X+4Y-Z=(@x+u)+y+u) —(z4+u)=(x4+y—2)+u=kdyvy,
p=x+y—z=dv,
tak je
U=d1’U1(l€—1) Zp(k—l).

Napf. trojici 13, 14, 15 lze rozlozit na 13 = 3 + 10, 14 = 4 + 10,
15 =5+ 10, kde P = 12, p = 2, k = 6, proto velikost posunuti je
u=2-(6-1)=10.

Jak napft. k trojici 7, 10, 11 nalezneme trojici primitivni? Zde je
d=1Lv=4,d =1v=2,P=74+10-11 =6, p = dyv; = 2,
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k=3, u=2-(3—1). Primitivni trojice je z = dyv; +d =2+ 1 = 3,
y=divy+v=244=6,z=div1 +d+v=2+1+4=7. Tedy trojice
7, 10, 11 je posunuta o 4 od primitivni trojice 3, 6, 7.

Rovnice ™ + y™ = 2™ v oboru Cisel prirozenych
Rovnici 2™ 4+ y™ = 2", n € N, ma fesit trojice po dvou nesoudél-
nych prirozenych cisel z, y, 2z, o kterych zatim nevime, zda tvori trojici
primitivni nebo posunutou. V obou pripadech je vSak ziejmé, Ze cisla
T, Y, z, p, d, v musi byt pfirozena. Zde dokazeme, ze ¢isla p, d, v Cisly
pfirozenymi jsou.

Necht z, y, z, n € N a 2" + ¢y = 2". Pak je z" > y", odkud z > y,
takze existuje d € N, takové, ze z = y+d. Také je 2" > 2", odkud z > z,
takze existuje v € N, takové, ze z = x + v.

Je tfeba jesté rozhodnout, zda z + y > 2z, nebo x + y < z, nebo
x4y = z. Kdyby bylo z > x4y, bylo by 2™ > (x +y)" > 2™ +y" = 2",
coz je spor. Proto je z+y > z, takze existuje p € N takové, ze x+y = z+p.

Pravé jsme dokazali, ze p, d, v jsou ¢isla prirozena a ¢islo p je dokonce
¢islem sudym, protoze v této rovnici mize byt jen jedno z cisel z, y, z
sudé.

Véta 1. Plati-li pro prirozend cisla x, y, z rovnost x™ +y™ = 2", n € N,
n > 1, pak pro libovolné pFirozené cislo i, 0 < i < n, plati
xn—i + yn—i o Zn—i > 0.
Diikaz. Pouzijeme matematickou indukeci.
Pro ¢ = 1 postupné plati:
xn—l.x+yn—1.y72n—l.’z:0
" pd) +y" T o)~ 2" p+d ) =0
p(xnfl + ynfl o anl) _ d(z"fl o xnfl) + ,U(anl o ynfl)

Jelikoz je p,d,v > 0, je tedy 2"~ + ¢y~ 1 — zn=1 > 0.

Predpokladejme, ze nerovnost plati pro jisté ¢islo i a dokdzeme, ze
plati pro ¢ + 1:

xn—i 4 yn—i _ Zn—i >0
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T p+d)+y" T o) = 2T T (pHd +0) > 0
p(xnfifl _|_ynfi71 _ anifl) > d(znfifl _znfifl) —|—U(Zn7i71 _ynfifl)

Odsud plyne nerovnost ™~ (1) 4 yn=(+1) _ ;n=(+1) 5 ( takze jsme
dokazali, Zze nerovnost plati také pro i + 1. 1

Podle této véty napf. plati: pokud by se ndm napiiklad podarilo
nalézt trojici p¥irozengych éisel z, y, z takovych, ze 210 + y'0 = 219, pak
pro stejna ¢isla x, y, z by 2® + y° — 2° bylo ¢&islo pfirozené; podobné by
bylo 22 +y? — 22 >0 ataké x +y — 2z > 0.

Resi posunuté trojice rovnici X™ + Y™ = Z"?
Necht z, y, z je trojice primitivni, u velikost posunuti a X, Y, Z
trojice posunuta. Pak

X"+Y"-Z"=(x4+u)"+y+u)"—(z+u)" =0.

Pomoci sumacnich znakd upravime tento vztah na tvar

n

0— Z (7) Wit i <7:> u iyt i (?) ut it

i=0 =0

Po vyjmuti i = 0 ze sumy a pfevedenim u" na druhou stranu je

n — (n n—i/ i i i
—u —Z<Z>u (' +y' —2").

i=1

V oboru ¢isel prirozenych musi byt cisla x, y, 2z, p, d, v, u prirozena.
Proto je ¢islo u™ = [(k — 1)dyv1]™ nezdporné. Podle vyse uvedené véty je
2’ +y' — 2z’ > 0 pro vSechny exponenty i. Proto musi byt u” = 0, tedy
ze vztahu u" = [(k — 1)dyv1]™ je k = 1.

Z tohoto vyplyva zavér: posunutad trojice, kde P = kdjvy, rovnici
X"+ Y™ = Z™ nefesi, rovnici 2 + y" = 2™ miize Tesit pouze ¢iselnd
trojice primitivni, kde p = dyv;.

Véta 2. Rovnice " + y™ = 2", nemd teseni pro n liché prvocislo.

Dikaz. Necht D(z,y,z) =1, kde x, y, z je trojice primitivni. Pro lichd n
plati
S mam sy = +y) U,
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kde .
U = Z(_l)i+lzn—iyi—l'
=1

Oznacime-li z; = D(z,2 + y), je z = z1u1, * + y = zyuz. Déle je
r+y=2z+4+Dp z2+p=z1u2 & z1u1 + p = z1us. Protoze p = divy, je
pak p = z1(us — up), takze dyv; = z1(uz — uy). Necht z; déli vy, pak
V1 = Z1Uu3 a Yy = Z1U3g2.

Zavér: Plati y = z1u3ge, 2 = z1u1, odkud 23 = D(x,y, 2), coZ je spor
s predpokladem, ze trojice x, y, z je nesoudélna. O

Bealova domnénka
Bealova domnénka zni: Rovnice X + Y = Z¢ nem4 Feseni v pfiro-
zenych ¢islech X, Y, Z, a, b, ¢, kde a, b, ¢ jsou vétsi nebo rovna 3 a ¢isla
X, Y, Z jsou navzajem nesoudélna.
Co domnénka pozaduje?
e nesoudélnd ¢isla X, Y, Z — lze splnit pfi D(dy,v1) =1
e prirozena cisla X, Y, Z — lze splnit, ale ¢isla rozkladu P, d, v
budou cela
e dokézat, Ze napi. pro exponenty 4, 5, 7 nemé rovnice X*+Y? = Z¢
feseni, protoze 4 je zde nejmensi
Rovnice X¢ + Y? = Z¢ se bude chovat jinak neZ rovnice se stej-
nym exponentem n. Pravdépodobné pod nejvétsim exponentem bude
nejmensi zaklad a pod nejmensim exponentem zaklad nejvétsi. V rovnici
s exponentem n musi byt splnén vztah X <Y < Z. Zde tomu tak byt
nemusi.
Tato tvaha nas vede k zavéru, Ze trojice ¢isel X, Y, Z nebude trojici
primitivni, ale trojici posunutou.

Diikaz. Rovnici X 4+ Y? = Z¢, ve které piirozené, po dvou nesoudélna
¢isla X, Y, Z s exponenty a, b, ¢, pro které plati a < b < ¢, upravime
tak, ze kazdé z ¢isel X, Y, Z umocnime na nejmensi exponent, kterym je
¢islo a. Zbytek, celé ¢islo @, nechf ndm vyrovna poruseni rovnosti. Pak
plati

0=X"4+Y" - Z°=X"4Y* -2+ (YP - Y?) — (Z° - Z°).
Polozme Q = (Y° — Y%) — (Z¢ — Z%). Pak je
0=X"+Y"-2°4Q.
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Po rozkladu ¢isel X, Y, Z na soucet je
0=(P+d)*+(P+v)*—(P+d+v)"+Q.

Pomoci sumaéniho znaku posledni rovnici upravime na tvar

a

0=>" (‘;) P d + v — (d+ )] + Q.

i=0
Protoze je

<61t> Pold' + 0! — (d+v)] =0,

tak vyjmutim ¢ = 0, 1, 2 ze sumy postupné dostaneme rovnosti

0=P'— G) Pl (g) P“_Q-de—; (‘;) P d o'~ (d+v)']+Q,
P = (g) P 2dy -y (‘j) Ped o' — (d+0)'] - Q.

=3

Z posledni rovnosti vyplyva, ze mame nalézt takova cela ¢isla P, d, v,
pro ktera bude a-t4 odmocnina (z vyrazu na pravé strané rovnosti) ¢islo
celé. Polozme si otazku, jak ji zjednodusit. Obycejné rovnost vydélime
nejvétsim smysluplnym ¢islem, v nasem ptipadé vhodnym c¢islem P*~9,
kde ¢ =0,1,2,3,...:

a

= ala =P =3 ()t v —@ro- 2
P=a(a—1)P 'dv— Xa: (j) P 40" = (d+ )] - P?—l
=
P2 = a(a—1)dv — 2_; (f) P40 = ()] - g
P? = a(a—1)P'dv - za: (j) PP 40" = (d+0)'] - 5o

=3

Bude-li ¢ = 0, pak se v rovnosti, kde musi byt ¢isla P, d, v cela,
vyskytuji ¢isla raciondlni P~2, P~%. Bude-li ¢ = 1, pak se v rovnosti
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vyskytuji ¢isla racionalni P~!, P1=% Bude-li ¢ = 2, se pak v rovnosti
vyskytuje jediné racionalni ¢islo P23,

Bude-li ¢ = 3,4, 5, ..., pak se ve vyrazu a(a — 1) P“dv objevuji expo-
nenty u = 1,2,3,... Po vydéleni rovnosti ¢islem P" se opét dostaneme
k rovnosti s P2, tj.

a

P =a(a—1)dv -y <‘;> P d 4ot — (d + 0)i] — P?_Q.
=3

Protoze pro i > 2 je P?>~ ¢islem racionalnim, nikoliv celym, bude
a = 2 nejmensim z exponentii a, b, ¢ a pti P>~2 =1 bude Q/P?*7? = Q.
Vysledné rovnost tedy je

P? =2dv —Q,

kde Q = Y2(Yb=2 - 1) — Z2(Z°72 - 1).
Nejmensim exponentem v rovnici je éislo a = 2. Cislo ¢ musi byt
nejvetsi. O

Dukaz Velké Fermatovy véty jako pokracovani Bealovy domnénky
Pro Fermatou vétu polozime a = b = ¢ = n, P = p + u, kde
T, Y, z,n, p,d, v, k € N, x, y, z je primitivni trojice. Pak plati

@ +y? =2 =(p+d)? + (p+0)’ — (p+d+v)?=p° —2dv.
7 ptedchoziho vztahu P? = 2dv — @ postupné je
(p+u)? = 2dv - Q,
p? =2dv — Q — 2pu — u>.
Protoze Q = 0, je p? — 2dv = —2pu — u?, takze
2?4y — 2% = —2pu — U

Budou-li &isla p, u kladna, pak z2 + 32 — 22 < 0, coz odporuje vztahu
"+ y" " — 2”7 > 0. Vyhovujici je pouze rovnost pro u = 0, tedy

w2+t — 2% =0.

Proto pro zadna prirozena ¢isla x, y, z a n, kde n > 2, neplati rovnice
‘,L.’ﬂ + y’ﬂ — Z’ﬂ.
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Zavér

Co v ¢lanku ukazujeme?

1. Kazda ¢iselné trojice x, y, z se da rozlozit pomoci ¢isel p =z +y — 2,
d=2z—y,v =2z—ux pravé tehdy, kdyz x = p+d, y = p + v,
z=p+d+w.

2. Existuji dva druhy nesoudélnych trojic — trojice primitivni s p = dyv;
a trojice posunuté s P = kdjv;.

3. Je-li 2" 4+ y™ — 2™ = 0, pak pro kazdé i < n plati

xn—i + yn—i o Zn—'i > 0.

4. Je dokézano, ze Velkd Fermatova véta pro liché prvocislo n plati.

5. V rovnici
X 4yl_z¢=0

musi byt nejmensi exponent roven ¢islu 2.

6. Pokud Bealova domnénka plati, plati i Velkd Fermatova véta, protoze
pfi n > 2 neni v rovnici 2" + y™ — 2" = 0 ¢islo 22 + y? — 2% kladné.
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O déleni kruhu — Mezi matematikou a uménim
Jana Kopfova, Mathematical Institute of the Silesian University, OpavaEI

ABSTRAKT. UkdZeme velice zajimavy matematicky problém s prekvapivym re-
senim. V procesu hledani reseni pouzijeme zdkladni principy objevitelské me-
tody. Autorka se podéli o vlastni zkuSenosti z prace s nadanymi Zdky.

Uvod

Bude to piibéh o jednom zajimavém, relativné obtizném matematic-
kém problému. Proces jeho Teseni se da velmi pékné spojit s tvorivou
umeéleckou ¢innosti. Umélecka slozka je pomérné jednoducha, da se ma-
lovat na hedvabi, ale mohou byt pouzity i jiné barvy, akvarely nebo
jen barevné tuzky. Budeme fesit obtizny matematicky problém, jenz byl
nalezen v plném znéni ve sbirce tloh pro pripravu na mezinarodni mate-
matickou olympiddu [I]. Za¢neme velmi jednoduchym pfipadem, vhod-
nym pro déti ze zakladnich skol, a pti hledani feseni nechame déti samy
zkoumat a objevovat A kreslit obrazky — aktivitu muZzeme rozvinout i
timto uméleckym smérem a na konci usporadat vystavu vytvorenych dél.
Pokusime se tak zkombinovat t¥i véci — hluboké uspokojeni z nalezeni
feseni zajimavého matematického problému, umeéleckou radost z hrani
si s barvami a vzory a radost z vlastniho objevovani. Budou sdéleny
vlastni zkusSenosti autorky, takze jini ucitelé mohou vyzkouset podobné
myslenky ve svych t¥idach.

Hlavni téma

Zac¢neme s problémem puvodné nalezeném v ucebnici Hejného me-

tody [2].

Problém 1. Predstavte si, ze mate kruh. Na kruZnici, kterd ho ohra-
nicuje, zvolte libovolné 3 body. Spojte kazdy bod se vsemi zbyvajicimi
body tseckou. Na kolik ¢asti bude kruh rozdélen?

Reseni je velmi jednoduché. Jiz malé déti umi tikol tipIné vyftesit, ob-
vykle pomoci nac¢rtku — kruh bude rozdélen na 4 ¢asti. A to je nezavislé
na tom, kde na kruznici umistite své 3 body. Muzete se vSak pokusit
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umistit body na riznd mista, a tak si vytvorit rtuzné vzory. Potom si
vezmeéte barvicky — napiiklad zkuste vybrat jednu jedinou barvu a na-
michat jeji rtizné odstiny, kazdou c¢ast pak vybarvéte jinym odstinem
zvolené barvy.

Nasleduje o malo tézsi problém.

Problém 2. Zvolte na kruznici 4 body. Reste ten samy tkol jako v pro-
blému 1.

Je to stale snadné, ne? Kolik ¢asti dostanete? Osm. Opét v zavislosti
na poloze bodl vznikne mnoho raznych vzoru. Jednotlivé ¢asti muzete
opét vybarvit odstiny riznych barev (nebo stejné barvy, v zavislosti na
va$i kreativité).

Opét o malinko tézsi problém.

Problém 3. Zvolte nyni 5 bodt na kruznici. Opét spojte vSechny mozné
dvojice bodu useckou. Kolik ¢asti ziskate?

Mtizete vyzkouset rizné kombinace umisténi bodd na kruznici; vy-
sledek bude vzdy 16. Vyberte barvu, pokuste se namichat 16 raznych
odstini této barvy a vymalovat jednotlivé ¢asti, kazdou jinym odstinem.

Matematicky nudna tloha? Jesté jsme neskoncili. Podivejme se na
slozitéjsi problém.

Problém 4. Umistéte 6 bod na kruznici, spojte vSechny mozné dvojice
bodu useckou. Nejvyse kolik ¢asti ziskate?

Jesté jste nevypozorovali zadné souvislosti? Nepotfebujeme pokraco-
vat ve spojovani bodt. Méli jsme 4, 8, 16 ¢asti. Je zcela jasné, ze ted
musime dostat presné 32 ¢asti? Jsme tedy hotovi?

Souhlasite vSichni s tim, ze se 6 body ziskate 32 ¢asti? Ja ne. Pokud
jste si jisti vysledkem 32, mtzete se se mnou vsadit. Pro¢? Prece je zcela
jasné, ze pocet casti, které dostaneme pri déleni kruhu z n bodd, bude
27~ oblasti. Je tomu opravdu tak?

Tento problém jsem zkousela tesit s zaky v sedmé, osmé i devaté t¥idé
a také se skupinou zakt stfednich skol. Jejich pfistup k feseni nebyl spo-
jen s vékem, ale s matematickymi schopnostmi. Vsichni byli presvédceni,
Ze existuje predpis, podle kterého se fidi posloupnost ¢isel, na kolik ¢asti
délime kruh, kdyZ postupné priddvame body. A Ze predpis je jednoduchy.
Neékteti z nich zacali kreslit obrazek o 6 bodech, nékteii z nich chtéli na-
jit argumenty, pro¢ dostaneme skutecné 32 ¢asti. Po nékolika minutéach
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bylo slyset ve tfidé ,,J& mam jen 31 ¢asti.“ ,Mam jen 30...“ ,Tohle
nemuze byt...“ [ Urcité se mylime.“ ,Musime udélat vétsi obrazek a
pocitat ¢asti opatrnéji.®

Nyni rtzné odstiny vymalovanych ¢asti pomahaji, dokonce mohou
byt pouzity i rizné barvy, protoze vyzaduje velké usili, aby se vytvorilo
vice nez 30 odstintd stejné barvy. Alternativné muzeme pouzit jen nékolik
odstint stejné barvy, ale pokusit se z nich vytvorit zajimavy vzor.

Jeden zak se po chvili zeptal, jestli smi udélat velky obrazek na ta-
buli. I po mnoha pokusech nejvétsi pocet ¢asti, na které muze byt kruh
rozdélen, vyjdeme-li z 6 bodi, ztstava 31.

Zde pribéh o problému z ucebnice matematiky pro 7. tfidy konci.
Je to velmi pékny piiklad, ktery ukazuje, ze nékdy musime byt velmi
opatrni pfi ,zfejmych“ zobecnovanich. My vsichni to ¢asto velmi radi
délame, a to nejen v matematice.

Zvédavost zakd vsak neuvéritelné stoupla. Kreslili stale vice a vice
obrazki. Chtéli védét, jak by tato podivna posloupnost 4, 8, 16, 31 po-
kracovala. Nebylo nutné jim davat dalsi problémy. Vytvareli si je sami.
Sedm boda? ,Mam 56 ¢asti.“ ,J& 57.“ .V zadném pripadé neumim zis-
kat 64 ¢asti.“ , Ale proc¢?¢

Talentovany kluk, ktery byl prvni z téch, kdo si byli jisti, ze s 6 body
na kruznici dostaneme 32 casti, a prilis liny si obrazky kreslit, si najed-
nou stézuje, ze neni dobry v kresleni. Po chvilce tvrdi, ze 32 je podle
jeho teorie opravdu Spatné. Neni potfeba zadné kresleni, jenom premys-
leni, tvori si svoji teorii ,kfizovatek“. Ale pak piijde prekvapeni. Vidim
ho velmi opatrné kreslit na tabuli 7 bod na kruznici a poradné velky
obrazek. Chce experimentalné porovnat sviij teoreticky vysledek s praxi.
A kresli! A jde mu to.

Tato ¢innost pokracovala ve vsech skupinach zaku jesté velmi dlouho.
Jedna skupina byla plné fascinovana skutec¢nosti, ze posloupnost ¢isel ne-
pokracuje vzorcem, ktery zaci puivodné ocekavali. Ale jak posloupnost
pokracuje? Zaci vytvareli riizné predpovédi, pak je zkouseli ovétit. Na-
kreslili mnoho obrazkt. Problém je zaméstnal na dlouhou dobu, zaci byli
velmi motivovani, nechtéli se vzdat, chtéli najit feseni. Dalsi hodinu jsme
se k problému vratili. Zformulovali jsme ho obecné (obr. 1).
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Obr. 1 Jedenéct bodu a kolik ¢asti?

Problém 5. Na kruznici je n bodi. Spojte kazdy bod se vSemi zbyva-
jicimi body useckou. Nejvyse na kolik ¢asti bude kruh rozdélen?

Prosim, pfrestante v tuto chvili ¢ist dal a pokuste se premyslet o fe-
Seni tohoto problému sami. Tady jsou otazky, které vam mohou pomoci
s FeSenim.

Problém 6. Na kruznici lezi n bodt. Spojte kazdy bod se vSemi zby-
vajicimi body useckou. Kolik tsecek nakreslite?

Problém 7. Na kruznici lezi n bod. Spojte kazdy bod se vSemi zby-
vajicimi body tseckou. Nejvyse kolik kiizovatek (bodi, ve kterych se
protinaji 2 tsecky) vznikne?

Problém 7 se vraci k napadu jednoho zéka, jak pocitat, kolik casti
vznikne, pomoci kfizovatek. Problém 6 je ekvivalentni jiné tloze, se kte-
rou jste se pravdépodobné jiz setkali diive.

Problém 8. Pokud na turnaji hraje n tymu a kazdy tym hraje s kazdym,
kolik zapasii se odehraje dohromady?

Zaci mohou vypozorovat, Ze tyto problémy jsou ekvivalentni, a rychle
prichazeji s fesenim.
Dobré je také zminit se o tidajné historce ze zivota slavného mate-

matika Carla Friedricha Gausse. Na zakladni skole ulozil Gaussuv uditel
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zékum, aby se pokusili spocitat soucet vsech ¢isel od 1 do 100. Mlady
Gauss odpovédél béhem chvilky, ¢imz ucitele udivil. Tuto tlohu muzeme
zékum také zadat. Pro mladsi zéky je tato, i kdyz tradi¢ni tloha, hodné
zajimava. Starsi zaci nebudou mit velky problém ukazat, ze TeSeni je

. 100(100+1
déno vztahem %

Béhem feseni problému s turnajem mohou déti uvazovat naptiklad
takto: Prvni tym bude hrat s n — 1 tymy, odehraje tedy n — 1 zapasi,
zapas druhého tymu s prvnim jsme jiz zapocitali, druhy tym bude hrat
jesté s n—2 tymy, tedy dostavame dalsich n — 2 zapasi, atd. Dohromady
jdeo(n—=1)+(n—-2)+(n—3)+...+ 3+ 2+ 1 zdpast. Coz je stejny
princip jako pii s¢itani ¢isel od 1 do 100, proto je vysledek @

Jiné feseni prichazi s myslenkou, ze kazdy tym hraje n — 1 zépast,
a protoze je n tymi, odehraje se (n — 1)n her. Porovnanim obou feseni
zaktm obvykle dojde, ze v tomto feseni pocitali kazdou hru dvakrat.

Chybny vysledek, se kterym se zde muzeme setkat, je nntl) + . Regeni

je vhodné prodiskutovat a objevit chybu; Zaci jsou schopni najlt ji sami.

Ekvivalentni problém je tento:

Problém 9. Predstavte si, ze si chcete koupit dva rizné druhy zmrzliny
a muZete pfitom vybirat z 8 (15) druht. Kolik riznych kombinaci mizete
koupit?

Déti, i bez znalosti kombinatoriky, se rychle dostanou k feseni: Prvni
druh si muzZete vybrat 8 (15) zptusoby, druhy 7 (14) zpusoby, takze je
8 krat 7 (15 krat 14) moznosti vybéru, ale jelikoz nezélezi na tom, jaky
druh je zvolen jako prvni a jaky jako druhy, vSsechny kombinace jsou
pocitany dvakrat — takze spravnd odpovéd je 28 (105). Nekdy zaci pii-
rozené nepfijdou na myslenku délit dvéma a pomuze jim vidét problém
v nasledujici ekvivalentni formulaci.

Pro n druht dostaneme nam jiz dobfe znamy vztah % A stejné
¢islo udava i pocet usecek, které dostaneme, kdyz spojime n bodt kazdy
s kazdym — to je feseni problému 6. Muzeme zaktim ukazat, ze vysledek
lze zapsat alternativné jako tzv. kombinac¢ni ¢islo (g) Lze také mlu-
vit o Pascalové trojuhelniku, ale k tomu bude lepsi prilezitost malinko
pozdéji.

Nyni se vratime k myslence, ze pocet kiizovatek hraje roli pfi hledani
vzorce pro puvodni problém déleni kruhu s n body.

Umime vypocitat, nejvyse kolik prisecikti bude mezi tiseckami, které
spojuji n bodu? To neni snadny problém. Je mozné zacit pocitat body
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na dfive vytvorenych obrazcich. Brzy tfida vytvori posloupnost 1, 5, 15,
35, 70, 126, ... Ale existuje néjaka pravidelnost? A jak ji objevit?

Kolika body je jednozna¢né uréena ktizovatka? Odpovéd 4 se ob-
jevi rychle, mozna ale budeme muset malinko pomoci obrazkem. Takze
kazdé 4 body urcuji jednu kiizovatku. Kolik ¢tvetic bodi mtzeme vybrat
z n bodi? Nyni mize byt zkuSenost s problémem se zmrzlinou uZitecna.
Ekvivalentné mizeme tlohu zformulovat takto: Kolika raznymi zpusoby
je mozné vybrat 4 druhy zmrzliny z danych n druht?

Prvni si mtizeme zvolit n riznymi zptsoby, druhou n—1 zptsoby, treti
n— 2 zpusoby a ¢tvrtou n — 3 zpisoby, dohromady n(n—1)(n—2)(n—3)
riznymi zpisoby. Jak jiz vime z predchéazejiciho, toto ¢islo musi byt
vydéleno néjakym c¢islem.

Jaké to bude &islo? Cislo, které uréuje, kolika zptisoby miizeme uspo-
fadat 4 druhy pfedmétii (zde druht zmrzliny), protoZe zde neni dulezité,
ktery z nich si vybereme jako prvni. To je 4-3-2 nebo jednoduseji 4! zpt-
soby. Nékteré déti mohou vidét tento zapis poprvé, obvykle se jim ale
velice libi. Takze odpovéd je

oo gen ()

Ted prichazi posledni krok. MiiZete si sestavit tabulku s poétem tse-
¢ek a poctem prusecikt pro dany pocet n bodu na kruznici.

pocet | pocet pocet
bodu | tsecek | pruseciki
4 6 1
5 10 5
6 15 15
7 21 35

Vsimnéme si, ze pokud sc¢itadme tato ¢isla, ziskdme posloupnost 7, 15,
30, 56, ..., ¢isel o 1 mensich, nez jsou ¢isla, ktera jsme nasli na zacatku
experimentalné. Jak tato ¢isla spolu souvisi? Jsme ted jiz velmi blizko
kompletniho feseni.

Reseni miize byt provedeno matematickou indukei. Miizeme ukazat,
ze pokud mame n bodi, [ pfimek a p kfizovatek, vztah r = [+ p+ 1
urcuje pocet Casti, na které je rozdélen kruh. Pfedpoklddejme, Ze tento
vztah plati pro [ tsecek. Pridanim dalsi tsecky, ktera protne s tsecek,
muzeme jasné vidét, ze novych s priseciki rozdéli novou tsecku na s+ 1
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dilt a kazdy takovy dil rozd€li jednu starou oblast na dvé c¢asti. Tedy [ se
zvétsilo o 1, p se zvétsilo o s a r se zvétsilo o s+ 1. Vztah zistava platny,
protoze obé strany rovnosti se zvétsily o s + 1. Vzhledem k predeslym

uvaham dostavame
n n n 1
r= .
2 4

Na konci muZzeme experimentovat s obrazky s ruznym poctem bodi,
barev, odstini a vzori.

Dalsim krokem je spojeni bodt zakfivenymi carami, ale takovymi,
které samy sebe neprotinaji (obr. 2). Pfi kresleni obrézki budeme zkou-
mat, kolik ¢asti je mozné vytvorit. Tento problém je zajimavy jiz se
4 body.

Obr. 2 Ctyii body a kolik &asti?

Skonc¢ime malou vystavkou a jesté si mizeme povidat o Pascalové
trojuhelniku a sledovat o ném film [3], ktery jsme vytvotili pfed néjakym
Casem.

Zajimavou celosvétovou akci, ktera spojuje matematiku a umeéni, je
konference Bridges. Na jejich strankach http://bridgesmathart.org
muzeme najit mnoho prekrasnych matematickych obrazku i inspiraci.
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Metrické prostory a geometrie konkrétniho

Frantisek Kufina, UHK, Hradec Kralovél[]

ABSTRAKT. Po definovdni pojmu metricky prostor je uvedeno nékolik jeho in-
terpretact, které umoznugi sledovat metamorfozy tvaru znamgych geometrickych
dtvari.

Od méfeni vzdalenosti k realnym ¢isliim a metrickym prostoram

Meéreni vzdalenosti je prakticka ¢innost spjata s problémy zivota ve
spolecnosti, kterd dala jméno historicky vyznamné c¢asti matematiky:
mérictvi neboli geometrii. Je pozoruhodné, Ze tato ¢innost tizce spjata
s predeukleidovskou érou matematiky nenasla pfimé vyjadfeni v Euklei-
dovych Zakladech. ,,Pfedmétem studia té geometrie, o niz pojednéavaji
Eukleidovy Zaklady, nejsou tvary a velikosti redlnych objektu, jak tomu
bylo u napinac¢ii provazu, ale idealni objekty antického geometrického
sveéta, skryvajici se pod redlnymi objekty. Za objevitele tohoto idedl-
niho antického geometrického svéta byl povazovan Pythagoras ze Samu®
(6. stol. pt. Kr.) ([15], s. 29).

,Disledky objevu nesouméritelnosti zpisobily pad puvodniho pytha-
gorejského pohledu na svét ¢isel a velic¢in. Ukazalo se, ze prirozena ¢isla
a jejich poméry k vyjadieni geometrickych vztahii nestaci. Re¢ti mate-
matici proto presli od aritmetického pojeti matematiky k pojeti geomet-
rickému. Zakladnimi matematickymi veli¢inami se staly veli¢iny geome-
trické — délky, obsahy a objemy“ ([2], s. 75), ovSem ve formé tusecek,
pravouhelnikd a kvadri.

Tak napt. Pythagorova véta je formulovana takto: ,,V pravouhlych
trojuhelnicich ¢tverec na strané proti thlu pravému lezici rovna se ¢tver-
clim na stranich pravy thel svirajicich® ([5], s. 24). Véta o objemu rov-
nobéznosténu zni ,Rovnobéznostény o stejnych zakladnach a téze vysce
jsou si rovay* ([5], s. 257).

Toto pojeti do jisté miry zije i dnes. Napt. J. B. Pavlicek pise: ,Vzda-
lenosti dvou bodi@ budeme rozumét kazdou tsecku shodnou s tseckou
spojujici oba body“ ([12], s. 76).

V deskriptivni geometrii se obvykle urcuje velikost tsecky z daného
pramétu jejim narysovanim, napi. sklopenim promitaciho trojuhelniku
nebo lichobézniku (napt. [13]).
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Nevim, zda toto pojeti vzdalenosti neni pfi¢inou relativné malé po-
zornosti, kterou vénuji méreni tisecek ucebnice matematiky pro nase za-
kladni a stfedni skoly.

Cisla do axiomatickych zakladti geometrie nepronikla ani v Hilbertové
soustaveé axiomu z r. 1899, ale az v r. 1932 zasluhou amerického mate-
matika George D. Birkhoffa, v jehoZ axiomatice je jednim z primitivnich
pojmu vzdalenost jako nezaporné realné ¢islo.

Pritom se ovSem skolni geometrie nemuze bez ¢isel dost dobie obejit.
Dostéavaji se tam ,zadnimi vratky*, pro potfeby ,praktickych“ aplikaci
(vypocet vzdalenosti v terénu, obsahy utvarti a objemy téles) a prvki
analytické geometrie (¢iselnd osa). V soucasné dobé existuje fada axio-
matickych systémi geometrie, které pracuji se vzdalenosti jako primitiv-
nim pojmem. Za nejpropracovanéjsi povazuji Leeovu Axiomatickou geo-
metrii [11] z r. 2013. Bohuzel nemame, pokud vim, Zddnou novéjsi ceskou
praci o zakladech geometrie. Rad ovsem konstatuji, ze planimetrie pro
gymnézia Fvy Pomykalové, kterd vsak neni koncipovana axiomaticky,
s realnymi ¢isly jako délkami tisecek prirozenym zpisobem pracuje.

Konstrukce délky tsecky jako ,cCisla ziskaného méfenim*“ je matema-
ticky popsana napi. v publikacich Eduarda Cecha [4] a Jana Vysina [16].
Délka tsecky XY je redlné ¢islo d(XY) = | XY| = n,ninans. .., pro néz
plati:

VX,V [d(X,X)=0A (X #Y = d(X,Y) > 0)] (1)
VX,V [d(X,Y) = d(Y,X)] (2)
VXY, Z [d(X,Y) +d(Y, Z) 2 d(X, Z)] (3)

Vlastnosti (1), (2), (3) charakterizuji tzv. metricky prostor, funkce d se
nazyva metrika.

Pojem metricky prostor na mnoziné M bodu X, Y, Z, ... je tedy
usporadand dvojice, kde d je funkce, kterd kazdym dvéma bodum
X,Y € M pfifazuje vzdélenost d(X,Y) tak, Ze jsou splnény axiomy
metrického prostoru (1), (2), (3). Vlastnost (2) je symetricnost vzdéle-
nosti, (3) je tzv. trojuhelnikovd nerovnost. V geometrickém tvaru ji uvadi
i Eukleides ([5], s. 11).

Axiomatickou definici vzdalenosti podal v r. 1906 francouzsky ma-
tematik Maurice Fréchet, ktery byva povazovan za zakladatele obecné
topologie a funkcionalni analyzy. Termin metricky prostor pochéazi od
némeckého matematika Felive Hausdorfa z prace Grundzige der Men-
genlehre z roku 1914.
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Piiklady metrickych prostora

V této ¢asti si vSimneme nékolika modelu (interpretaci) metrického
prostoru. Neékteré byly inspirovany pohledy na redlny svét, jiné byly
odvozeny ze znamych matematickych souvislosti. Metrické prostory bu-
deme oznacovat P = [M, d], kde M je mnoZina, na niz je metricky prostor
definovan, d je prislusna metrika. Ovéreni, ze v kazdém modelu plati axi-
omy metrického prostoru, si ¢tenai mtize provést sdm nebo najit napft.
v publikacich [9] a [10].

Metricky prostor P; = [M,v] je metricky prostor na mnoziné M
stanic X, Y, ... metra, které je provozovano za téchto podminek: pti
kazdém vstupu do metra zaplatime 24 K¢ a mtzeme jezdit bez omezeni.
Vzdélenost v je definovéna takto: je-li X # Y, je v(X,Y) = 24, jinak
v(X,Y)=0.

Metricky prostor P, = [M, g] je definovan na siti souvislého metra,
nejsou-li zadné useky jednosmérné a muzeme-li pfestupovat bez omezeni.
Definujme metriku g(X,Y’) jako nejmensi pocet tisekii metra mezi sta-
nicemi X, Y. Plan stanic metra si miuzeme predstavit jako graf, v némz
uzly jsou stanice metra a hrany jsou tseky mezi stanicemi.

Metricky prostor P3 = [R,d] je definovidn na mnoziné R vSech redl-
nych ¢isel a pro vzdélenost d plati d(x,y) = |« — y|. Metrickymi prostory
jsou ovsem i struktury [Q, d] a [N, d], kde Q je mnozina vSech racionalnich
a N mnozina vSech pfirozenych ¢isel.

Metricky prostor Py = [B,p| definovdn na mnoziné B vSech mist
mésta, kde lze zaparkovat, p(X,Y") je délka nejkratsi cesty z mista X
do mista Y. Ve mésté nejsou jednosmérné ulice a mésto je jako celek
prijezdné.

Metricky prostor Ps = [M, h], kde M je rovina s pfimkou p proché-
zejici bodem P mé metriku definovanu takto: jsou-li body X, Y v téze
poloroviné s hranici p, je h(X,Y) = | XY, jsou-li body X, Y oddélovény
pfimkou p, je h(X,Y) = | X P| + |PY|.

Na mnoziné T zakd a jejich ,soufadnicich“ abecednich (a), prospé-
chovych (p) a vékovych (v) muZeme vypocitat absolutni hodnotu roz-
dilu piislusnych soufadnic. V oznacdeni podle tab. 1 (str. d0) tak méme
metrické prostory Ps = [T, a], P; = [T, p]. Naopak [T, v] metrickym pro-
storem neni, nebot vékovd vzdélenost Adama a Cehdka (2004-2004) je
nulova, avsak zaci jsou rizni.

Metrickym prostorem je Py = [M,t], kde M je rovina, v niz je pohyb
dovolen pouze v danych dvou k sobé kolmych smérech (pohyb taxiku
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v ,modernim“ mésté) a vzdalenost ¢ bodt X = [x1,41], Y = [x2,y2] je
definovana vzorcem ¢(X,Y) = |x1 — za| + |y1 — y2|).

Metrickym prostorem je Py = [M,m], kde v mésté M se z mista X
do mista Y miizeme dostat maximalné blizko, ale jen v jednom ze dvou
danych k sobé kolmych sméri. V oznaceni podle Py tedy plati m(X,Y) =
= max(|z1 — 22/, [y1 — ¥2l).

Také Pig = [M, ] je metricky prostor na mésté M, kde je dovolen
pohyb pouze po piimkéch, které prochézeji danym bodem C (mésto
s jedingm centrem C) a vzdalenost ¢ mist X, Y je definovdna takto:
prochézi-li pfimka XY bodem C, je ¢(X,Y) = |XY/|, ve zbyvajicim
ptipadé je ¢(X,Y) = | XC| + |CY].

Také P11 = [M,u] je metricky prostor na mésté M, v némz je mozny
pohyb bud po jediné hlavni ulici U, nebo po vedlejsich ulicich k U kol-
mych. Metrika u je definovana takto: je-li XY L U, je u(X,Y) = | XY,
neni-li XY 1 U, pak u(X,Y) = | XX;| + | X1Y1| + [Y1X]|, kde X1, V1
jsou pravouhlé priméty bodt X, Y do pfimky U.

T al| p v
Adam | 1 | 1,2 | 2004
Berka | 2 | 2,0 | 2005
Cehak | 3 | 1,8 | 2004
Dan 4| 3,0 | 2003
Emil 5| 1,6 | 2002

Tab. 1

Geometrie konkrétniho
Tuto ¢ast prispévku prozije kazdy, kdo samostatné vytesi nasledujici
tlohy. K feseni tloh postaci znat ucivo stredni skoly.

Ul. Sestrojte v ,prostoru taxi“ Py = [M,t] a v ,prostoru maxi“ Py =
= [M, m] kruznici se stfedem v poc¢atku a polomérem 4.

U2. V  prostoru taxi“ sestrojte usecku EF a jeji osu pro E[0, 0], F[4, 2].
Usecka EF je mnozina viech bodét X roviny, pro které plati
|[EF| = |EX|+ |XF|.

U3. V ,prostoru taxi“ sestrojte elipsu s ohnisky E, F' a hlavni osou
délky 10, hyperbolu s ohnisky E, F' a hlavni osou délky 4, kde
E[0,0], F'[4,2], parabolu s fidici pfimkou v ose y a ohniskem F'[4, 2].

U4. Sestrojte tsecku a jeji osu v dalsich metrickych prostorech
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Po vice nez sto letech od doby svého vzniku vysel ¢esky pozoruhodny
soubor eseju Bertrada Russella, v némz jsem si s uspokojenim precetl:
,Misto, aby se v geometrii za¢inalo inavnym aparatem falesnych dikazu
pro zjevné a samoziejmé pravdy, by se studentovi mélo dovolit, aby ptred-
pokladal pravdivost vseho zfejmého, a pak by se mu mély vysvétlovat
dtkazy veét, které jsou jak prekvapujici, tak snadno ovéfitelné obraz-
kem... Rozumové usuzovani muze vést k alarmujicim, nicméné fakty
dolozenym zavérum, a postupné se tak prekonava instinktivni nedivéra
v cokoliv abstraktniho ¢i racionalniho“ ([14], s. 51).

Povzbuzen témito slovy klasika jsem se pokusil zde ilustrovat jeden
z dilezitych matematickych pojmt, pojem metrického prostoru, ,,pre-
kvapujicimi a snadno ovéritelnymi obrazky*. Snad muze takovyto pfti-
stup prispét k probuzeni zajmu o matematiku u nasich stfedoskolakt. Na
pojmu metricky prostor 1ze mnohem presvédcivéji ukazat rizné moznosti
interpretace zakladnich pojmi nez na tradi¢né probiraném ucivu.

Studium metrickych prostori je ¢asti snad kazdého vysokoskolského
kurzu matematické analyzy. Na stfedoskolské trovni je tato problematika
zpracovana napf. v publikacich [6], [7], [8], [9] a [10].
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Co s matematickymi talenty na viceletém gymnaziu

Evzen Miiller, Katefina Moravcova, Tereza Némcova
G, SOS, SOU a VOS Horicell

ABSTRAKT. P¥i ziskdvdni Zdki pro matematiku a jeji krdsu miiZe uéitel na
viceletém gymndziu vyuzit i schopnosti talentovanych a zapdlenych studentii.
Ti mohou mladsim détem zprostredkovat nejriznéjsi zajimavé problémy a si-
tuace Tesené pomoci matematickych postupu. Nasledujici text priblizuje ctyri
z ,kouzel“, kterd si pro tento ucel pripravily dve studentky kvinty osmiletého
gymndzia.

Uvod

Patrné v kazdé tridé viceletého gymnéazia se najde alespon jeden ma-
tematicky talentovany zak ¢i zakyné. Je ale docela dobie mozné, ze jejich
nadani nezpozorovali ani jejich rodice, ani jejich ucitelé. Tito zacci vse
zvladaji bez problémi, pocitani a rysovani je docela bavi, ale predmét
nicméné vnimaji jen jako uréity soubor navodu, jak vytesit zadany arit-
meticky nebo geometricky tkol. O tom, jakd dobrodruzstvi jim mtze
matematika nabidnout a jak oni sami se mohou podilet na lusténi nej-
riznéjsich zdhad, nemaji nejmensiho tuseni.

Clenové matematického krouzku na Gymnéaziu, SOS, SOU a VOS
Horice si pro své mladsi spoluzéky pfipravili rizna ,kouzla“ — problémy
a situace, s jejichz pomoci se u nich pokousi probudit zdjem o mate-
matiku. Svoji kouzelnickou dilnu také kazdorocéné oteviraji v ramci Dne
otevienych dvefi, a prekvapuji tak nejen uchazece o studium, ale i jejich
rodice. V nésledujicim textu priblizime ¢tyfi z jejich ,kouzel“. Pravod-
kynémi jsou zakyné kvinty osmiletého gymnazia Kacka a Terka.

VSechny cesty vedou k ¢islu 1 089

Tento trik je zndmy, nicméné i mezi uciteli matematiky se najdou
taci, ktefi se s nim doposud nesetkali.

Nejprve na vhodném misté ve t¥idé schovame listeéek (za obrazem,
nésténkou ¢i pod kvétinddem), na némz bude zapsano ¢islo 1089. Nyni
Kacka pozada zaka: ,Zvol si libovolné trojciferné ¢islo slozené z riznych
¢islic takové, aby cislice na misté stovek byla alesponi o dvé veétsi nez
Cislice na misté jednotek, kde nesmi byt nula. Pak vytvor ¢islo, jehoz

le-mail:miiller@gozhorice.cz
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cislice jsou zapsany v opa¢ném poradi a toto ¢islo odecti od puvodniho
(napt. 812 — 218 = 594).¢

Kacka zkontroluje vypocteny rozdil a pokracuje: ,,Opis si vysledek
a pri¢ti k nému d¢islo, jehoz ¢islice jsou opét zapsany v opacném potradi
(v uvedeném piipadé dostaneme soudet 594 + 495 = 1089). Kolik ti
priklad vysSel? 10897 No to je ale neuvéritelné! Myslim, Ze toto ¢islo
jsem uz dnes nékde vidéla. Jo uz vim, tdmhle za obrazem (néasténkou,
...) je n&jaky listecek. Jdi se mrknout, zda je na ném néco napséno.“

Prekvapeni a rozpaky, které nasleduji, Kacka nicméné hned zmirni:
»Vis, ono to neni vlastné vibec zadné kouzlo. Zajimavé ale urcité je,
Ze pro libovolné zvolené trojciferné cislo, které vyhovuje danym poza-
davkim, vzdy dojdes k ¢islu 1089. Az budes zvladat zaklady algebry,
povime si, pro¢ tomu tak je.®

Dikaz pro starsi a ,,pokrodilé“

Zvolené trojciferné ¢islo vyjadiime ve tvaru
100a + 10b + ¢,

kde a > c¢+2. Po odecteni ¢isla s opaénym potradim ¢islic (100c+10b+a)
dostaneme:

100a + 10b 4+ ¢ — (100¢ + 10b + a) = 100(a — ¢) —a + ¢
Protoze potiebujeme u vysledku zménit poradi ¢islic, musime vymyslet,

jak v ném zviditelnit stovky, desitky a jednotky. Pouzijeme drobny trik,
kdy do vypoctu vlozime nulu ve tvaru —100 + 100:

100(a — ¢) —a+¢=100(a —¢) — 100 + 100 — a + ¢ =
=100(a —c—1)+90 + (10 — a + ¢)

Ted je jasné, ze ¢islo s opa¢nym poradim d&islic, které mame pricitat,
bude mit tvar:

100(10 —a+¢)+90+ (a —c—1)
Pfi s¢itani ndm obé proménné z vypoctu vypadnou a vyjde

900 + 180 + 9 = 1 089.
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MuiZe$ mi rozménit pétistovku? Dam ti za odménu jednu navic!
Terka asi fakticky nevi, co s penézi. Ze rozdava spoluzakiim bonbony,
¢okolady a rtizné darky, tak na to jsme si uz zvykli. Ted ale prisla s na-
bidkou, ktera néas doslova zarazila. Tomu, kdo ji rozméni pétistovku na
drobné mince, da dalsi pétistovku jako odménu. M4 to ale hacek: minci
ma byt presné dvacet a musi to byt pouze pétikoruny, dvacetikoruny a
padesatikoruny — od kazdé alespon jedna. S nadSenim jsme se vSichni
pustili do hledani vhodné kombinace minci, ale nikdo ten problém zatim
nevytesil. Preci to nemuze byt tak tézké! Poradi ndm nékdo, jak na to?

Reseni
Predpokladejme ale, Ze néjaké teseni existuje, a hledany pocet péti-
korun ozna¢me x, pocet dvacetikorun y a pocet padesatikorun z. Musi
platit:
r+y+z=20 (1)

Zaroven ale téchto dvacet minci musi mit celkovou hodnotu 500 K¢:
52 + 20y + 50z = 500 (2)
ODbé strany rovnice (2) vydélme péti:
z + 4y + 10z = 100 (3)
Odecteme-li od rovnice (3) rovnici (1), dostaneme:
3y + 92 =80
Upravme vyraz na levé strané:
3(y+3z) =80 (4)
Na levé strané rovnice (4) méme trojnasobek vyrazu y + 3z, ktery

ovsem vyjadruje néjaké prirozené ¢islo. Jenomze trojnasobek prirozeného
¢isla nemtze byt roven ¢islu 80. Nas§ problém tedy nema fesSeni.
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Varianta problému

Je mozné pétistovku rozménit na dvacet minci, mé-li se jednat o pé-
tikoruny, desetikoruny a padesatikoruny? V tomto ptipadé jiz pétistovku
rozménit lze. ReSenim soustavy rovnic

rz+y+z =20
5z + 10y + 50z = 500

dojdeme k jediné mozné kombinaci minci: 4 pétikoruny, 8 desetikorun a
8 padesatikorun.

Jak uhodnout prirozené ¢islo od 1 do 100

V knize [2] je zminéno dalsi zajimavé matematické kouzlo. Kacka
pozada nékoho v obecenstvu, aby si vybral pfirozené ¢islo v rozmezi 1
az 100 a sdélil ji zbytky po déleni tohoto ¢isla tfemi, péti a sedmi. Ona
pak na zakladé téchto pouhych tii informaci uhodne, jaké ¢islo mél na
mysli.

Postupuje pfitom nésledovné. Se zbytky pti déleni tiemi (23), péti (z5)
a sedmi (z7) provede jednoduchy vypocet. Uréi soucet

s =T0z3 4+ 21z5 + 1527,

a pokud je s < 105, dostava primo hledané cislo. Pokud je s > 105,
k ziskani hledaného ¢isla stac¢i jednou, popt. dvakrat odecist 105.

Jak ale matematicky zdtvodnit, pro¢ pravé tento postup vede k na-
lezeni mysleného ¢isla?
Reseni

Zbytek po déleni tfemi mize nabyvat tii riznych hodnot (0, 1 a 2),
pii déleni péti mizeme obdrZzet pét riznych zbytka (0, 1, 2, 3 a 4) a
pti déleni sedmi je moznych sedm zbytkd (0, 1, 2, 3, 4, 5 a 6). Lze tedy
ziskat celkem 3-5-7 = 105 rtiznych kombinaci zbytkt. Jak ale ze znamych
zbytkl urcit myslené ¢islo?

Vyjadreme myslené ¢islo a tfemi rtiznymi zpusoby:

a=3k+z3, a=>bl+z5, a=Tm+ 27,

kde k, I a m jsou nezaporna cela cisla. Obé strany prvni rovnosti vyna-
sobime ¢islem 70 (¢islo 35 = 5 - 7, jak lze snadno nahlédnout, by ndm
v tuto chvili moc nepomohlo), strany druhé rovnosti ¢islem 21, strany
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tfeti rovnosti ¢islem 15 a poté seCteme levé a pravé strany takto upra-
venych rovnosti. Dostaneme

106a = 210k + 7025 + 1050 + 2125 + 105m + 15z27.

Protoze 106a = a (mod 105), ddva samotné a pfi déleni ¢islem 105 stejny
zbytek jako 106a a zbytek pii déleni pravé strany c¢islem 105 je stejny
jako zbytek pri déleni vyrazu 70z3 + 2125 + 1527, vidime tedy, ze vyse
uvedeny postup je zcela korektni.

Pro pochybovace a neznalé kongruenci mizeme ukazat, ze

106a mod 105 = a mod 105,
nebo jesté lépe obecnéji, ze
(k+1)a mod k = a mod k, k€ N.

Oznac¢me a mod k = z, takze a = nk + z,kden € N, z € N, k > n.
Dale provedeme rozpis

(k+1)a = (k+1)(nk + 2) = nk? + kz + nk + 2.

Vidime, ze v8echny ¢leny tohoto vyrazu, az na posledni (z), jsou délitelné
¢islem k, takze
(k4 1)a mod k = a mod k = z,

a tedy
106a mod 105 = a mod 105.

Jak urcit den v tydnu pro libovolné datum

Terka je nicméné opravdova matematickd kouzelnice — pro libovolné
datum z 19., 20. ¢ 21. stoleti uhodne, ktery den v tydnu tomuto datu
odpovida. Nepotfebuje k tomu zadné pomiicky, jen chvilku ¢asu na po-
Citani.

Nejedna se samoziejmé ani v tomto pripadé o zadné kouzlo, je tieba
provést neptilis slozity vypocet zalozeny na délitelnosti sedmi. Presto
miize byt docela orfisek provést cely vypocet zpaméti, proto je Terka
radsi, kdyz maze mit datum napsané pred sebou na papife ¢i tabuli.

A jak pfi vypoctu postupuje? Jednoduse secte kéd mésice (M), ¢islo
dne (D) a kéd roku (R). Celociselny zbytek po déleni 7 ji pak prozradi
hledany den tydne podle tohoto pfifazeni:

1 = pondéli, 2 = tatery, ..., 6 =sobota, 0 = nedé€le

To nejtézsi je vlastné zptisob, jak urcit prislusné kody.

46



Uréent kédu roku

Kdéd roku v rozmezi let 2000-2099 Terka vypocte nasledovné: vezme
posledni dvojéisli a vydéli ho ¢tyfmi (zbytek pfitom neuvazuje), vysledek
poté pricte k tomuto poslednimu dvojcisli. Uvazujme naptiklad rok 2027.
Pro zjednoduseni mtze od tohoto ¢isla odecist nejblizsi nizsi nasobek
sedmi. Rok 2027 méa tedy kdéd 5.

Pri urcéovani kédu roku si mizeme vsimnout, Ze pro prestupny rok
2028 dostaneme soucet 7428 = 35 (oproti roku predchazejicimu je tento
soucet o 2 vétsi), kéd tohoto roku je tedy nula.

V rozmezi let 1900-1999 se kéd roku urc¢i obdobné, jen je tfeba
ziskany soucet o jedna navysit: napfiklad pro rok 1962 méame soucet
15+ 62 4+ 1 = 78, kéd tohoto roku je tedy roven 1.

U vsech letopoctt v letech 18001899 pric¢itame cislo 3, takze napii-
klad pro rok 1811 (rok narozeni Karla Jaromira Erbena) je 241143 = 16
a kdd je roven cislu 2.

Urceni kédu meésice je v tab. 1:

mésic koéd pomucka

leden 6 * | 6. ledna — T¥i krélové

anor 2 * | 2 — druhy mésic v roce
bfezen 2 2 mésice mame za sebou
duben 5 d-u-b-e-n — 5 pismen

kvéten 0 nulu a kvéten mam nejradéji
cerven 3 3. Cervna se narodila ségra
Cervenec 5 Cyril a Metodéj — 5. Cervenec
srpen 1 srp ma 1 ostii

zari 4 z-4--1 — 4 pismena

fijen 6 fije j-e-l-e-n-i — 6 pismen
listopad 2 Dusicky — 2. listopadu
prosinec 4 uz je z-i-m-a — 4 pismena

Tab. 1
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Zkratka si vytvorime svij vlastni navod, jak k danému mésici priradit
prislugné ¢islo. Pokud je u kédu hvézdicka (*), po¢itdme pro prestupny
rok s hodnotou o 1 mensi.

Ktery den v tydnu pripada na den narozeni slavného miletinského ro-
déka Karla Jaromira Erbena, tedy na 7. listopadu 18117 Ur¢ime pfislusné
kédy a jejich soucet: D =7, M = 2, R = 2. Dostavame 7+ 2+ 2 = 11,
zbytek po déleni sedmi je roven ¢islu 4, a mtizeme tedy s urcitosti pro-
hlasit, ze slavny basnik spattil svétlo svéta ve ctvrtek.

Zavérem

Uvedena ¢tyfi jednoducha ,kouzla® jsou jen pouhym zlomkem z ne-
preberné nabidky situaci a problémii, které matematika nabizi. Pfesto
mohou stat na pocatku sblizovani zaki se svétem skutecné matematiky
a nasmeérovat je k hledani odpovédi na otézky, jak a pro¢ to vSechno
v této tajuplné védé vlastné funguje. A koneckonct nejde jen o matema-
ticky talentované zdky. Jedna z devatacek pii navstévé Dune otevienych
dveri na nasi Skole reagovala na Kacc¢ina a Terc¢ina kouzla s rozzarenyma

oc¢ima slovy: ,, Pro¢ nas na zakladce neuci matiku takhle, to by mé fakt
hodné bavilo!*
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Matika pro spoluzaky,
ucebnice Marka LiSky - od studenta studentim

Miroslav Novak, Gymnéazium J. K. Tyla, Hradec Kralové[]

ABSTRAKT. V tomto prispévku se zamérim predevsim na vznik a popis pu-
blikace, kterd v posledni dobé vyvoldva (nékdy i boutlivou) diskusi predevsim
matematicky vzdélané verejnosti. Dale si pak ctenari dovolim nabidnout néko-
lik postrehu, nad kterymi je podle mého nazoru dobré a potrebné se zamyslet.
Téz priddm nekolik otdzek, které z mého pohledu jednoznacnou odpovéd nemayi.

Uvod

Uz vice nez rok se mluvi o (v nééich oc¢ich kontroverzni) publikaci
studenta Marka Lisky Matika pro spoluzdky s pridomkem od studenta
studentim [4], asto proklamované i v médiich.

Marek nastoupil na Gymnazium J. K. Tyla v Hradci Kralové na
podzim roku 2010 do prvniho ro¢niku ctyfletého studia vSeobecného
zaméfeni. Asi jako jeden z mala jsem mohl monitorovat vyvoj publikace
od samého pocatku, nebot jsem ho na gymnéziu matematiku udéil.

Pocatek

Vse zacalo nékdy v pribéhu Markova druhého ro¢niku, kdy zacal
matematiku doucovat nékteré svoje spoluzdky a ti méli pocit, ze ji po-
chopi snéze nez ode mne. To by pro mne nemusela byt zrovna moc dobréa
vizitka, na druhou stranu se mohu uklidiiovat tim, Ze jsem se svoje stu-
denty vzdy snazil matematiku naucit, nejen pripravit na test, pfipadné
zkousku. Kazdy, kdo nékdy jen pficichl k doucovani, vi, jak relativné
snadné je onoho clovéka pripravit na zkousku tak, aby prosel, nékdy
treba i se cti, a jak velmi obtizné je ho pfimét tieba jen k tomu, aby
premyslel nad davody svych kroku, pro¢ pouzit pravé tuhle cestu a ne
jinou apod. Myslet prosté boli. Strasné. Nechce se. A tady je, podle mého
nazoru, asi jadro celého problému. Ale zpatky ke vzniku publikace.

Dalsim krokem byla Markova tic¢ast ve stfedoskolské odborné ¢innosti
v kategorii tvorby ucebnich pomtcek. Nejprve na jafe 2012 se spoluza-
kem TomdaSem Galbickou vytvorili web Nasprtej.cz [1]. O rok pozdéji
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jiz Marek piedstavil knihu Matematika nejen pro gymndzia [2], v rdmci
SOC jen ¢ast Rovnice a nerovnice, se kterou postoupil do celostatniho
kola, kde se ve své kategorii umistil na 5. misté. Beta verze této knihy (ve
roku 2013 [5]. Tady uZ se zacinaji o knihu zajimat i média.

Po vyhfe v regiondlnim kole soutéze Rozjezdy roku 2014 nésledovala
v dal$im roce vice nez 350 strankova kniha, ted uz s ndzvem Matika pro
spoluzaky, ktera obsahovala kromé jiz dvou zminénych casti i kapitolu
Opakovani (rozuméj ze ZS). Ta uz vysla ve formatu A4, s novou grafi-
kou, barevnym tiskem a strukturou obdobnou soucasné verzi, jen jesté
nerozdélend na ucebnice a pracovni seSity. Jiz od prvopocatku byla tis-
téna forma vsech publikaci provazana s webem, kde bylo a je mozné najit
podrobné feseni tloh k procviceni véetné komentait. Od 350 strankové
verze je TeSeni tloh k procviceni dostupné i prostrednictvim QR kdda.

Soucasna verze

Soucasna verze je slozena z ucebnic a pracovnich sesiti rozdélenych
podle témat stiedoskolské matematiky. S vyhledem do konce roku 2017
mélo byt vydano vSech 11 sad, k datu konference je jich zatim dostupnych
pét. Nyni podle téchto ucebnic uci 34 skol, od zari roku 2017 jich ma byt
jiz 50. Dalsich 250 skol méa ucebnice k dispozici a bude zélezet na nich,
jestli vySe uvedené rady rozsiti.

Uvod kazdé kapitoly v ucebnicich obsahuje tii kratké teze: o ¢em
dana cast je, k cemu se da pouzit a s ¢im souvisi. Nasleduje kratka
nich (matematicky zapis a déle velmi podrobny popis krokt vyjadieny
studentskym jazykem). Na konci kazdé kapitoly je shrnuti a tlohy k pro-
cviceni s vysledky a s odkazy na stranky v pracovnich sesitech a hlavné
odkazy na webové stranky pomoci QR kédu s detailnim feSenim a opét
i s podrobnym komentafem jednotlivych tloh.

Pracovni sesity obsahuji na zacatku kapitoly stru¢né pripomenuti te-
orie a pak sadu uloh k procviceni. U kazdé tlohy je poznamka s odkazem
na stranku v ucebnici, kde se dané ucivo vyklada. Vysledky k jednotli-
vym tuloham jsou na konci kazdé kapitoly.

Posun od beta verze az do soucasného stavu — tematicky rozdélenych
ucebnic a pracovnich seSitiu provazanych s elektronickou podobou — je
obrovsky. Pokud bych mél publikaci stru¢né charakterizovat, zvolil bych
slova: prehlednd, srozumitelna, s minimalnim mnozstvim teorie, s ne-
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otfelou grafikou a hlavné, a to je v soucasnosti pro dnesni generaci asi
to nejblizsi, je provazana s webem.

Par postiehu a otazek k zamysleni

Matematiku na gymnaziu u¢im uz déle nez 20 let v rtznych obo-
rech vzdélavani (humanitni, pfirodovédny, 01 Matematika a v posled-
nich letech vSeobecny). Pravé toto ¢asové srovnani mé utvrzuje v tom,
ze publikace jako tato je dnes potiebna vice nez kdy predtim. Podrobné
a ,polopaté“ vysvétluje ¢tenari jednotlivé zakonitosti matematiky stu-
dentskym jazykem s durazem na postup feSeni a porozumeéni jednotlivym
krokdm. Srozumitelnost je zde upfednostnéna pred sice presnym, ale pro
studenty ¢asto méalo pochopitelnym matematickym jazykem.

Jisté, tato publikace neni urcéena tém, ktefi se matematikou chtéji za-
byvat podrobnéji nebo ji dokonce chtéji studovat. Jenze kolik takovych
studentti v soucasné populaci je? Obavam se, ze i odhad 5 % je prilis
optimisticky. Je tedy opravdu nutné, abychom vsSechny studenty zahl-
tili pfesnou a naroc¢nou matematickou terminologii, nebo jiz nazral cas
k tomu, ze ustoupime ze svych pozic a prizname si, ze nékteri zaci prosté
jim zadanou tilohu nevyftesi viibec, nebo jen diky postupu, se kterym se
setkali jiz dfive, nauci se ho jako basnicku, odfikaji ji, ale pochopeni
principt a davoda pro¢ chybi?

Dalsi problém vidim ve stale vice rozevirajicich se ntizkach mezi vy-
bornymi a méné zdatnymi zadky v daném predmétu. Nejedna se samo-
zfejmé jen o matematiku, ale obecné o predmét libovolny. Musi opravdu
vsichni na stfedni skole studovat vsechno do detailu, nebo by bylo lepsi
mit moznost alespon nékteré predméty studovat v ruznych trovnich?

A jesté posledni postieh, ten se tykd mnoZstvi ¢asu, ktery studenti
musi stravit ve kole. V prameéru je to 33 hodin tydné (minéno na gymna-
ziu), coz z hlediska rozvrhu znamen4, Ze zaci absolvuji vyuku minimalné
dvakrat odpoledne. Cim dal vice mam pocit, ze odpoledni hodiny jsou co
do vytéznosti, budu-li shovivavy, malo produktivni, nebo realné, témér
zbytecné. Samoziejme lze namitnout, ze odpoledne lze ucit télocvik nebo
estetickou vychovu. Ano, jisté, ale rozhodné ne ve vSech t¥idach skoly.
Skutecné by nestacilo jen 30 hodin tydné v dopolednim vyucovani? Roz-
hodné si nemyslim, Ze by timto opatienim doslo k 9% ubytku dovednosti
nasich stredoskolakt, spise naopak. Vyucovaci proces by byl efektivnéjsi.
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Kurz linearni algebry pro nadané Zaky v projektu Talnet
Michal Repik, Prvni soukromé hotelova gkola, Prahall

ABSTRAKT. Od roku 2015 je pro Zdky strednich skol se zdjmem o matematiku
otevien podzimni internetovy kurz linedrni algebry. Kurz je soucdsti online
aktivit pro Zdky se zajmem o védu a techniku, které organizuje Ndrodni institut
pro dalst vzdélavdni v rdmci projektu Talnet. Prispévek seznamuge ctendre se
zakladnimi parametry kurzu, vysledky, kterych kurz po dva roky svého pusobeni
dosahuje, a naméty pro jeho dalsi rozsireni v budoucnosti.

Projekt Talnet neni nutné komunité zabyvajici se péci o talentované
a nadané zdky zvlast podrobné predstavovat. Pro jeho tcéastniky jsou
v prubéhu kalendainiho roku poradany riuznorodé aktivity, jako jsou sou-
stfedéni, exkurze nebo expedice. Hlavni aktivity vSak probihaji v online
prostredi.

Stézejnim pilifem projektu jsou internetové kurzy porddané pro zaky
riznych vékovych skupin a riznych zdjmt. V nabidce online vzdélava-
cich kurzi nalezneme kurzy vénované biologii, chemii, fyzice, astronomii,
programovani, ale i filosofii nebo matematice. Vyhodou online kurzi je
dostupnost.

Ucastnici se mohou ve virtualnim prostiedi schazet z rtiznjch koutt
republiky. Kurzy Talnetu jsou navic zdarma, a proto ma kazdy moznost
se do kurzli pies webové stranky projektu (www.talnet.czl) prihlésit.
Ucast miize byt moznosti, jak v nesoutéznim prostiedi rozvijet zajem
zakl nejen o prirodni védy a techniku.

Jednim z matematickych kurzti projektu Talnet je kurz linearni alge-
bry urceny primarné pro zaky stfednich skol ve vékovém rozmezi od 16 do
19 let. Obsah kurzu byl vytvofen jako souc¢ést diplomové préace autora [1],
ktera se vénuje otdzkam vyuky linearni algebry zaku stfednich skol na-
priklad v rozsifujicich matematickych seminafich. Tento kurz linearni
algebry byl experimentdlné spustén v ¥{jnu ve Skolnim roce 2015/2016.

Hlavnim cilem kurzu je ukazat zakim linearni algebru jako matema-
tickou disciplinu v celé jeji sifi. Nejedné se tedy o monotematicky kurz.
Jeho obsah je vyvazen jak teoretickymi oblastmi zaméfenymi na rozvoj
uzivani dukazovych technik, tak prakticky orientovanymi tématy, ktera
se zaméruji na dukladnéjsi osvojeni pocetniho aparatu linearni algebry.

Le-mail: repik.michal@gmail.com
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Mnoho témat stredoskolské matematiky souvisi s linearni algebrou. Dal-
$im cilem kurzu je proto na tato témata poukazat, rozvinout je a vytvaret
u zakt takové poznatky, které budou prenositelné ze stredni na vysokou
skolu.

Aktuélni podoba kurzu, ktery je vytvoren na platformé Moodle, se-
stava ze Sesti lekei. Ucastnici se do kurzu zaregistruji na zac¢atku skolniho
roku. Od zahdajeni kurzu, které probihd v fijnu, jsou kazdy tyden zdkiam
predkladany nové studijni materily a tkoly, které je tfeba plnit pro jeho
Ffadné absolvovani. Aby byl kurz pfistupny co nejvétsimu poc¢tu aktivnich
zdjemcu, byl navrzen tak, aby si jeho vyslednou obtiznost mohl kazdy
ucCastnik prizptsobit svym aktualnim schopnostem. Dilezitou soucasti
kurzu jsou proto soubory desitek tloh ruzné obtiznosti, ze kterych si
zaci podle svého vlastniho uvazeni vybiraji ty, které pak fesi a za jejichz
feseni dostavaji body nutné pro absolvovani kurzu. Zaci, kteif napii-
klad ovladaji praci s komplexnimi ¢isly, si mohou v kurzu na vhodnych
ptikladech latku pripomenout a rozvinout, naopak ti zaci, ktefi se s kom-
plexnimi ¢isly na stfedni skole doposud nesetkali, maji moznost fesit jiné
ulohy, ve kterych se znalost komplexnich ¢isel nepredpoklada. Totéz by
se dalo fici o diferencialnim poctu a integralnim poctu. Technické detaily
kurzu jsou podrobné rozvedeny a argumentovany v uvedené diplomové
préci [I].

Na nékolika nasledujicich fadcich si predstavime matematicky obsah
kurzu. Budou uvedeny jednak nazvy jednotlivych lekci, jednak stru¢na
napli kurzu ve formé klicovych slov.

Vzhledem k Sirokému vékovému rozmezi tcastnikil je kurz navrzen
tak, aby nepredpokladal vyznamné vstupni znalosti zakt v disciplinach
stfedoskolské matematiky (napfiklad znalost analytické geometrie, feSeni
soustav linedrnich rovnic apod.). Pro uspésné studium v kurzu zaktm
postaci znalost zakladnich pojmi vyrokové logiky, teorie mnozin a za-
kladnich dtikazovych technik (dikaz pfimy, neptimy, sporem). To vSe na
arovni stfedni skoly.

1. Matematické struktury. Zobrazeni, kartézsky soucin, bindrni alge-
braické operace a jejich priklady, komutativita, asociativita, existence
neutralniho prvku, existence inverznich prvkd, algebraicka struktura,
grupa a jeji ptriklady, algebraické téleso a jeho priklady.

2. Vektorové prostory a podprostory. Vektorovy prostor a jeho
vlastnosti, vektorovy podprostor, modely vektorovych prostorii.
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3. Baze a dimenze vektorovych prostoru. Linedrni kombinace vek-
tort, linedrni obal, mnozina generatort, linearni zavislost a nezavis-
lost, vektorovy prostor konecné dimenze, baze vektorového prostoru,
dimenze vektorového prostoru, souradnice vektoru vzhledem k bazi,
zékladni poznatky o izomorfismu vektorovych prostoru.

4. Matice. Definice matice a zakladni typy matic, operace s maticemi
a jejich vlastnosti.

5. Soustavy linearnich rovnic. Pojem soustavy linearnich rovnic a
jejiho Feseni, ekvivalentni upravy, elimina¢ni metody Feseni soustav
linearnich rovnic, Gaussova—Jordanova eliminace.

6. Unitarni prostory. Skalarni soucin, vektorovy prostor se skalarnim
soucinem, geometrie definovand skalarnim soucinem.

Soucasti kurzu je také diskuzni férum, kde spolu mohou ucastnici
komunikovat napiiklad o FeSeni tloh nebo o probiraném tématu. Zaci
prubézné odevzdavaji vypracované tlohy, které jsou jim opravovany a
nejasnosti diskutovany lektorem kurzu.

V pribéhu kurzu se Zaci o svoji zpétnou vazbu déli rovnéz prostied-
nictvim postojovych dotazniki. Tyto dotazniky obsahuji pouze oteviené
otazky a zaci jsou v nich vyzyvani k hodnoceni kurzu, jsou tazani, zda se
se studovanou problematikou jiz nékdy setkali, a jsou také pozadani, aby
zodpovédéli nékolik otazek o sobé. Na zakladé toho mame lepsi predstavu
o Ucastnicich a mizeme kurz pfipadné modifikovat a déle rozvijet.

Pocet ucastnikl projektu Talnet neni vysoky. V prvnim béhu kurzu
linearni algebry se do kurzu ptihlésilo a aktivné pracovalo 5 zakt, v roce
2016 jejich pocet vzrostl na 9. Kurzu se zGcastnili zaci s rtiznym re-
gionalnim zastoupenim. Mezi Gc¢astniky byli Zaci z Prahy, Olomouce,
Ostravy, Sumperku, Nového Bydzova, Uherského Hradisté nebo Pardu-
bic. Prevazuji zaci gymnazii, avSsak mezi absolventy kurzu nalezneme i
zaky stiednich odbornych skol. Vékové zastoupeni se pohybuje od 15 do
19 let, nejvyssi Cetnost je 17 let.

Z4ci maji od kurzu podobnéd oéekavani, a to rozsifeni svich ma-
tematickych znalosti a schopnosti a investici do pfipravy na budouci
studium matematiky na vysoké skole. V podstaté vSichni respondenti
by v budoucnu chtéli sméfovat na technicky orientované vysoké skoly
nebo pfimo na vysokoskolské studium matematiky nebo fyziky. Také se
ukazuje, ze vétsina ucastniktt méa zkusenosti s celym spektrem matema-
tickych nebo fyzikalnich soutézi. To naznacuje, Ze kurz navstévuji zaci,
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ktefi jsou vice ¢i méné zapojeni svymi vyucujicimi do systému aktivit
pro nadané zaky. Jsou vSak mezi nimi taci, ktefi zkusenosti ze soutéznich
klani nemaji a o kurzu se dozvédéli ndhodou na internetu. V takovém
pfipadé kurz ve shodé s ndzvem probéhlé konference nenechava ani jeden
matematicky talent nazmar.

V prvnim roéniku kurz absolvovali 2 zaci, ve druhém roc¢niku 6 zak.
Pripadny nezdar v kurzu vsak zaci sami pfi¢itaji svym schopnostem
(kurz byl na né pfili§ obtiZzny) nebo ¢asovym dtvodim. Z hlediska ter-
mind odevzdavani je kurz feSen pomérné volné, ale mnoho ucastnikl
studuje v ramci Talnetu i jiné kurzy nebo se vénuji jinym mimoskolnim
aktivitdm (naptiklad zmifiovanym soutézim).

7 vysledku dotaznikovych Setfeni plyne, Ze kurz linedrni algebry se
tesi oblibé svych studentt, a tak se stava redlnou otazkou, zda jej dale
rozsifovat. Prozatim je kurz rozvrzen do Sesti lekci, které se studuji na
podzim skolniho roku. Nabizi se moznost kurz rozsirit o dalsi vyukové
lekce tak, aby jeho studium pokrylo cely skolni rok, resp. obdobi od fijna
do kvétna. Navrh dalsich Sesti lekci, které by dotvarely jarni blok kurzu,
by mohl vypadat napriklad takto:

1. Matice 2. V ramci prvniho seznameni s maticemi v podzimnim bloku
neni mozné podat latku zabyvajici se maticemi vycerpavajicim zpuso-
bem. Lekce by navazovala na problematiku zavedenim pojmu hodnost
matice a vypoctem inverzni matice k dané regularni matici.

2. Linearni zobrazeni. S priklady linedrnich zobrazeni se zaci neveé-
domky seznamuji jiz na stfedni skole. Konkrétné v ¢asti geometricka
zobrazeni v roviné. Soucasti lekce je tato znama zobrazeni pripome-
nout a rozsitit zavedenim pojmu linearni zobrazeni.

3. Matice linearniho zobrazeni. Za¢neme-li studovat linearni zobra-
zeni uzitim souradnic vzhledem k pevné zvolenym bazim, s vyhodou
pro jejich popis vyuzijeme maticového formalismu. Podobné transfor-
mace soutadnic z jedné baze do jiné je mozné efektivné popsat pomoci
matice prechodu.

4. Ortogonalni projekce. Specidlnim ptipadem linedrniho zobrazeni
je tzv. ortogonélni projekce. Jde o zobrazeni, které mizeme definovat
na vektorovych prostorech se skalarnim souc¢inem a ma vyznam napri-
klad pfi hledani ortogonélni baze uzitim Grammovy—-Schmidtovy me-
tody. Studenti se v lekci seznami také s metodou nejmensich ctverct,
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tedy metodou linearni regrese statistickych dat, kterou lze chapat jako
zvlastni priklad ortogonalni projekce vektoru na podprostor.

. Determinant matice (1. €ast). Determinant je v kurzu zaveden
rozborem TeSitelnosti obecné nehomogenni soustavy n linearnich rov-
nic o n neznamych. Nejprve konkrétné pro soustavy dvou rovnic
o dvou neznamych a tii rovnic o tfech neznamych, poté zobecnén
pro libovolné prirozené ¢islo n. Zavérem je pak obecné definice deter-
minantu.

. Determinant matice (2. ¢ast). Navazujici lekce pfichazi s piehle-
dem vlastnosti determinantu a postupy, jak determinant matice poci-
tat v praxi. Jsou diskutovany dalsi aplikace determinantu, naptiklad
jejich vyuziti pfi hledani inverzni matice.

Celoro¢ni kurz linearni algebry tak pokryva latku probiranou v tivod-
nich kurzech matematiky na vysokych skolach technického ¢i ptirodo-
védného zaméreni. Pokud si zaci dostatecné osvoji v kurzu studovana
témata, neméli by mit problém se studiem linearni algebry na vysoké
skole. Naopak by své nabyté znalosti mohli prohlubovat.

Literatura
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Kooperativni vyuka s pomoci digitalnich pomucek
Techambition

Jakub Stransky, Techambition Ltd[

ABSTRAKT. Kooperativni uceni je povafovdno za nejzietelnéjsi inovaci vy-
ucovdni konce minulého stoleti. Zdci, kteri si osvoji zdkladni znalosti a pak
pracuji spolecné, jsou podle nejriznéjsich vyzkumi schopni dosahovat lepsich
vysledki ucent i Teseni probléma.

Co znamena kooperativni vyuka?

Narozdil od tradi¢ni vyuky, v niz studenti pracuji samostatné na
vlastnim zadani, nabizi kooperativni vyuka mnohem pfirozenéjsi uceni.
V malé skupiné pracuji zaci na zadaném tématu a spolecné se snazi po-
moci kreativni diskuse dospét k feSeni. Kooperativni vyuka tak odbou-
rava strach z netspéchu a nahrazuje ho kolektivni spolupraci ¢i debatou,
kterd pozvedne vysledky studentu [IJ.

Obr. 1 Studenti pfi kooperativni vyuce (ilustracni foto)

Le-mail: jakub.stransky@techambition.com
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Pro¢ je kooperativni vyuka dulezita?

Kooperace podporuje vyssi produktivitu i vyssi vykon nez kompe-
titivni nebo individudlni uspofadani uéebnich situaci [2]. Kooperativni
uceni se v poslednich desetiletich stale vice rozsifuje a dnes se vyskytuje
takfka po celém svété. Je povazovano za nejzietelnéjsi inovaci vyucovani
konce minulého stoleti. Zaci, kte¥i si osvoji zakladni znalosti a pak pra-
cuji spolecné, jsou schopni dosahovat mnohem lepSich vysledkt uceni i
feSeni problémi. Navic, kooperativni uceni je pro ¢lovéka velmi prirozené
a zaky vice bavi [3].

V ¢em je kooperativni uceni efektivnéjsi?

Nedavna studie [4] ukazuje, ze FeSeni problémt ve skupiné je pro uceni
efektivnéjsi, nebot skupina je schopna lépe sdilet a rozlozit kognitivni
praci mezi své cleny. Kdyz je skupina motivovana a vSichni tahaji za
jeden provaz, mohou sdruzit svoje védomosti a obsahnout lépe a vice
uciva, nez by zvladl kazdy samostatneé.

Cim je matematika ve spojeni s koperativni vyukou unikatni?

Pii tradiénim ucéebnim rozvrzeni — ucitel vysvétluje latku a studenti
se snazi informace predevsim zaznamenat — se studenti nad problémy
Casto nezamysli dostatecné a tim padem hrozi, Ze jim ne zcela poro-
zumi. Techambition v ramci skupinové vyuky klade diraz na zapojeni
vSech studentti, podporuje diskusi a obhajovani vlastnich zavérta. Systém
automaticky vyhodnoti zavéry studentti a v redlném case jim poskytne
zpétnou vazbu o jejich spravnosti. Diky exaktnosti matematiky tak ihned
poznaji, zda v diskuzi zastavali spravny ¢i Spatny nazor a mohou se po-
ucit do dalsich debat.

Techambition

Systém Techambition nabizi technologii, kterda vyuce opravdu po-
muze. Na zakladé algoritmu, ktery vyhodnoti predchozi tspésnost zaki
a jejich postupy, dokaZe automaticky navrhovat funkéni skupiny. Zaci
v takovych skupinach budou mit velky potencial ke spolecné diskusi a
efektivnimu nalezeni feSenych problému ve vyuce. O postupu jednotli-
vych skupin bude dostavat ucitel ihned zpétnou vazbu véetné doporu-
¢eni do vyuky. To mu pomtize udrzet studenty motivované, a zajistit tak
uaspésné uceni u kazdého studenta.
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Techambition pfinési do skupinové vyuky efektivitu a automatizaci
vseho, co zvladne za ucitele udélat stroj.
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Materialy podporujici spolupraci ucitela matematiky
a prirodovédnych predmétu

Vladimir Vangk, KAG PiF UP, Olomouc[]

ABSTRAKT. Mnoho Zdkii a studentii postrddd zdjem o matematiku a p¥irodni
védy. To muZe byt cdstecné zpusobeno nedostatkem motivujicich materiali a
castecné také pouZitim nevhodnych pedagogickych metod pri vyuzZivdni vhod-
nych materidla. V ramci projektu ,,Materials for Teaching Together: Science
and Mathematics Teachers collaborating for better Results“ jsme si uloZili za
cil oslovit studenty a mladé ucitele prirodovédnych predméty pomoci novich
netradiénich materidli. Sedm partnerskych instituci (Rakousko, Kypr, Sloven-
sko, Ceskd republika, Itdlie, Litva, Velkd Britdnie) predstavilo své koncepty
vgukovych materiald (véetné odkazi) tak, aby byly jednak pouZitelné v kazdé
z partnerskych zemi, ale také aby materialy mohl pouzit vyucujict, ktery nemd
v aprobaci matematiku, ale jen jiny prirodoveédny predmét. Materialy jsou také
vhodné pro pouziti v integrovanych predmétech obecné nazyvanych Science.
Hlavnim cilem vytvdrenych materidli je ukdzat, Ze matematika je nepostrada-
telnou soucdsti Zivota a Ze se s ni setkdvame pri vsech lidskych cinnostech.

Uvod

Zijeme v dobé rychlych zmén, kdy dochézi predevsim v oblasti tech-
nologii k posuntim. Zici stfednich a zédkladnich gkol vyuzivaji moderni
technologie a jejich pristup k informacnim zdrojim je snadny a rychle
dostupny. Méni se tak priority studentt, jejich zptusob mysleni a uceni
se. Adekvatnimi zménami by samoziejmé méla reagovat i vyuka mate-
matiky. Vice nez diive plati, ze zaci potfebuji védét, na co jim budou
nové nabyté znalosti a dovednosti, které jsou obsahem vyuky. Vzdyt je
tak jednoduché si vée béhem chvile vyhledat. Zaktm tedy chybi ptede-
v§im motivace. Je nutné zakum ukazat, ze znalosti a dovednosti ziskané
v hodindch matematiky jim budou v zivoté uzitecné a lze pomoci nich
ziskdvat nové informace v (pro né) zajimavych oblastech.

Motivovat je miizeme naptiklad vyuzitim mezipredmétovych vazeb
s ostatnimi p¥irodovédnymi pfedméty (nutnou podminkou je spoluprace

Le-mail: vladimir.vanek@upol.cz
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uciteltt raznych piirodovédnych kombinaci) a ukdzkou praktického vyu-
Ziti poznatki v redlnych Zivotnich situacich, nejlépe s vyuzitim ICT. Jak
uvadi D. Nocar v [1]: ,Zapojeni ICT do vzdélavaciho procesu je silnym
motivaénim prvkem, nebot soucasnd populace je zvykla vyuzivat ICT
k jakymkoliv ticelim kazdodenniho zivota. Tento potencial je v posledni
dobé jesté vice umocnén rozvojem mobilnich technologii (smartphone,
tablet), a proto neni divu, Ze i tyto technologie je potieba umét efek-
tivné zapojit do vzdélavaciho procesu, aby pro zaky uvedené technologie
predstavovaly i nastroj rozvoje jejich vzdélanosti.“

V ramci projektu MaT2SMC, ,Materials for Teaching Together: Sci-
ence and Mathematics Teachers Collaborating for Better Results“, vznikl
soubor pracovnich materidlti uréenych pravé ucitelim matematiky na
zékladnich a stfednich skolach, jehoz hlavnim cilem je, jak sam néazev
napovida, provazat vyuku matematiky s dalsimi pfirodovédnymi obory
v realnych zivotnich situacich, a priblizit tak teoretické znalosti studen-
tim prakticky.

Materidly jsou vystaveny tak, aby podpofily motivaci studentt ucit
se matematice a ostatnim prirodovédnym predmétiim kontextudlné a
rozvijely rozhodovaci dovednosti studentti. Vychazeji z problémového
vyucovani zaméreného na studenta.

Vsechny materidly byly testovany skupinami ucitelt, v nichz se vy-
skytovali jak zacinajici ucitelé s minimalnimi zkuSenostmi, tak zkuseni
ucitelé s vice nez dvacetiletou praxi, a také studenti ucitelstvi, ktefi si
materidly vyzkouseli v ramci své souvislé pedagogické praxe, kterd pro-
biha obvykle v fijnu pro prvni ro¢niky navazujiciho magisterského studia
a v bfeznu pro ro¢niky druhé.

Vyuziti materialu studenty ucitelstvi

V ramci semindit zaméfenych na ucitelskou praxi pak didaktici jed-
notlivych oborti prochézeli se studenty vybrané materialy a studenti jed-
notlivych aprobaci navrhovali mozné kooperace v ramci svych obori.
Ukolem studentti bylo také navrhnout doplitujici aktivity, kterymi by
mohli rozsifit ¢i doplnit predlozené materiadly a vice je prizptsobit pod-
minkdm v CR.

Jako ukdzku materidli vytvorenych v ramci projektu uvadim Sali-
nitu vody. Vzhledem k rozsahu materialu je ukazana jeho zkracena verze.
V tomto konkrétnim pfipadé je vhodna spoluprace uciteli fyziky, zemé-
pisu, ekologie a samozifejmé matematiky (studenti v rdmci své préce dale
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navrhovali vytvarnou vychovu, kterd ovSsem vzhledem k matematickému
obsahu jiz nemusi byt soucésti vyucovacich hodin zaki daného véku).

Ucebni material Salinita vody zacina, stejné jako vsSechny ostatni,
dilezitymi informacemi pro ucitele, jako jsou délka trvani vSech aktivit
pro dané téma, pomucky nebo ICT podpora potiebna pro préci, pri-
padné doporuceni pro praci. Déle néasleduje stru¢ny popis a posloupnost
v8ech aktivit spolu s vystupy, kterych by méli zaci dosdhnout (vétsi-
nou rozdélenych na ¢asti ,vSichni by méli zvladnout”, ,vétsina by méla
zvladnout“, | nékteri zvladnou“). Nékteré materidly jsou také doplnény
o mozné aktivity pro zaky se specialnimi vzdélavacimi potfebami, pti-
padné s pozndmkami ucitell, kteri s materidly maji dlouhodobéjsi zku-
Senosti.

Prakticka ukazka

Nazev: Salinita vody

Témata: slanost vody | Cas: 90 minut (2 vyué. hod.) | Vék: 14-15 let

Diferenciace: Instrukce, ICT podpora atd.:

e Nadani zaci by meéli e Zaci obdrzi seznam potieb pro tuto aktivitu.
z grafu odvodit rov- e ZAci jsou neustale zaméstnavani.
nici zavislosti sily e Vzhledem k tomu, ze zaci neznaji vysledky
proudu na koncent- dopredu, muze ve skupindch vyvstat diskuze.
raci a definovat fyzi- Analyza vysledku a diskuze ve dvojicich ¢i
kalni vyznam koefici- ve skupinach (3-5 zéki) je efektivni. Je vSak
entu Gmérnosti. nutné, aby studenti praci nejprve dokonéili.

o Zaci, kteri skonéi e Experimentalni ¢ast této hodiny muze pro-
v predstihu, mohou béhnout za pomoci jinych dostupnych pfi-
vypracovat rozsi- stroji, napf. vyukovy systém Nova5000
fujici tkoly, které (obr. 2) nebo Xplorer GLX, vyuzivajici sen-
nabizime. zor elektrické vodivosti. Poté nebudeme méfit

silu elektrolytu, ale jeho vodivost (mS).
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Pomucky:

e vysuSend (krystalickd) sul

e destilovana voda

e vahy

e zdroj napéti (baterie), 4,5 V
e miliampérmetr

e draty

e vicko se 2 kovovymi elektrodami
e 100 ml odmérny valec

e sklenice

e nadoba na odpadni vodu

e spejle

e Spachtle

e papirové utérky

Pozadované znalosti:

e pojmy: atom, iont, molekula,
elektrolyt, koncentrace roztoku,
elektricky proud

e zlomky, poméry, vypocet procent
Bezpecénost:

bezpec¢né zachazeni s nastroji a ma-
teridly béhem experimentalni ¢asti

Vystupy:

Vsichni
e Budou znat hlavni vlastnosti
elektrolyta.

e Budou schopni vysvétlit procesy,
ke kterym dochéazi ve vodnych
roztocich.

e Budou schopni zapojit pfistroje
dle instrukci.

e Budou schopni vyrobit vodné
roztoky rtznych koncentraci.

Vétsina

e Bude schopna nadcrtnout graf za-
vislosti proudu ve vodnych roz-
tocich na koncentraci rozpusténé
soli.

e Bude schopna wurc¢it zménu
proudu, tj. Ghel sklonu tangenty.

Neékteri

e Budou schopni napsat rovnici za-
vislosti proudu na koncentraci.

e Budou schopni zhodnotit elek-
trickou vodivost elektrolytii.

Popis hodiny

Uvodni aktivita

Z4ci si po vstupu do tiidy odlozi tasky.

Nejprve si pfipomenou nékteré pojmy z matematiky: zlomky, (poméry),

vypocet procent a linearni rovnice.

Vede se diskuze o dopadu salinity na vodu v fekach, pudu, rostliny, domac-

nosti a prumyslova zafizeni.

Zaci vysvétli hlavni vlastnosti elektrolytt a procest, ke kterym v nich do-

chazi.

Nejnadanéjsi mohou vést diskuzi o vlivu salinity vody a ptdy na ¢lovéka a

jeho okoli.




Hlavni aktivita

Zaci za¢nou pracovat s pracovnim listem Zkouméani slanosti vody.

Cil: Prozkoumat zavislost elektrického proudu solného roztoku na koncen-
traci soli

Abychom mohli na¢rtnout graf zavislosti elektrického proudu v solném roz-
toku na koncentraci soli I = f(cy), je nezbytné vyrobit nékolik riznych
koncentraci vodného roztoku (2%, 4%, 6%, 8%, 10%) a v kazdém z nich
zmérit elektricky proud.

Koncentrace je definovana jako

co, = 4 % 100 %,
m

kde mgq je hmotnost soli v gramech, m je hmotnost celého roztoku v gra-
mech.

Abychom zméfili proud v roztoku, je nutné zapojit elektricky obvod

(obr. 1).
—
|
LY

Obr. 1 Elektrické schéma,

Provedeme méfeni a vypocty. Zaznamename vysledky do tabulky.

Pokazdé vyrobime jinou koncentraci roztoku, aby m = 100 g a aby bylo
m = mq + my pro hmotnost soli mq a hmotnost vody m.,.

Elektrody budou vzdy stejné ponofené v roztoku.

Rozsifeni

Schopnéjsi zaci mohou v této fazi zvazit pripadné problémy v koncepci
experimentu, ke kterym miuze dojit, a navrhnout mozna vylepseni.

Prace s pracovnim listem

Kazdy zak vyplni pracovni list samostatné. Zaci musi zaznamenat vysledky,
vyplnit tabulku, rozhodnout se, ktery typ grafu je nejvhodnéjsi, nasledné
graf nakreslit, z grafu vypocitat zménu proudu pfi zméné koncentrace o 1 %
(thel sklonu tangenty v grafu uréuje zménu velikosti proudu), z grafu defi-
novat, jaka je velikost proudu v 5% a 7% roztoku NaCl.

Schopnéjsi zaci mohou zapsat linearni rovnici a vysvétlit koeficient timér-
nosti.
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Rozsifeni
Zaci, ktefi splni svou préci pred¢asné, se budou vénovat rozsifujicim tkoltm
(Urcovani koncentrace soli v roztoku).

Zévérecna aktivita

Zaci pohovoii o provadéném postupu; maji vysvétlit divody jakychkoli ne-
standardnich vysledki.

Zaci uréi vztah mezi proudem a koncentraci NaCl a vodivost roztoku a
matematicky typ zavislosti na koncentraci NaCl.

Nadani zaci mohou diskutovat o otézce, zda je tento proces vzdy linearni a
proc¢ se vyskytuji odchylky od linedrni podoby v ptipadech, kdy je koncen-
trace roztoku vetsi.

Poznamka

Experimentélni ¢ast hodiny muze probihat za pomoci jinych dostupnych
piistroju, napt. vyukovy systém Nova5000 (obr. 2) nebo Xplorer GLX,
vyuzivajici senzor elektrické vodivosti. Pak musime ovSsem mérit vodivost
(mS), nikoliv proud.

Obr. 2 Pristroje a material experimentu za pouziti Nova5000
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Pracovni list
Zkoumani slanosti vody

Latky, rozpoustéjici se ve vodé nebo jiném polarnim rozpoustédlu
se samovolné $tépi na kladné nabité ionty — kationty a zaporné nabité
ionty — anionty. Elektrolyty jsou latky, které, pokud jsou rozpustény nebo
roztaveny, vedou elektricky proud. Tyto vlastnosti jsou charakteristické
pro kyseliny, hydroxidy a témeéf vSechny solné roztoky. Je znamo, ze siil
(NaCl) se rozpousti ve vodé, jeji molekuly se pak rozklddaji na kladné
(Na™) a zaporné (C17) ionty, tzn., Ze dochdzi k elektrolytické disociaci:

NaCl (k) — Na™ (aq) + C1™ (aq)

Pokud neexistuje vnéjsi elektrické pole, molekuly a ionty roztoku se
pohybuji chaoticky. Kdyz na né zacne pusobit elektrické pole, za¢nou
se ionty pohybovat: kladné nabité ionty se pohybuji smérem k zaporné
elektrodé a zaporné nabité ionty ke kladné elektrodé. Praveé tyto dva toky
tvofi elektricky proud v elektrolytech a sila proudu zavisi na koncentraci
roztoku.

Vodivost je schopnost materidlu vést elektricky proud. Vodivost roz-
toku je dana pfitomnosti rozpusténych anorganickych soli, jako jsou ani-
onty chloridu, nitratu, sulfatu a fosfatu (zaporné nabité ionty) nebo kati-
onty NaCl, magnesia, kalcia, Zeleza a hliniku (kladné nabité ionty).

Vodny roztok organickych sloucenin, jako jsou napf. olej, fenol, al-
kohol, cukr, vedou elektricky proud slabé, proto je jejich vodivost mala.
Protoze vodivost zavisi na koncentraci roztoku, je méfeni vodivosti dob-
rym indikatorem koncentrace pevnych ¢astic ve vodném roztoku. Vodi-
vost také zavisi na teploté: vodivost teplejsiho roztoku je vyssi.

V ptirodé je obsah soli pomérné velky, jak v pudé, tak ve vodé. Napt.
fi¢ni vody jsou rtizné slané s ohledem na rtzné typy piid, geologickych
struktur a slanych podzemnich pramenti. Problém nastane, kdyz dojde
k naruseni rovnovahy salinity pfirodniho prostredi.

Salinita je velkou hrozbou pro povrchové i podzemni vodni zdroje.
V zavislosti na objemu soli v ptdé se méni i rist rostlin. Vysoka sali-
nita Fi¢nich vod miize omezit jejich vyuziti v zavlazovani, v zemédélstvi,
v zasobach pitné vody.

Salinita muze také ovlivnit fléru vody, fléru, faunu a vegetaci pobrezi.
Salinita snizuje zivotnost doméacich spotiebic¢ii i pramyslovych pfistroji,
zvysuje pouziti Cisticich pripravki a zvysuje néklady na jeji sledovani.
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Ve vodnych roztocich obvykle méfime vodivost v jednotkach micro-
Siemens na centimetr (uS/cm) a milliSiemens na centimetr (mS/cm).

Otazky Odpovédi

1. Co je elektricka vodivost?

2. Co urcuje vodivost roztoku?

3. Jak mérime elektrickou vodivost
roztoku?

4. Odpafenim slané vody ziskame
3 % soli. Kolik soli ziskdme odpa-
fenim 36 kg slané vody?

5. Napiste linearni rovnice danych
zavislosti.
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Odpovédni arch
Zkoumani slanosti vody
Odpovédni arch

Zapiste data do tabulky.

Objem Objem Koncentrace Elektricky
No. soli vody v procentech proud
mq, My, & co, I, mA

| O | W|IN|

Pouzijte data z tabulky a nakreslete graf zavislosti elektrického proudu
v roztoku soli na koncentraci, tj. I = f(cy).
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7 grafu vypocitejte zménu elektrického proudu, jestlize se koncentrace
zméni o 1 %:

Uhel sklonu tangenty v grafu zna¢i zménu vodivosti.

Rozsifeni

Z grafu odvodte rovnici zavislosti proudu na koncentraci.

Zévér
Urcete zavislost proudu na koncentraci NaCl:



Méreni koncentrace solného roztoku

Pro nakladani okurek je nezbytné vyrobit slany roztok. Tom s ma-
minkou pfipravili 1,5 kg slaného roztoku (vsypali 3 1Zice soli do vody).
Jedna 1zice soli vazi 20 g.

e Jak koncentrovany solny roztok Tom s maminkou pripravili?

Tom ve snaze pomoci mamince pripravil vét$i mnozstvi solného roz-
toku. Béhem prace vsak zapomnél, kolik 1zic soli pouzil. Ve skole zméfil
proud ve 100 g vytvoreného roztoku a dosel k vysledku I, = 150 mA.

e Na zakladé grafu zavislosti elektrického proudu v solném roztoku
na koncentraci zjistéte, zda Tom pripravil vhodny roztok.

Zavér

Kooperaci ucitelt matematiky a prirodovédnych predmétt vnimame
jako velmi dilezitou soucast vyukového procesu na zakladnich a stied-
nich skolach. Véfime, ze timto zpusobem mutzeme prispét k vnimani
matematiky jako nedilné soucasti zivota kolem nas a ukazat zakam, ze
jeji studium ¢i pochopeni jejich zaklad® je nezbytnou podminkou pro
jejich dalsi rozvoj a celkové vniméani svéta.

Vytvorené materidly by mély ukazat moznou cestu, jak k takové spo-
lupraci pristupovat, pripadné vzbudit zajem uciteld o hledani praktic-
kého vyuziti svého predmétu i v jinych oborech. Materialy jsou k dispo-
zici v sedmi jazykovych mutacich (GeStina, angli¢tina, néméina, sloven-
Stina, italStina, FeCtina a lotySStina), proto je mozné vyuzivat materily
i v cizojazyénych sekcich ZS a SS, pfipadné pii vyuce v ramci metody
CLIL. Vsechny materialy jsou pak k dispozici na webovych strankach

71



www.mat2smc-project.eu. Zde zdjemce najde i aplety, kterych je mozné
vyuzit ve vyuce.

Podékovani

Clanek vznikl za podpory projektu 539242-LLP-1-2013-1-AT-COME-
NIUS-CMP ,Materials for Teaching Together: Science and Mathematics
Teachers collaborating for better results* a projektu FRUP_2016_011

»Inovace vybranych predméti Katedry algebry a geometrie s vyuzitim
ICT«.
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[1] Nocar, D.: E-learningova podpora matematického vzdélavani. In: Refleze vzdéld-
vacich potreb ucitelt matematiky jako viychodisko jejich profesniho rozvoje, UP,
Olomouci, 2017.

(2] www.mat2smc-project.eu
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Pét let s Abaku
Alena Vévrova, ZS Kodaiiskd, Prahall

ABSTRAKT. Abaku zacind bijt novou vzdéldvaci metodou vijuky aritmetiky pro
zakladni skoly. Proto znovu pripomindme principy této metody jako motivaci
k jejimu vyuZiti i na dalsich skoldch.

Hlavni principy metodiky hry Abaku

Abakova rovnost. V nasi metodice vychazime z tzv. abakové rovnosti —
rovnosti mezi Ciselnym vyrazem, ktery obsahuje pravé jednu po-
Cetni operaci, a jeho hodnotou (vysledkem). Napiiklad jde o rov-
nost 14+ 1 =2.

Zakladni operace. Metodika pracuje se s¢itanim, odec¢itanim, nédsobe-
nim, délenim a s druhymi a tfetimi mocninami a odmocninami
prirozenych ¢isel.

Bez znamének. Vyjimecnost metodiky spociva v praci bez pouziti ma-
tematickych znamének (tj. znamének matematickych operaci). Zaci
si je pfi praktickém pocitani pouze predstavuji a znaménka se uka-
zuji az pii vyhodnoceni rovnosti anebo je pouzivaji v souladu s me-
todikou Abaku.

Aritmetické ¢teni. Zaci dovedou po kratké dobé v pouhém shluku
¢isel automaticky rozpoznat rovnost a dalsi souvislosti. To vede
k rozvoji schopnosti sebevzdélavani a nasledné k vyznamnému zlep-
Seni dusevni a praktické schopnosti prace s ¢isly. Jedna se vlastné
o jistou obdobu rozvoje ¢teni — kdyz si dité osvoji jednotliva pis-
mena a princip jejich skladani do slov, ziskd tim automaticky na-
stroj, aby se dal$im ¢tenim samo rozvijelo.

Vedlejsi principy metodiky hry Abaku

Hlubsi pochopeni aritmetiky. Zaci jsou pii pouziti metodiky Abaku
vedeni a motivovani k samostatnému vytvafeni takovych kombi-
naci, které v sobé soucasné ukryvaji rovnosti nékolik. Naptiklad
24832 obsahuje rovnosti 2448 =32,24:8=3,4-8=32,2-4=38

Le-mail: drakopes@volny.cz
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a 22 = 4. V disledku toho dochézi k prohloubeni a fixaci osvoje-
nych zakonitosti aritmetiky.

Matematika je hra. Metodika Abaku je plné postavena na hernim
pristupu, ktery zasadné ovliviiuje motivaci ditéte a promeénuje od
zakladu i jeho pristup k matematice jako takové.

Silnéjsi kolektiv. Cilem metodiky neni vyhledavat talenty v kolektivu
déti, ale naopak zapojit cely kolektiv. Siroké moznosti diferenciace
obtiznosti prinaseji prospéch jak tém nejsilnéjsim, tak tém nejslab-
$im zaktm.

Stoprocentné kompatibilni. Metodika Abaku je svou specializaci ur-
¢ena Cisté pro osvojeni schopnosti perfektné z hlavy pocitat. Je
proto plné kompatibilni s jakoukoli jinou hlavni metodou, kterou
si skola urcila pro vyuku matematiky v 1. az 9. tiideé.

Za hranice aritmetiky. Rychly a hluboky néartst pocetnich schopnosti,
ktery u ditéte nastupuje brzy po zahajeni prace s metodikou, se
pozitivné promita i do dalSich oblasti vyuky matematiky, jako je
napiiklad algebra, geometrie atd.

Literatura

[1] http://abaku.org/cs/o-metode/
(2] https://www.hry.cz/hra/abaku
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Kruhova inverze
Iva Vojktvkova, FIM UHK, Hradec Kralovéll]

ABSTRAKT. Prispévek ukazuje, jak maiiZe byt problematika kruhové inverze
prezentovana na krdatkém semindri pro stredoskolaky s hlubsim zdjmem o ma-
tematiku. Po teoretickém uvodu lze vyuZit program GeoGebra ke zkoumdni
vlastnosti kruhové inverze a také k resent konstrukcénich tuloh zdkladnich i apli-
kacnich. V prispévku jsou uvedena doporucend cviceni pro ucastniky semindre
a jejich mozné vystupy. V zavéru nechybi zamysleni nad dalsimi moznostms
rozvijent téematu.

Motivace — matematik na lovu Iva

Pro urcitost predpokladejme, ze chceme ulovit lva, a vydejme se tedy
na Saharu. Matematik mé nékolik moznosti, jednou z nich je ([I} 2]):

,Umistime na Sahafe klec kulového (resp. kruhového) tvaru a uza-
vieme se v ni. Pak staci provést inverzni transformaci, pfi niz vnitiek
klece projektujeme navenek a naopak. Vysledkem je, ze my se ocitneme
mimo klec a lev uvnitf.“

Kruhova inverze

K bodtm ve ,zndmé“ roviné pridame nevlastni bod (v nekonecnu),
bude tak zavedena tzv. Mdébiova rovina.
Definice 1. Je dana kruznice k se stfedem S a polomérem r. Kruhovd

inverze je zobrazeni Mobiovy roviny na Mobiovu rovinu, které:

1. kazdému bodu X rtznému od S prifadi bod X’ tak, ze plati
SX]-|SX'] = r*;
2. bodu S prifazuje nevlastni bod;
3. nevlastnimu bodu pfifazuje bod S.
Kruznice k se nazyva ridici kruznice kruhové inverze.

Uloha 1. Sestrojte obraz Xo bodu Xy s vyuzitim zakladnich piikazii
programu GeoGebra. Na zakladé podobnosti trojihelniki dokazte plat-
nost vztahu |[SXo| - |SXy| = r2.

1

e-mail: iva.vojkuvkova@uhk.cz
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Reseni je na obr. 1.

Obr. 1 Konstrukce obrazu Xp bodu Xy v programu GeoGebra

Vlastnosti kruhové inverze

V kruhové inverzi s fidici kruznici k se stfedem .S plati:

1.
2.

obrazem piimky prochazejici stfedem S je taz primka

obrazem primky neprochézejici stfedem S je kruznice prochéazejici
stfedem S

obrazem kruznice prochéazejici stifedem S je pfimka neprochézejici
stfedem S

obrazem kruznice neprochézejici sttedem S je kruznice neprocha-
zejici stifedem S

samodruznymi body kruhové inverze jsou body kruznice k

6. kruhova inverze je involutorni zobrazeni

7.

kruhova inverze zachovava velikosti ahla

Obraz realného snimku v kruhové inverzi je na obr. 2.
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Obr. 2 Kruhovd inverze bitmapového obrazku podle [12]

Uloha 2. Vyuzijte moznost rychlého sestrojeni obrazu bodu, kruznice
a pfimky v kruhové inverzi dostupnou v programu GeoGebra (obr. 3)
a ovéite vyse uvedené vlastnosti.

Fower @: TR

Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
.D
V)

» Algebraické okno » Nakresna
Osova soumérnost

o " X
" Stredova soumérnost

. .
,\ Kruhova inverze

e Otoceni o uhel

. /; Posunuti

.; . Stejnolehlost

|

Obr. 3 Menu programu GeoGebra

Uloha 3. Vytvoite na zakladé naméti z obr. 4 a 5 vlastni konstrukce
v modulu Geometrie ¢i Algebra programu GeoGebra. Diskutujte nad
ziskanymi vystupy.
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Obr. 4 Zobrazeni vnitinich bodt a stran ¢tverce v kruhové inverzi (mo-
dul Geometrie)

-4 .'3

-i

Obr. 5 Zobrazeni paraboly v kruhové inverzi (modul Algebra)
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Apolloniovy, resp. Pappovy tlohy

Ulohy jsou pojmenovany podle feckého geometra Apollonia z Pergy
(262200 pf. n. L.), ktery v nedochované préaci O dotycich pise: ,Hleddme
kruznici, kterd se dotyka tii danych kruznic.”

Pozdéji byla tloha zobecnéna — kruznice mohou byt nahrazeny bo-
dem (kruznice o nulovém poloméru) nebo piimkou (kruznice o nekoneéné
velkém poloméru). Pappos Alexandrijsky (3. stol. n. 1.) jiz uvadi ulohu
v nasledujicim znéni:

Necht jsou ddny tri predméty, z nichZ kaZdy mize byt bodem, primkou
nebo kruhem; md se narysovat kruh, ktery prochdzi kazZdym z danych
bodi (jsou-li dany jen body) a dotgkd se dangch primek ¢i kruhi.

A dale ji modifikuje.

7 vyse uvedeného zadani je mozno urc¢it pocet variant tlohy. Hledame
trojice objektii vybirané ze t¥i druhi (bod, pfimek, kruznic), pficemz na
poradi danych objektti nezélezi. Tvorime tedy kombinace s opakovanim,

kterych je
5
C' = = 10.
()

Tyto tlohy lze Fesit vyuzitim vhodné kruhové inverze (vice v publi-
kacich [3} [6, [7, [8]). Pékny motiv je na obr. 6.

Obr. 6 Motiv tzv. Pappova Tfetézce na obrazcich v obili a na logu podle

[14] a [15]

Uloha 4. Sestrojte v prostfedi GeoGebra s vyuzitim kruhové inverze
tzv. Pappuv fetézec (obr. 7, dle [10]). Nejprve se pokuste postup objevit
samostatné, pak pfipadné vyuzijte pokyni prednasejiciho.
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J

G F

SIS

Obr. 7 Konstrukce Pappova fetézce

Zavér

Tento c¢lanek vznikl na zdkladé zkuSenosti ze semindre poradaného
v rdmci pravidelné akce Den n na FIM [II], na které umoziiujeme stu-
denttim stfednich skol z Hradce Kralové a okoli netradi¢ni setkani s ma-
tematikou v podobé prednasek a workshopii.

Na tento tvodni ,degusta¢ni seminaf je mozné navazat napriklad
hlub$im studiem problematiky Apolloniovych tloh ¢ kulové inverze a
souvisejici stereografické projekce. Motivacné poslouzi napt. kralovéhra-
decky motiv ze strének [I3] (obr. 8).
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EGMO - MO pro divky
Jaroslav Zhouf, KAM FIT CVUT a KMAT FIS VSE, PrahalY

ABSTRAKT. Cldnek informuje o relativné nové mezindrodni souté% pro ta-
lentované Zdikyné v matematice, tzv. EGMO. Cldnek popisuje zapojeni Ceské
republiky do této soutéze a o uspésich ceskych divek v ni.

Trochu historie

Jisté je znamo, zZe jiz dlouhou dobu existuje mezinarodni matema-
tickd soutéz IMO (International Mathematical Olympiad) a také jiz vice
nez 10 let jeji mladsi sestra MEMO (Middle European Mathematical
Olympiad). Obé& tyto soutéze jsou organizovany pro stiedoskoldky obou
pohlavi.

Jako tfeti mezinarodni matematicka soutéz je EGMO, coz je zkratka
soutéze European Girls’ Mathematical Olympiad, neboli evropské ma-
tematické olympiddy pro stfedoskolské divky. Jde o obdobu obou vyse
jmenovanych soutézi. Vsechny tyto soutéze tedy maji, az na malé vy-
jimky, stejny charakter. Hlavni rozdil je v tom, Ze misto maximalné Sesti
soutézicich na IMO a MEMO soutézi na EGMO maximalné ¢tyri divky.

)
23

Obr. 1 Logo soutéze EGMO

Soutéz EGMO byla poprvé usporadana v roce 2012 v Anglii v Cam-
bridge za Ucasti 19 zemi (z toho ti¥i neevropskych — Indonésie, Saudské
Arébie a USA), poté v roce 2013 v Lucembursku za t¢asti 22 zemi (mimo
Evropu jen USA), v roce 2014 v Turecku za ucasti 29 zemi (z toho
7 neevropskych), v roce 2015 v Bélorusku za tcasti 30 zemi (z toho
7 neevropskych), v roce 2016 v Rumunsku za tcasti 39 zemi (z toho
7 neevropskych) a letos, tj. v roce 2017, ve Svycarsku za tcasti 44 zemi
(z toho 10 neevropskych). Jak je vidét, pocet zemi, a tedy i soutézicich
divek, neustale nartsta.

le-mail: zhouf@seznam.cz
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V roce 2016 se soutéze EGMO poprvé ztcastnila také Ceska repub-
lika. Mtzeme za to vdécit CVUT Praha, ktera cesky tym sponzorovala.
Bohuzel zadnymi prostredky na tuto soutéz nepfispéla zadna statni ani
spolecenska instituce.

Statut soutéze

Evropské zemé maji pobyt na soutézi placeny z evropskych pro-
stredkil a prostfedkti organizatorské zemé, kdezto neevropské zemé si
plati i¢ast samy, coz je dulezitym zdrojem piijmu pro celou soutéz. Sou-
téz vznikla na podporu motivace divek ke studiu matematiky, takze i
zemé, které si museji svoji ucCast platit, nelituji prostiedkt, aby mély
divky prilezitost pomérit se se svymi souperkami z jinych zemi.

Divky fesi ve dvou dnech po tfech tlohéach, z nichz kazda ma hodnotu
nejvyse 7 bodti, takze je mozné ziskat az 42 bodti. Podle pravidel soutéze
EGMO je z evropskych divek zhruba polovina odménéna medaili (na
IMO a MEMO to je nejvySe polovina).

Nominace ¢eského druzstva na IMO a MEMO probiha az po uspo-
radani celostatniho kola. Jelikoz ale EGMO probihé tradi¢né tésné po
nasem celostatnim kole, neni technicky mozné cekat na jeho vysledky.
Proto nominace divek na EGMO probiha jiz na zakladé vysledku kraj-
ského kola kategorie A.

EGMO 2016

Zastavme se nejprve u patého roéniku soutéZe z roku 2016, nebot
se ji nase republika poprvé zacastnila [1]. Soutéz probihala od 10. do
16. dubna v rumunském mésté Busteni, které sousedi se znaméjsim stie-
diskem Sinaia na okraji nddhernych Transylvanskych Alp.

Ceské druzstvo reprezentovaly tyto divky: Kldra Karasovd z G Miku-
lasské ndam. v Plzni, Lenka Kopfovd z G Komenského v Opaveé, Zuzana
Prochadzkovd z G Na Vitézné plani v Praze 4 a Hedvika Ranosovd z G Bu-
déjovickd v Praze 4. Vedoucim ceské delegace byl doc. Jaroslav Zhouf
z FIT CVUT v Praze a jeho zastupcem Mgr. Josef Tkadlec, doktorand
videniského institutu IST Austria (obr. 2).

Zucastnénych zemi byl jiz zminény pocet 39, z toho 7 neevropskych.
Soutézicich divek bylo 147, z toho 119 z Evropy. Z téchto divek bylo
odménéno medaili 62, z toho 11 ziskalo zlatou medaili za aspon 27 bod1,
23 ziskalo stfibrnou medaili za aspon 17 bodt a 28 ziskalo bronzovou
medaili za asponi 11 bodd. Soucasné s témito evropskymi divkami jsou
medaili odménény i neevropské divky, které dosdhnou stejného bodového
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zisku. Takze v sou¢tu bylo udéleno 16 zlatych, 30 stiibrnych a 38 bron-
zovych medaili.

{

Obr. 2 Resitelky a jejich vedouci na EGMO 2016

Absolutni vitézkou se ziskem 42 bodu se stala ruska soutézici Maria
Dimitrieva. Z nasich divek ziskala bronzovou medaili Lenka Kopfova za
12 bodi (obr. 3). Dalsi nase divky ziskaly tyto poéty bodu: Kléra Kara-
sova 4 body, Zuzana Prochazkova 5 bodu a Hedvika Ranosova 4 body.
Celkem tedy ziskalo ceské druzstvo 25 bodu ze 168 moznych. Neoficialné
se tak umistilo na 28. misté.




Uvedme tlohy, které divky v Rumunsku Fesily:

Uloha 1. Necht n je kladné liché &islo a z1, . . ., z,, jsou nezaporna realna,
c¢isla. Dokazte, ze

: 2 2
min (x; + x; < max 2r;xjiq
i:l,.“,n( ¢ 1) jeLem STITIAD

kde z,4+1 = 1.

Uloha 2. Necht ABCD je tétivovy ¢tyithelnik a nechf se jeho tihlo-
pricky AC a BD protinaji v bodé X. Necht Cy, D; a M jsou po radé
stfedy usecek CX, DX a CD. Pfimky AD; a BC} se protinaji v bodé Y
a pfimka MY protind uhlopricky AC a BD postupné v bodech E a F.
Dokazte, ze pfimka XY je te¢nou kruznice prochéazejici body F, F a X.

Uloha 3. Nechf m je kladné celé ¢islo. Uvazujme tabulku 4m x 4m
slozenou z jednotkovych ¢tvereckt. Dva ruzné ctverecky tabulky jsou
ve vzdjemném vztahu, pravé kdyz lezi ve stejném radku nebo stejném
sloupci. Zadny ¢tveredek neni ve vztahu sdm k sobé. Nékteré étverecky
tabulky jsou vybarveny modte tak, ze kazdy ctverecek tabulky je ve vza-
jemném vztahu nejméné se dvéma modrymi ¢tverecky. Urcete minimalni
mozny pocet modrych ¢tverecku tabulky.

Uloha 4. Dvé kruznice k; a ky stejného poloméru se protinaji v riiznych
bodech X; a X,. Uvazujme kruznici k, kterda ma s kruznici k; vnéjsi
dotyk v bodé Ty a s kruznici ks vnitini dotyk v bodé T». Dokazte, ze
primky X177 a X575 se protinaji v bodé lezicim na kruznici k.

Uloha 5. Necht k a n jsou piirozena ¢isla takové, ze k > 2 a k <
< n < 2k — 1. Pokryvejte pravouhlymi pasky o velikosti 1 x k nebo k£ x 1
Sachovnici n X n tak, aby kazdy pasek pokryl pravé k poli a zadné pole
nebylo pokryto dvéma pasky. Toto pokryvani délejte do té doby, kdy uz
nemizete umistit zadny dalsi pasek. Pro kazdou dvojici ¢isel k a n urcete
nejmensi pocet paski, které takové pokryti muze obsahovat.

Uloha 6. Necht S je mnozina vSech kladnych celych éisel n takovych, ze
n? je délitelné aspoti jednim z &isel n2+1, n?+2, ..., n>+2n. Dokazte, ze
mnozina S obsahuje nekonecné mnoho ¢isel kazdého z tvara 7m, Tm+1,
Tm+2, Tm+5, 7Tm+6 a neobsahuje zadny prvek tvaru 7m+3 a Tm +4,
kde m je nezdporné celé cislo.
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EGMO 2017

V roce 2017 od 6. do 12. dubna se ve Svycarském Curychu konal jiz
6. roénik EGMO [2]. Ceské reprezentacni druzstvo sttedoskolacek se této
soutéze zucastnilo podruhé.

Mista v reprezenta¢nim tymu si vybojovaly divky Veronika Hladikovad
z G Mikulasské nam. v Plzni, Lenka Kopfovd z Mendelova G v Opavé,
Jana Pallovd z GJS v Pterové a Bdra Tizkovd z GMK v Bilovci. Ve-
doucimi nasi delegace byli doc. Jaroslav Zhouf z FIT CVUT v Praze a
dr. Jaroslav Svréek z PiF UP v Olomouci (obr. 4).

Fe I | |BPeerE

Obr. 4 Druzstvo divek a vedouci dr. Svréek na EGMO 2017

Nase druzstvo si vedlo nad ocekavani dobre. Lenka Kopfova ziskala
stfibrnou medaili za zisk 24 bodt, Veronika Hladi-
kova (obr. 5) bronzovou medaili za zisk 19 bodi a
dvé zbylé reprezentantky obdrzely tzv. cestné uznani
za bezchybné vyfeSeni aspon jedné soutézni ulohy.
V celkovém poradi skoncilo nase druzstvo na pék-
ném 15. misté, coz predstavuje vyrazné zlepseni ve
srovnani s vysledkem naseho tymu pfi jeho premiére
v predchozim roce.
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Uvedme tlohy, které divky ve Svycarsku fesily:
Uloha 1. Necht ABCD je konvexni ¢tyithelnik, v némz

|$BAD| = |[4BCD| =90° a |JABC|> |[$ADC].

Necht @ a R jsou body postupné na tuseckich BC a CD takové, ze
primka QR protind primky AB a AD postupné v bodech P a S a plati
|PQ| = |RS|. Dokazte, ze stfed M tuse¢ky BD, stied N tsetky QR
a body A a C lezi na spole¢né kruznici.

Uloha 2. Uréete nejmensi kladné celé ¢éislo k, pro které existuje obar-
veni kladnych celych ¢isel Z~y pomoci k barev, a funkci f: Z~g — Z~g
s nasledujicimi vlastnostmi:

(i) Pro vsechna kladna celd ¢isla m,n stejné barvy plati
f(m+n) = f(m)+ f(n).
(if) Existuji kladnd celd ¢éisla m,n takova, ze

fm+n) # f(m) + f(n).

Pri obarvovdni mnoZiny Z~o pomoci k barev je kaZdé cislo obarveno
prdvé jednou z téchto barev. V obou piipadech (i) a (i) kladnd celd cisla
m, n nejsou nutné ruiznd.

Uloha 3. V roviné je dano 2017 piimek takovych, Ze zadné tii z nich
neprochézi jednim bodem. Hlemyzd Turbo se nachézi v néjakém bodé
pravé jedné z danych primek a zac¢ina se pohybovat po téchto primkach
podle néasledujiciho pravidla: Pohybuje se po dané pfimce do doby, do-
kud nedorazi do prusec¢iku dvou danych pfimek. Od tohoto pruseciku
pokracuje v pohybu po jiné piimce, pficemz se vyda doprava, nebo do-
leva, a to str¥idavé v po sobé nasledujicich prisecicich pfimek. Smér muze
ménit jediné v prusecicich danych pfimek. Existuje néjaka tsecka na né-
které z danych pfimek, po které se pohybuje v obou smérech béhem své
cesty?

Uloha 4. Necht n > 1 je pfirozené &islo a necht t; < tp < ... < t,
jsou kladnéa celé ¢isla. Ve skupiné ¢,, + 1 lidi jsou hrany sachové partie.
Dva lidé mohou sehrat partii nejvyse jednou. Dokazte, ze je mozné, aby
platily zaroven tyto dvé podminky:
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(i) Pocet her sehranych kazdou osobou je roven nékterému z ¢isel

tiota, .l
(ii) Pro kazdé i, 1 < i < n, existuje nékterd z osob, ktera sehraje prave
ti her.

Uloha 5. Nechf n > 2 je pfirozené ¢slo. Uspofadand n-tice ne nutné
riiznych kladnych celych ¢isel (a1, aq, ..., a,) se nazve egmotickd, jestlize
existuje kladné celé ¢islo k takové, ze

(al + 0’2)(0’2 + a3> .t (an,1 + an>(an + a1> — 22/&'—1'

a) Urlete vSechna prirozend ¢isla n > 2, pro kterd existuje egmoticka
n-tice.

b) Dokazte, Ze pro kazdé liché prirozené ¢islo m existuje pfirozené
¢islo n > 2 takové, ze m patii do egmotické n-tice.

V levé strané rovnosti vyse je pravé n cinitel.

Uloha 6. Nechf ABC je ostrothly trojahelnik, jehoz kazdé dvé strany
v osovych soumérnostech podle stran BC, C'A, AB oznac¢ime postupné
G1, Ga, G3 a O1, Os, O3. Dokazte, Ze kruZnice opsané trojuhelnikiim
GlGQC, GngB, G2G3A, 01020, 01033, 020314 a ABC maJi spoleén}'f
bod.

Trochu budoucnosti

Celé soutézni klani se v obou letech konalo v pratelském duchu a bylo
povzbuzenim pro zucastnéné divky ke studiu matematiky a doufejme, ze
bude povzbuzenim i pro dalsi divky, které budou usilovat o reprezentaci
v pristich letech.

Doufejme, Ze nam budou naklonény i statni a zajmové instituce a
konecné vezmou soutéz EGMO vazné.

Vice informaci je mozné ziskat na strankach [3].

Jedna konkrétni soutézni uloha z roku 2017

Uloha 3. V roviné je dano 2017 piimek takovych, Ze zadné tii z nich
neprochézi jednim bodem. Hlemyzd Turbo se nachézi v néjakém bodé
pravé jedné z danych primek a zac¢ina se pohybovat po téchto primkach
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podle nasledujiciho pravidla: Pohybuje se po dané pfimce do doby, do-
kud nedorazi do pruseciku dvou danych pfimek. Od tohoto pruseciku
pokracuje v pohybu po jiné pfimce, pficemz se vyda doprava, nebo do-
leva, a to stridavé v po sobé nasledujicich prisecicich pfimek. Smér mize
meénit jediné v prusecicich danych primek. Existuje néjaka tisecka na né-
které z danych pfimek, po které se pohybuje v obou smérech béhem své
cesty?

Reseni. Ukézeme, Ze to neni mozné.

Primky rozdéli rovinu na omezend a neomezena tzemi. Na stfedni
gkole se dokazuje (pfipadné si to ¢tenaf lehce provede) matematickou in-
dukci, ze kazdé toto rozdéleni roviny lze vybarvit dvéma barvami, napf.
bilou a ¢ernou, tak, Zze na kazdé strané ohranicujici usecky nebo polo-
piimky jsou tizemi obarvena opac¢nou barvou.

Kdyz tedy hlemyzd vystartuje z jednoho pruseéiku, mé napravo napr.
bilou barvu a nalevo ¢ernou. V nésledujicim priisec¢iku se da napi. do-
prava, takze vpravo od sebe bude mit bilou barvu a vlevo ¢ernou. V na-
sledujicim pruseciku se da doleva, takze napravo od sebe bude mit bilou
barvu a nalevo ¢ernou. V dalsim pruseciku bude mit zase napravo od
sebe bilou barvu a nalevo Cernou atd. atd. Pii své cesté bude tedy mit
hlemyzd napravo bilou a nalevo ¢ernou barvu. Z toho plane, Ze nikdy
nemitize jit po stejné tiseCce ve dvou riznych smeérech.

Poznamka. Soutézici pti vlastni soutézi vymysleli jesté dalsi tii zpusoby
feSeni, ktera nejsou zavisla na znalosti obarvovani roviny dvéma barvami.
Je tedy vidét, ze dlohy v takovychto soutézich nezaviseji jen na znalos-
tech, ale hlavné na dovednostech jednotlivych FesSiteld. Dokonce pii této
tloze nebyl dominantni zptisob feseni pomoci obarvovani roviny dvéma
barvami.

Literatura

(1] Zhouf, J.: EGMO 2016 v Rumunsku. Rozhledy matematicko-fyzikdini, ro¢. 91
(2016), &. 2, 5. 52-55.

[2] Svréek, J, Zhouf, J.: Sesty ro¢nik Evropské divéi MO (EGMO). Rozhledy
matematicko-fyzikdlni, ro¢. 92 (2017), ¢. 3, s. 44-47.
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Dimenzia nekonecnosti prvocisel

Miroslav Zidek

ABSTRAKT. Clielom prispevku je poukdzat na fakt, Ze prvocisla nie si roz-
loZené v postupnosti prirodzenych cisel chaoticky, ale ich rozloZenie sa riadi
podla presne uréenych zdkonitosti.

RozloZenie prvocisel v postupnosti prirodzenych cisel

Tajomstvo rozlozenia prvocisel znepokojuje matematikov celé staro-
Gia. Ezistuje pre ne ,periodickd tabulka®, alebo st rozloZené ndhodne a
nedaji sa predpovedat? Riadia ich rozmiestnenie nejaké zdkony?

Hovori sa, ze prvocisla st stavebnymi kamenmi prirodzenych cisel.
Riesenie hladania prvocisel stvisi s postupnostou neparnych ¢isel, pre-
toze prvocisla st neparne ¢isla okrem ¢isla dva.

Prirodzené ¢isla tvoria tri skupiny: jednotka, prvocisla a zlozené ¢isla.
Preto aj pri hladani spdsobu ¢i systému, ako aj mozného dokazu prav-
divosti hladania prvocisel a prvodciselnych dvojic, musime do vypoctov
zapojit vSetky tri skupiny spominanych prirodzenych ¢isel. Bez nich ne-
mozeme patricne do detailov preskimat a pochopit oblast prirodzenych
éisel a prist na sposob rozlozenia prvocisel v spominanej nekonec¢nej po-
stupnosti prirodzenych ¢isel.

Vraj sa doteraz nepodarilo najst systém, ktory potvrdzuje ich zako-
nitosti.

Vytvorenie tabulky a poznané prvocislo

Pozrime sa do tab. 1. Vo vrchnej éasti tabulky je v horizontalnej ro-
vine postupne pisand postupnost vSetkych prirodzenych ¢isel od 1 dalej
— odstupniovana po jednej. Nazval som ich stacionarne ¢isla. Ich hodnota
zaznacend neskor v tabulke daného stipca je predpokladom na vyhlada-
nie prvodisla, ¢i prvociselného dvojéata vypoctom.

Zaciatok Tavej strany tabulky tvori vo vertikalnej polohe napisana
postupnost vSetkych prvocisel od 5 dalej.

Kazdé najdené prvoéislo svojou hodnotou dopliia a vytvira pod-
mienky pre ¢iastkové nachddzanie dal$ich prvodcisel v horizontélnej rovine
tabulky. Do tabulky sa do daného riadku dopliiaji prislichajice vypo-
¢itané celé ¢isla — prvotné cisla, ktoré predurcéuju dalsie hodnoty ¢isel
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v tabulke. K nim sa opakovane pripoc¢itava hodnota prvoéisla, ktoré sa
nachadza na zaciatku riadku.

Hlavnym stavebnym kamenom pre prvociselné dvojice st zname hod-
noty 6n—1 a 6n+ 1, kde n € N. Z tychto hodnét vieme vypocitat nielen
vSetky existujuce prvocisla, ale aj zlozené ¢isla. Aby sme vsak vypocitali
prvotné hodnoty do vytvéiranej tabulky, musime postup vypoctu hodndt
opakovat este raz cez hodnoty moznych prvociselnych dvojic.

Prvotné dve hodnoty do jednotlivych riadkov tabulky sa vypocitaju

podla tohto pravidla:

6-1-1=5 5—-1=4 5+1=6

6-1+1=7 T7—-1=6 T+1=8

6-2—-1=11 11-2=9 11+2=13
6-24+1=13 13—-2=11 13+2=15
6-3—-1=17 17-3=14 17+3=20
6-3+1=19 19-3=16 19+ 3 =22
6-4—-1=23 23-4=19 234+4=27
6-4+1=25 26—-4=19 25+4=29

V prvom stlpci tab. 1 st prvocisla mensia o jednotku od nasobku
¢isla 6 oznacena tucne, prvocisla vicsia o jednotku od nasobku ¢isla 6
oznacena slabo.

 [[1]2]3]4]5]6]7[8]9]10]11]12]13]14]15]16]17[18]19]20[21]22]23[24

5 4| |6 9 11 14 16 19 21 24

7 6| |8 13 15 20 22

11 9 13 20 24

13 11 15 24

17 14 20

19 16 22

23 19

29 24
Tab. 1

Dalsie ¢isla v tab. 1 doplnime t§mto spésobom: V riadku prvoéisla 5
dopliiame k dvom vypodcitanym hodnotam dalsie ¢isla, ktoré st stétom
predchadzajiacej hodnoty plus 5. Podobnym sposobom to urobime aj
v riadku prvoéisla 7 atd.

91



Druha mocnina prvocisel

Sposob hladania prvoéisel, ¢i vypocet pomocnych hodnét zapisova-
nych do vytvéaranej tabulky je roznymi vztahmi prepojeny s druhou moc-
ninou prvocisel. Pozname postupnosti ¢isel, z ktorych sactom, ¢i rozdie-
lom vznikaju vysledky druhych mocnin.

Prikladom st postupnost neparnych ¢isel iducich za sebou, postup-
nost trojuholnikovych ¢sel, ¢ obdlznikovych &isel. Tento fakt bol prvou
myslienkou pri zistovani podmienok rozloZenia prvodéisel v postupnosti
prirodzenych cisel.

Prvocislo na zaciatku kazdého riadku z tab. 1 umocnené na druhu,
ponizené o ¢islo 1 a vydelené Siestimi udéva v tabulke tucne napisani
hodnotu, po ktort si vieme vypocitat nasledujice prvoéisla. To znamena,
7e v kazdom riadku tabulky sa nachddza tucne napisané ¢islo, ktoré
urc¢uje hranicu, pokial dokdzeme spravne vypocitat hodnoty — podklady
pre nasledny vypocet prvocisel.

Priklad:

(52 — 1) : 6 = 4, vieme vypocitat prvocisla do ¢isla 24

(72 — 1) : 6 = 8, vieme vypocitat prvocisla do ¢isla 48

(112 — 1) : 6 = 20, vieme vypocitat prvocisla do &isla 120

(132 — 1) : 6 = 28, vieme vypocitat prvocisla do ¢&isla 168

Z prikladu vypocétu vidime, ze sa jedna o ¢isla 4, 8, 20, 28, ... atd.

Metoda negacie

Prvodisla sa z tabulky daji vypocitat nasledovne:

Ak sa v stlpci nachadza tuéne napisané ¢slo n, prvoéislo dostaneme
vynasobenim Siestimi a vysledok ponizime o hodnotu 1, teda 6n — 1.

Ak sa v stipci nachadza ne tu¢ne napisané ¢islo n, prvocislo dosta-
neme vynasobenim Siestimi a k vysledku pripoc¢itame hodnotu 1, teda
6n + 1.

Ak sa v stlpci nenachédza tuéne ani ne tuéne napisané ¢islo, jedna
sa o prvociselni dvojicu. Hodnoty prvociselnej dvojice dostaneme tak,
7e poradové &islo stipca vynasobime Siestimi a vysledok povysime a po-
nizime o hodnotu 1, teda 6n + 1.

Ak sa v stlpci nachadza tucne aj ne tuéne napisané ¢islo, znamené
to, Ze obe ¢isla 6n £ 1 st zlozené.
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Este jedna zaujimavost

Vytvorme z tab. 1 trochu int tab. 2, v ktorej si v hornom zahlavi
iba prvocisla. Vnatorné hodnoty su vlastne stic¢inmi dvoch prvocisel plus,
minus 1 nasobené Siestimi.

| s | 7]11][13[17]19] 23 | 29 | 31 |

5 4 6 9 |11 |14 | 16 | 19 24 26
7 6 8 | 13|15 | 20 | 22 | 27 34 36
11 9 | 13|20 | 24| 31 |35 | 42 53 57
13 || 11 | 15 | 24 | 28 | 37 | 41 | 50 63 67
17 |/ 14 | 20 | 31 | 37 | 48 | 54 | 65 82 88
19 16 | 22 | 35 | 41 | 54 | 60 73 92 98
23 || 19| 27 |42 | 50 | 65 | 73 | 88 | 111 | 119
29 || 24 | 34 | 53 | 63 | 82 | 92 | 111 | 140 | 150
31| 26 | 36 | 57 | 67 | 88 | 98 | 119 | 150 | 160

Tab. 2
Ukézka ndm ukaZe stvislosti medzi ¢islami v tabulke:
11-17=187; (187—-1):6=31
11-19=209; (209+1):6 =35
29-31=12899; (899+1):6 =150

Co z uvedeného vyplyva?

Ak si spravne inicializujeme prvotné udaje, dokdzeme z nich vybrat
zlozené ¢isla ako suciny dvoch prvociselnych éinitelov.

Ako vieme, prvocisla st okrem dvojky neparne ¢isla. Ak z neparnych
¢isel moznych prvociselnych dvojic oddelime spominané zlozené cisla,
mali by ndm ostat iba prvodcisla.

Ak si tab. 2 ndsobenia dvoch prvocisel rozbalime do tab. 1 vSetkych
prirodzenych éisel a do stlpca s uréitym poradovym é&slom prirodzeného
¢isla zapiSeme to isté ¢islo, ktoré je v rade daného prvocisla zapisané,
vytvorime tabulku so spravnym pohladom na rozloZenie prvocisel v rade
prirodzenych ¢isel. Zlozené ¢isla priradenej hodnoty vypocitame nasobe-
nim dvoch tu¢ne napisanych ¢isel a dvoch ne tuéne napisanych cisel.

Ukazka pre stipec ¢isla 24:

11-13=24-6—-1=143, 5-29=24-6+ 1= 145.

Literatura

(1] Sedlacek, J.: Co vime o piirozenych c&islech. Mladéa Fronta, Praha, 1961.

93



FOTOGALERIE

i
/
B’
Nl
| g
-

"

-
a
OREs.
(s

B

ﬁ
L
E

94



95



96



97



SEZNAM UCASTNIKU

10.

11.

12.

13.

14.
15.

16.

. Bartos Jan e-mail: janbar77@seznam.cz

PHG, Nad Vodovodem 81, Praha 10

. Flejberk Jaroslav e-mail: jflejberk@seznam.cz

Hry a hlavolamy.cz, Praha

. Kaslovd Michaela e-mail: michaela.kaslova@pedf.cuni.cz

PedF UK, M. D. Rettigové 4, Praha 1

. Kolar Pavel e-mail: pavel.kolar@skolavdf.cz

VOS, SPSaSOSSaCR, Bratislavska 2166, Varnsdorf

. Kocanda Ladislav  e-mail: ladislavkocanda69@gmail.com

Na Piskach 69/1I, Veseli nad Luznici

. Kopfova Jana e-mail: jana.kopfova@math.slu.cz

MU SU, Na Rybnicku 1, Opava

. Kovdrovd FEva e-mail: kovarova@stredoskolskeucebnice.cz

Bieblova 133, Hradec Kralové

. Kutina Frantisek e-mail: kurinovi@gmail.com

UHK, Rokitanského 62, Hradec Kralové

. Maly Martin e-mail: martin.maly@matematik-amater.cz

Brno
Musilek Michal e-mail: michal.musilek@uhk.cz
PiF UHK, Rokitanského 62, Hradec Kralové

Miiller Evien e-mail: muller@gozhorice.cz
G, SOS, SOU A VOS, Riegrova 1403, Hofice

Navarovda Daniela e-mail: navarova@zskodanska.cz
78S, Kodaiisk4 16, Praha 10

Nowvdk Miroslav e-mail: novak@gjkt.cz
GJKT, Tylovo nabr. 682, Hradec Kralové

Padalik Viadislav e-mail: vladislav.padalik@post.cz

Repik Michal e-mail: repik.michal@gmail.com
PSHS, Svidnick4 506, Praha 8

Skorepova Pavla e-mail: skorepova@gozhorice.cz
G, SOS, SOU A VOS, Riegrova 1403, Hofice

98



17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Souchova Marie e-mail: marie.souchova@gmail.com
SSPS, Preslova 25, Praha 5

Stransky Jakub e-mail: jakub.stransky@techambition.com

Techambition Ltd, Prazského 23, Praha 5
Spdta Milos e-mail: milos.spata@seznam.cz
Truhlafova 23, Usti n. L.

Tlaskal Jakub e-mail: jakub.tlaskal@seznam.cz
SPS elit, Cs. odboje 670, Dobruska

Tldskalovd Ivana e-mail: tlaskalova@zsjirasek.cz
Z8, Jiraskovo namésti 1166, Hradec Kréalové

Vanek Viadimir e-mail: vladimir.vanek@upol.cz
KAG PiF UP, 17. listopadu 12, Olomouc

Vdvrovd Alena e-mail: drakopes@volny.cz
7S, Kodaiské 16, Praha 10

Vojkuvkova Iva e-mail: iva.vojkuvkova@uhk.cz
FIM UHK, Rokitanského 62, Hradec Kralové

Zhouf Jaroslav e-mail: zhouf@seznam.cz
FIT CVUT, Thakurova 9, Praha 6

Zidek Miroslav — e-mail: miroslav.zidek@gmail.com
Nagal, Rybnic¢na 40, Bratislava

99



Nézev: Ani jeden matematicky talent nazmar 2017. Sbornik prispévki.
Editor: Jaroslav Zhouf

Sazba systémem KTEX: Miloslav Zavodny

Vydalo Nakladatelstvi Gaudeamus jako svou 1646. publikaci.

Néklad: 150 kusi

Rok vydéani: 2018

Text neprosel jazykovou upravou.

Na vydani sborniku se finanéné podilela Jednota ¢eskych matematiki a
fyzikt, pobo¢ny spolek Hradec Kralové.

9"788074"357107




<<
  /ASCII85EncodePages false
  /AllowTransparency false
  /AutoPositionEPSFiles true
  /AutoRotatePages /None
  /Binding /Left
  /CalGrayProfile (Dot Gain 20%)
  /CalRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CalCMYKProfile (U.S. Web Coated \050SWOP\051 v2)
  /sRGBProfile (sRGB IEC61966-2.1)
  /CannotEmbedFontPolicy /Error
  /CompatibilityLevel 1.4
  /CompressObjects /Tags
  /CompressPages true
  /ConvertImagesToIndexed true
  /PassThroughJPEGImages true
  /CreateJobTicket false
  /DefaultRenderingIntent /Default
  /DetectBlends true
  /DetectCurves 0.0000
  /ColorConversionStrategy /CMYK
  /DoThumbnails false
  /EmbedAllFonts true
  /EmbedOpenType false
  /ParseICCProfilesInComments true
  /EmbedJobOptions true
  /DSCReportingLevel 0
  /EmitDSCWarnings false
  /EndPage -1
  /ImageMemory 1048576
  /LockDistillerParams false
  /MaxSubsetPct 100
  /Optimize true
  /OPM 1
  /ParseDSCComments true
  /ParseDSCCommentsForDocInfo true
  /PreserveCopyPage true
  /PreserveDICMYKValues true
  /PreserveEPSInfo true
  /PreserveFlatness true
  /PreserveHalftoneInfo false
  /PreserveOPIComments true
  /PreserveOverprintSettings true
  /StartPage 1
  /SubsetFonts true
  /TransferFunctionInfo /Apply
  /UCRandBGInfo /Preserve
  /UsePrologue false
  /ColorSettingsFile ()
  /AlwaysEmbed [ true
  ]
  /NeverEmbed [ true
  ]
  /AntiAliasColorImages false
  /CropColorImages true
  /ColorImageMinResolution 300
  /ColorImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleColorImages true
  /ColorImageDownsampleType /Bicubic
  /ColorImageResolution 300
  /ColorImageDepth -1
  /ColorImageMinDownsampleDepth 1
  /ColorImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeColorImages true
  /ColorImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterColorImages true
  /ColorImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /ColorACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /ColorImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000ColorACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000ColorImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasGrayImages false
  /CropGrayImages true
  /GrayImageMinResolution 300
  /GrayImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleGrayImages true
  /GrayImageDownsampleType /Bicubic
  /GrayImageResolution 300
  /GrayImageDepth -1
  /GrayImageMinDownsampleDepth 2
  /GrayImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeGrayImages true
  /GrayImageFilter /DCTEncode
  /AutoFilterGrayImages true
  /GrayImageAutoFilterStrategy /JPEG
  /GrayACSImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /GrayImageDict <<
    /QFactor 0.15
    /HSamples [1 1 1 1] /VSamples [1 1 1 1]
  >>
  /JPEG2000GrayACSImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /JPEG2000GrayImageDict <<
    /TileWidth 256
    /TileHeight 256
    /Quality 30
  >>
  /AntiAliasMonoImages false
  /CropMonoImages true
  /MonoImageMinResolution 1200
  /MonoImageMinResolutionPolicy /OK
  /DownsampleMonoImages true
  /MonoImageDownsampleType /Bicubic
  /MonoImageResolution 1200
  /MonoImageDepth -1
  /MonoImageDownsampleThreshold 1.50000
  /EncodeMonoImages true
  /MonoImageFilter /CCITTFaxEncode
  /MonoImageDict <<
    /K -1
  >>
  /AllowPSXObjects false
  /CheckCompliance [
    /None
  ]
  /PDFX1aCheck false
  /PDFX3Check false
  /PDFXCompliantPDFOnly false
  /PDFXNoTrimBoxError true
  /PDFXTrimBoxToMediaBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXSetBleedBoxToMediaBox true
  /PDFXBleedBoxToTrimBoxOffset [
    0.00000
    0.00000
    0.00000
    0.00000
  ]
  /PDFXOutputIntentProfile ()
  /PDFXOutputConditionIdentifier ()
  /PDFXOutputCondition ()
  /PDFXRegistryName ()
  /PDFXTrapped /False

  /CreateJDFFile false
  /Description <<

    /BGR <>
    /CHS <FEFF4f7f75288fd94e9b8bbe5b9a521b5efa7684002000410064006f006200650020005000440046002065876863900275284e8e9ad88d2891cf76845370524d53705237300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c676562535f00521b5efa768400200050004400460020658768633002>
    /CHT <FEFF4f7f752890194e9b8a2d7f6e5efa7acb7684002000410064006f006200650020005000440046002065874ef69069752865bc9ad854c18cea76845370524d5370523786557406300260a853ef4ee54f7f75280020004100630072006f0062006100740020548c002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee553ca66f49ad87248672c4f86958b555f5df25efa7acb76840020005000440046002065874ef63002>
    /CZE <>
    /DAN <>
    /DEU <>
    /ESP <>
    /ETI <>
    /FRA <>
    /GRE <>

    /HRV (Za stvaranje Adobe PDF dokumenata najpogodnijih za visokokvalitetni ispis prije tiskanja koristite ove postavke.  Stvoreni PDF dokumenti mogu se otvoriti Acrobat i Adobe Reader 5.0 i kasnijim verzijama.)
    /HUN <>
    /ITA <>
    /JPN <FEFF9ad854c18cea306a30d730ea30d730ec30b951fa529b7528002000410064006f0062006500200050004400460020658766f8306e4f5c6210306b4f7f75283057307e305930023053306e8a2d5b9a30674f5c62103055308c305f0020005000440046002030d530a130a430eb306f3001004100630072006f0062006100740020304a30883073002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e003000204ee5964d3067958b304f30533068304c3067304d307e305930023053306e8a2d5b9a306b306f30d530a930f330c8306e57cb30818fbc307f304c5fc59808306730593002>
    /KOR <FEFFc7740020c124c815c7440020c0acc6a9d558c5ec0020ace0d488c9c80020c2dcd5d80020c778c1c4c5d00020ac00c7a50020c801d569d55c002000410064006f0062006500200050004400460020bb38c11cb97c0020c791c131d569b2c8b2e4002e0020c774b807ac8c0020c791c131b41c00200050004400460020bb38c11cb2940020004100630072006f0062006100740020bc0f002000410064006f00620065002000520065006100640065007200200035002e00300020c774c0c1c5d0c11c0020c5f40020c2180020c788c2b5b2c8b2e4002e>
    /LTH <>
    /LVI <>
    /NLD (Gebruik deze instellingen om Adobe PDF-documenten te maken die zijn geoptimaliseerd voor prepress-afdrukken van hoge kwaliteit. De gemaakte PDF-documenten kunnen worden geopend met Acrobat en Adobe Reader 5.0 en hoger.)
    /NOR <>
    /POL <>
    /PTB <>
    /RUM <>
    /RUS <>
    /SKY <>
    /SLV <>
    /SUO <>
    /SVE <>
    /TUR <>
    /UKR <>
    /ENU (Use these settings to create Adobe PDF documents best suited for high-quality prepress printing.  Created PDF documents can be opened with Acrobat and Adobe Reader 5.0 and later.)
  >>
  /Namespace [
    (Adobe)
    (Common)
    (1.0)
  ]
  /OtherNamespaces [
    <<
      /AsReaderSpreads false
      /CropImagesToFrames true
      /ErrorControl /WarnAndContinue
      /FlattenerIgnoreSpreadOverrides false
      /IncludeGuidesGrids false
      /IncludeNonPrinting false
      /IncludeSlug false
      /Namespace [
        (Adobe)
        (InDesign)
        (4.0)
      ]
      /OmitPlacedBitmaps false
      /OmitPlacedEPS false
      /OmitPlacedPDF false
      /SimulateOverprint /Legacy
    >>
    <<
      /AddBleedMarks false
      /AddColorBars false
      /AddCropMarks false
      /AddPageInfo false
      /AddRegMarks false
      /ConvertColors /ConvertToCMYK
      /DestinationProfileName ()
      /DestinationProfileSelector /DocumentCMYK
      /Downsample16BitImages true
      /FlattenerPreset <<
        /PresetSelector /MediumResolution
      >>
      /FormElements false
      /GenerateStructure false
      /IncludeBookmarks false
      /IncludeHyperlinks false
      /IncludeInteractive false
      /IncludeLayers false
      /IncludeProfiles false
      /MultimediaHandling /UseObjectSettings
      /Namespace [
        (Adobe)
        (CreativeSuite)
        (2.0)
      ]
      /PDFXOutputIntentProfileSelector /DocumentCMYK
      /PreserveEditing true
      /UntaggedCMYKHandling /LeaveUntagged
      /UntaggedRGBHandling /UseDocumentProfile
      /UseDocumentBleed false
    >>
  ]
>> setdistillerparams
<<
  /HWResolution [2400 2400]
  /PageSize [612.000 792.000]
>> setpagedevice


