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UVODEM

Uvodni slovo k Sestému setkani

V letosnim roce probéhl jiz Sesty ro¢nik konference Ani jeden ma-
tematicky talent nazmar. Pfipomenme si, Ze jde o konferenci, ktera je
tematicky orientovana na talentované zaky v matematice a pfirodovéd-
nych oborech. Jde o dulezitou skupinu zékiu, ktefi v budoucnu budou
hybateli pokroku, a to nejen v nasi republice.

Pokracuje tak zajem setkavat se v komunité lidi, jez sestava z uciteli,
ktefl maji velké zkuSenosti s praci s takovymi zaky, a ucitelt, ktefi se
s touto problematikou teprve seznamuji. Ucastni se ale i lidé, kte¥i uciteli
nejsou, avsSak citi velky vyznam takové prace.

Na konferenci zaznéla fada zajimavych a podnétnych zvanych pred-
nasek. Podstatnéjsi jsou ale prihlasené pfispévky a dilny tcastniki, ne-
bot pravé ty svédéi o praci uciteld s nadanymi zéky. I v letosnim roce ta-
kovéto prispévky byly prezentovany v hojné a kvalitni mire. Jiz tradi¢né
se mezi Ceskymi ucastniky objevili i zahrani¢ni hosté, a to ze Slovenska.

O vyznamu této konference neni zajisté pochyb. O to vic prekvapuje
maly zajem statnich pracovnikd na vSech stupnich administrativy, ktefi
jsou na tuto konferenci pravidelné zvani, mélokdy se ale nékdo z nich
dostavi. V letosnim roce se jedna takova cestnad vyjimka objevila, kdyz
nas prijel informovat feditel jednoho odboru na Ministerstvu Skolstvi,
mladeze a télovychovy o programu Excelence. Tento program podporuje
ucitele a skoly, které vychovaji ispésné fesitele nékterych oborovych sou-
tezi.

Avsak ani zdjem ze strany ucitelt nebyl takovy, nebot z jejich tist
zazniva, ze na své skole se s talentovanym zakem setkavaji ¢im dal tim
méné. Také zaroven jmenuji divody, pro¢ tomu tak je. Nejvétsi problém
vidi v tom, ze existuje mnoho stfednich skol s maturitou a financovani
gkol se déje podle poétu zaki. Skoly tedy snizuji pozadavky na zaky, jen
aby udrzely svoji existenci. Takze se neustale snizuje pocet zaku, ktefi
by museli podévat néjaké vétsi vykony. V tomto se statni instituce pro-
vinuji na vzdélanosti naroda v matematice a prirodovédnych oborech,
ziejmé vsak i v ostatnich oborech. Velmi ¢asto to vypada, Ze o to nemaji
statni instituce vlastné témér zadny zajem. Ponechani veskeré péce na
gkolach samotnych ve formé skolnich vzdélavacich programt rozmélnuje



soustfedénou péci o talentované zaky. Na nasi konferenci zkuseni ucitelé
volaji po zasadni zméné pristupu statnich instituci k této problematice.
A pfitom v minulych letech byl systém vzdélavani talentovanych zaka
velmi dobfte propracovan. Byl podobny souc¢asnym systémtim mnoha vy-
chodoevropskych zemi, hlavné vSak asijskych zemi, které v soucasnosti
dosahuji nejvétsich tispéchi.

O to ucitelé citi vice, Ze neni mozné rezignovat, ze je nutné i na-
vzdory nezajmu statnich instituci vyvijet osobni iniciativu a talentované
zéky neustéle identifikovat a intenzivné s nimi pracovat. A pravé takovy
pristup mé ve svém programu nase konference. Doufejme tedy i nadale
v pozitivni vliv konference Ani jeden matematicky talent nazmar na uci-
tele a postupné i na statni uredniky.

Jaroslav Zhouf



PLENARNI PREDNASKY

Matematicka olympiada — ako na nu a ¢o s nou

Monika Dillingerova, MFF UK Bratislava !

ABSTRAKT. Zaoberdme sa historiou a meniacim sa cielom Matematickej
olympiddy. Uvadzame priklady uloh objavujicich sa v Matematickej olympi-
dde. TieZ poukazujeme na prdcu tvorcu iloh a nekonciacu prdcu ucitela so
zZiakmi.

Niekol’ko slov z historie

V roku 1951 vznikla vo vtedajSom Ceskoslovensku na podnet aka-
demika Eduarda Cecha a pod taktovkou profesora Frantiska Vyéichla
nové matematicka sttaz — Matematickd olympiada (MO). U jej zrodu
stali mnohi vyznamni matematici, ako napriklad Jur Hronec, Miroslav
Fiedler, Josef Novak, Jan Vysin a ini. [1]

Prvy raz sa Matematicka olympidda uskutoc¢nila v skolskom roku
1951/52. Cielovou skupinou Matematickej olympiddy boli spociatku stu-
denti strednych §kol a tlohou olympiddy bola podpora a vyhladdvanie
matematickych talentov. Hned od poc¢iatku boli vytvorené dve kategdrie
A a B. Kategéria B sluzila studentom prvych dvoch ro¢nikov strednej
Skoly. Pri zmenach dlzky trvania strednej gkoly (3ro¢éna, resp. 4roéna)
sa rozsirovalo a zuzovalo zameranie kategérie A na 1 alebo 2 posledné
ro¢niky strednej skoly. Uz o dva roky po jej vzniku, v skolskom roku
1953/54, sa zriadili nové kategérie C a D. Kategéria C vyselektovala
z povodnej kategdrie B studentov prvého rocnika strednej skoly a pri-
pravila ich veku a vedomostiam primerané tulohy. Kategéria D mala za
ciel predstavit Matematick olympiddu ziakom zakladnych §kol. V reéi
vtedajsich §kol to bolo: Kategéria D pre posledny ro¢nik ,,osemroceniek®,
kategorie C, B, A po rade pre 9., 10., 11. ro¢nik Jednotnej strednej skoly.
Kategoria D poskytovala moznost objavit talenty, zacat pracovat aj so
ziakmi na zakladnych Skolach a predstavif im o nieco zlozitej$iu mate-
matiku.

Le-mail: dillingerova@fmph.uniba.sk



V roku 1959 bola usporiadand prva medzinarodnd matematicka olym-
pidda, vtedy za ticasti matematickych talentov zo 7 krajin. Byt v prvej
polovici ztidastnenych krajin v tej dobe znamenalo stupne vitazov. Dnes
sa stale drzime v prvej polovici ztcastnenych, no uz to nie si stupne
vifazov ba ani nie $pic¢ka. V dnesnej dobe sa totiz IMO (Medzindrodnej
matematickej olympiady) zGcastiiuje viac ako 100 krajin. Celosvetovy
vyvoj poctu sutaziacich studentov aj udelenych medaili je viditelny na
obr. 1. [2]

Pocet sutaziacich

6001 Siver medsl
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Obr. 1

A7 o neuveritelnych 10 rokov po vzniku MO vzniklo i prvé sistredenie
pre najlepsich 28 olympionikov. I$lo o prvé rozsirenie prace s talentami.

Ze bola olympiada vzdy otvorena pre mladsich Ziakov, dokazuje aj
uspech Bohusa Sivaka na jej 14. ro¢niku, kedy sa tento vtedy ziak za-
kladnej skoly prebojoval az na medzindrodna olympiddu a tam ziskal
3. cenu. Rovnako i dnes mozu Ziaci stutazit vo vyssich kategéridch a nie
nutne postupne vo vSetkych po nejaka troven. Suvisi to i s terminmi,
ktoré st pre niektoré kategdrie spolocné.

V roku 1969 sa kategdria D premenovala na Z a zaroven sa na 2 roky
zru$ila kategoria C. ISlo o akysi pokus spojit prvy a druhy ro¢nik stred-
nych kol a poskytnut im spolo¢né tlohy. Kratkost trvania tohto pokusu
naznacuje, ze nebol prijaty verejnostou a nepriniesol zelané vysledky —
zvysSenie irovne matematického myslenia ziakov prvého roc¢nika stred-
nych skol.

Korespondenény seminar Ustredného vyboru MO (resp. neskor Ko-
respondencny seminar Slovenskej komisie MO) vznikol ako forma syste-
matickej pripravy vytipovanych ziakov az v roku 1974.

A7 v osemdesiatych rokoch minulého storoc¢ia vznikaju pre ziakov jed-
notlivych roénikov zdkladnych kol kategérie Z5, 76, 77, 78, Z9. Podla

8



existencie — neexistencie 9. roénika ZS sa posuva posledna kategéria.
Nakolko najnizsia kategéria plni aj Gcel poukdzania na dobrych mate-
matikov na prvom stupni zakladnych skél, vznika na Slovensku aj katego-
ria Z4. Vysledky sttaze sa ¢asto pripoéitavali k vysledkom prijimacich
testov do prvého roc¢nika osemrocnych gymnazii, kam sa hlasili prave
ziaci 4. ro¢énika ZS. Po zmene v roku 2010, odkedy sa na osemroéné
gymnazia hlasia uz iba ziaci 5. ro¢nika, bola tato kategéria zrusena.

Napriek rozdeleniu Ceskoslovenska na dva zvrchované celky Matema-
tickd olympidda zostéva i po roku 1993 jednotné. Znamena to, ze ¢eski i
slovenski ziaci, az na drobné upravy, riesia identické tlohy. Stutazné kola
prebiehaji v oboch republikdch v rovnakom ¢ase. Pripravit tlohu, ktora
je vhodna pre napr. Siestaka v oboch krajinich, znamena okrem iného
i hladat prienik ich spoloénych vedomosti. Napriklad zaporné ¢isla sa
v Cesku objavujt v Stdtnom vzdeldvacom programe v 6. roéniku, ale na
Slovensku az v 8. ro¢niku.

Ciel Matematickej olympiady

Ako uz je spominané aj vyssie, prvoradym cielom MO bolo vyhladéa-
vanie talentov. V priebehu svojej existencie sa MO stala jednou z naj-
masovejsich stfazi a postupne sa prisposobovala jednotlivym generaciam
rieSitelov. Ked si vezmeme tlohy niektorého zo starsich ro¢nikov kategd-
rie Z, zistime, Ze dnesnym detom by sme ich nemohli zadat. Napriklad:

XXIX. ro¢nik MO, tloha Z-I-1. Je dany Stvorec ABCD so stranou
dlzky 2. Na jeho stranach AB, BC', CD, DA st postupne zvolené body
K, L, M, N tak, ze |AK| = |BL| = |CM| = |DN| = z. Vyjadrite
obsah stvorca K LM N pomocou x. Pre ktoré x je obsah stvorca K LM N
najmensi? [3]

Tato tloha svojou vSeobecnostou a v rdmci nej hladanim minima,
presahuje dnesné moznosti ziaka.

XXXI. ro¢nik MO, tloha Z-II-2. Stc¢et podielu a stuc¢inu dvoch pri-
rodzenych cisel p, ¢ je 30. Urcte vsetky dvojice ¢isiel s uvedenou vlast-
nostou. [4]

Ak by sme ju dnes zadali nasim deviatakom, ihned by sme mali aj
pripomienky ucitelov o nerieSitelnosti bez vyssich vedomosti. Obe cito-
vané tlohy st pre dnesnych ziakov prili§ fazké. St na to dva zdvazné
doévody.



Prvym je, ze sa MO stala tak rozsirenou, ze ucitelia nadobudli do-
jem, Ze by ju v kazdej triede mal niektory ziak vediet vyriesit. To je
spojené i s predstavou, ze Matematicka olympidda nesmie v zadani pre-
kro¢if ramec uciva odporicany v Statnom vzdeldvacom programe pre
konkrétnu triedu, resp. kategériu. Takto sa uz do MO hlasi kazdy jed-
notkar. Niektory dobrovolne, niektory nasilu. Ale ziaden, ¢est vynimkam,
nemaé zaujem sa naozaj ucit nie¢o nové. Takto sa potom MO zacastiiuje
sice $picka ndroda, no zdroven velmi Sirokd Spicka.

Druhy dovod st samotni Gi¢astnici a ich pocity po sutaznych kolach.
Ocakévaju, ze jednotkari budt tspesni. Ale maf talent nie je to isté ako
byt jednotkar. Ak by sme nastavili latku vysoko, znamenalo by to skla-
manie drvivej viicSiny sttaziacich. Obava z ekvivalencie ,sklamanie =
odmietanie stufazif v budtcnosti“ sa pretransformovala do ciela urobit
vej komisie ¢i SK MO. Po okresnych, krajskych kolach sa casto ucitelia
vyjadruji pisomne k nadsadenej obtiaznosti jednotlivych kategdrii. Po-
daktori dokonca chct riesit hned a okamzite telefonicky svoju staZnost.
Zatial som sa vSak osobne nestretla s pochvalou niektorej kategérie MO.
Viedlo nés to ku schéme, ktort sa v rdmci tlohovej komisie Z (pre kate-
gorie Z5—-79) snazime uplatiiovat. V sttaznom kole musi byt jedna tloha
lahké, aby poskytla pocit dobre vykonanej prace vsetkym. Jedna tloha
mé byt fazka, aby dokdzala vyrobit poradie najlepsich. Tretia (pripadne
aj Stvrtd) by mali byt nieCo medzi. Nie vzdy sa to podari, nie kazdy
rocnik ziakov je rovnako silny ¢i slaby.

Na zéklade uvedeného sa ciel MO pre zékladné skoly pretransformo-
val na niekolko cielov:

Objavit najlepsich matematikov.

Poskytnut dobrym (vybornym) Ziakom pocit tispechu.

Ulohy tvorif v sulade s SVP.

V tlohéch poskytnut riesitelom netradi¢ny, novy pohlad na vec.
Kazd4 pouzité tloha musi byt autorskd, teda doteraz nepublikovana,
mé svojho konkrétneho autora a rieSitelia nemali moznost sa s Tiou
dopredu stretnat.

Napliianie cielov stvisi aj s kategériou a kolom sttaze. V tab. 1 uvé-
dzame strucny prehlad kol, orientacne termin konania a tiez ¢as posky-
tovany rieSitelom na vypracovanie rieseni.

Stufaz zadina tlohami doméaceho kola. V ramci doméceho kola je
mozné zadavat pracnejsie, asovo naroc¢nejsie tllohy. Riesitelia na ne maju
3-6 mesiacov ¢as, a mozu teda experimentovat ¢i pracovat s novymi defi-
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niciami, uhlom pohladu a pod. Mali by sa aspon tymto spésobom naucit
niec¢o nové. Niekedy je fazsie opisat rieSenie ¢i ako k nemu dospiet, nez
vyriesit tlohu. V Matematickej olympidde je nutné napisat, ako ziak
rozmyslal, ako pokracoval a nakoniec dospel k rieSeniu. VSetky kroky
dusevnej prace by mali byt opisané. A to je velmi tazké.

Kate | Prvé kolo Druhé kolo Tretie kolo
géria | domace okresné krajské
uloh | cas termin tuloh | ¢as | termin | iloh | ¢as | termin
Z5 |6 3 mesiace |December |3 2 h|Januar |- - |-
76 |6 6 mesiacov | Marec 3 2 h|April |- - |-
Z7 |6 6 mesiacov | Marec 3 2 h|April |- - |-
78 |6 6 mesiacov | Marec 3 2 h|April |- - |-
79 |6 3 mesiace |December |4 4 h|Januar |4 4 h|Marec

Tab. 1

Majme tlohu o dvoch defoch, Petrovi, Anicke a koSiku s parnym
poétom jablk. Nésledne po niekolkych tivahich zistime, ze Peter vybral
z kosika 5 jablk. V realnej skolskej matematike z toho nerobime este Zia-
dne zavery. No v MO sa ziadaju. Oc¢akavame uvahy a zapisy na niektorej
z nasledujtcich drovni:

e Peter mé 5 jablk, ale nakolko tam bol parny pocet jablk, malo by
aspoil jedno jablko zostat v kosi, alebo si ho (ich) vzala Anicka.
o Urcite este nejaké jablka — jablko musia byt. Sti¢et jablk, ktoré zostali

v kosiku a ktoré si vzala Anicka, musi byt neparny.

Toto je zaciatok spravnej argumentacie a tvorby zdverov, ¢innosti
potrebnych v dalsich kategdriach, a tiez na Medzindrodnej matematickej
olympiade. V prvom tvrdeni navyse ziak uvazuje este nedosledne, kedy
sa zamysla iba nad modelom Anicka si nevzala ni¢ — Anicka si vzala
vSetky zvy$né. Az druhé tvrdenie upresnuje, Ze ide o stavy, ktoré mozu
nastat stcasne. Ak chce ucitel od svojich ziakov ziskatf riesenie napi-
sané uvedenym spdsobom, stoji na zaciatku dlhej strastiplnej cesty. Pre
tlohovii komisiu obdoba tejto cesty zac¢ina vymyslanim a vyberom tloh.

Tvorba tloh

Ulohové komisie SR a CR maji na starosti vytvorif tlohy pre Zia-
kov zakladnych skol. Dvakrat rocne sa za tymto ucelom stretavaji na
spolo¢nom zasadnuti. Poziadavky na dobru tlohu, vhodna pre MO, vy-
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chadzaju zo samotnych cielov MO. MoZeme ich vymedzif nasledujicim
spdsobom:

e Nikto nesmie tilohu poznat, tiloha nie je publikovana. Zelanym dosled-

kom je, ze vSetci ziaci maju rovnaké Startovné pozicie.

e Uloha nema byt ako stovky inych v uéebniciach — mala by sa nie¢im
odligovat.
Uloha by mala riesitelom priniest alebo od nich pozadovat nie¢o nové.
Uloha by mala byt riesitelna viacerymi sposobmi.
Viac ako jedno riesenie je povolené a vitané.
Riesitelia potrebuju skolské znalosti a logiku.
S tymito premisami pristupuji ¢lenovia tlohovej komisie k svojej
praci. Pocdas jesenného zasadnutia sa snazia vytvorit pre doméce kolo
vhodné Sestice tilloh. Zaroven uz poskuluju po pripadnych dalsich tlohach
do sttaznych kol. Nepisanym zdkonom je, Zze v Sestici sa méa objavit
aspon jedna, ale najviac dve geometrické ulohy. Vyberaju sa aj témy,
ktoré by mohli mat v stifaznom kole svoje pokracovanie. Ak sa definuje
nejaky novy objekt, prave v doméacom kole je ¢as podrobnejsie sa s nim
oboznamit, experimentovat. ..

Na jarnom zasadnuti potom tvoria ¢lenovia tlohovej komisie trojice —
Stvorice sufaznych dloh. Deti by nemali pouzivat pri ich rieseni ziadnu
techniku. Stfazi sa v tom, ¢o maju v hlave, nie ¢o maji vo vrecku.
Okrem uz spominanej obtiaznosti tloh st dalsimi atribatmi nadvéiznost
a matematicky obsah. V trojici sa tak urcite objavi jedna geometricka
uloha. Ak bola v domécom kole tloha, v ktorej sa pracovalo s novou
definiciou (optimistické ¢islo, rodné ¢islo, rodinka ¢isel a pod.), tu sa
s definiciou a vlastnostami definovaného objektu pracuje dalej.

Letak

Letak, tak ako sa dostéva v septembri na skoly, poskytuje samozrejme
jednotlivé tdlohy priradené kategériam. Ucitelovi, ktory uci iba napr.
v Siestom roéniku, sa vSak vyplati precitat si ho cely. Casto sa totiz
stava, ze sa v letdku objavi séria uloh naprie¢ kategériami. Takato sé-
ria pozostava z TahSich a fazsich dloh. Ak teda potrebuje ucitel najst
niec¢o jednoduchsie, nieco zlozitejsie, moze pouzit tlohu nizsej ¢i vyssej
kategodrie. Ak jeho Ziaci su okrajovou kategériou, stale mu takato séria
poskytuje navod na mozné rozsirovania a zjednodusovania témy. Jednou
takou sériou boli napriklad dlohy 58. ro¢nika MO. V kategdrii Z5 sa
objavila najjednoduchsia a v kategorii Z8 najzlozitejsia forma ulohy.
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75 Klasické hracia kocka sa kotulala naznace-
nym smerom po plane na obr. 2. Pri jej po-

hybe na kazdom policku ostali otlacené bodky ‘ ‘
zo steny, ktorou sa planu dotykala. Stcet vset-

kych bodiek otladenych na plane bol 23. Kolko

bodiek bolo otla¢enych na zafarbenom policku?
(Klasické hracia kocka mé na stendch bodky 1,

2, ..., 6 umiestnené tak, ze sucet poctu bodiek

na protilahlych stendch je 7. Plan pozostava Obr. 2
zo $tvorcov, ktoré st rovnako velké ako steny

kocky.) [5, s. 6]

Uloha bola postavend na troch zakladnych principoch. Prvym bola
klasicka hracia kocka a umiestnenie bodiek na jej stenach. Druhym bolo
prevalovanie kocky po vyznacenom plane. Tretim bolo objavenie dvojic
poli¢ok, na ktorych bude stucdet otlacenych bodiek rovny 7. Odtial uz sa
dalo lahko zistit, Ze sa autor tlohy pyta na dve bodky. Pre kategoriu Z6
doslo k stazeniu dvoch tychto principov a pridanie stvrtého. Prvym bolo
umistnenie ¢sel na kocke. Siestaci zaciatkom Skolského roka preberali
delitelnost a tato tému sme sa rozhodli podporif pouzitim prvodisiel.
Druhy pozmeneny princip je zozlozitenie planu tak, aby neboli dvojice
policok s konStantnym suctom zjavne viditelné. Zaroven sme z ulohy
s konkrétnym siuc¢tom urobili ilohu na minimum.

Z6 Na kocku sme na kazdu stenu napisali
prvocislo mensie ako 20. Potom sme zistili,
ze sucet kazdych dvoch cisel leziacich na pro-
tilahlych stendch je vzdy rovnaky. Kocku sme

polozili na prvé policko planu na obr. 3 ste- ‘ ‘
nou s najmensim ¢islom nadol. Potom sme
ju kotulali naznadenym smerom po pléane.
Pri kazdom dotyku kocky s planom sme na
policko planu napisali ¢islo, ktorym sa ho
kocka dotkla. Ktorym ¢islom sa kocka dotkla
zafarbeného policka planu, ak stucet vsetkych
napisanych ¢isel bol najmensi mozny? (Plan
pozostéva zo $tvorcov, ktoré st rovnako velké
ako steny kocky.) [5, s. 9]

Obr. 3
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Siedmy ro¢nik z nasho pohladu bol rovnako daleko v uvedenych té-
mach, preto sme pouzili ilohu ako pre Siesty roc¢nik, no otazku sme
zmenili na maximum.

Z'7 Na kocku sme na kazd stenu napisali prvocislo mensie ako 20. Potom
sme zistili, Ze stcéet kazdych dvoch &isel leziacich na protilahlych stendch
je vzdy rovnaky. Kocku sme polozili na prvé policko planu na obr. 3
stenou s najviésim ¢islom nadol. Potom sme ju kotalali naznacenym
smerom po plane. Pri kazdom dotyku kocky s planom sme na policko
napisali ¢islo, ktorym sa kocka planu dotkla. Ktorym ¢islom sa kocka
dotkla zafarbeného policka planu, ak sucet vsetkych napisanych ¢isel bol
najvicsi mozny? (Plan pozostava zo Stvorcov, ktoré st rovnako velké ako
steny kocky.) [5, s. 10]

Poslednou kategdriou, ktora pracovala s nasou kockou, bola Z8. Je-
dind zmena bola vo forme otazky. Vratili sme sa sice k jednoduchsi-
emu celkovému sti¢tu napisanych ¢isel, no zaroven sme postavili zdporntu
otézku. Tato predlzila postup riesenia o jeden délezity krok.

Z.8 Na kocku sme na kazdu stenu napisali prvoc¢islo mensie ako 20. Potom
sme zistili, ze stcet kazdych dvoch ¢isel leziacich na protilahlych stendch
je vzdy rovnaky. Kocku sme polozili na prvé policko planu na obr. 3.
Nasledne sme ju kotulali naznadenym smerom po plane. Pri kazdom
dotyku kocky s planom sme na policko planu napisali ¢islo, ktorym sa ho
kocka dotkla. Ktorym ¢islom sa kocka planu nedotkla, ak stacet vsetkych
napisanych ¢isel bol 867 (Plan pozostava zo Stvorcov, ktoré st rovnako
velké ako steny kocky.) [5, s. 12]

Redlne mozeme z uvedeného teda hovorif o tlohe na:

1. umiestnenie ¢isel na steny kocky

prevalovanie kocky po plane

3. hladanie jednotlivych ¢isel na zdklade znalosti vlastnosti suc¢tu, alebo
suctu samotného

4. interpretaciu vysledkov

N

Praca ucitela

Préaca ucitela s MO nie je iba priniest zadanie, pozbierat a ozndm-
kovat riesenia a poslat deti na sufaz. Uditel, ktory to takto robi, asi
nemé vela tspesnych riesitelov. Dobry ucitel si okrem toho najprv vyriesi
vsetky ulohy z letdku. Pri ich zadavani komunikuje so ziakmi o tlohéach.
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Pocas ziackej tvorby odpovedi komunikuje o ich rieseniach, iispechoch a
netspechoch. Aby sa ziakom lahsie napredovalo, tvori pre nich ndvodné
ulohy. Opit komunikuje o rieSeniach, teraz navodnych tloh. Potom do-
stane riesenia tloh doméceho kola a okomentuje svoje hodnotenia. Vy-
borny uditel eSte pripravi mozné pokracovania tém a preberie ich so
svojimi olympionikmi.

Vytvorit dobrit ndvodnt tilohu je tvoriva praca, ktord mé svoje pra-
vidla. Popisujeme ich v starSom clanku:

,Nez vytvorime navodni tlohu, mali by sme si ozrejmit, ¢o vSetko
poskytuje ziakovi text jej zadania a samozrejme je potrebné ju vyriesit
podla moZnosti ¢o najvia¢sim moznym poctom spdsobov. Potom sa po-
kuSame na zdklade predchadzajtcich ¢innosti roztriedit proces rieSenia
do nasledujucich styroch kategdrii:

1. Pojmy a fakty vystupujtice v zadani tlohy

Procesy a operacie (postupy) vystupujice v zadani tlohy

Pojmy a fakty vystupujice v samotnom rieseni tlohy

Procesy a operacie (postupy) vystupujice v samotnom rieseni ulohy
Pritom sa vzdy moze jednat o

A. nové,

B. staré a zname

pojmy, fakty, procesy a operacie. V neposlednom rade z hladiska
riesenia tlohy moze byt nédvodna tloha
a. varovna,

b. usmernujuca,
c. prezradzajaca.“ [6]

= 0N

Dobre vytvorené navodné tlohy st vdaka moznosti nastavenia svojich
atributov §ité konkrétnym ziakom na mieru. Pri ich tvorbe casto ucitel
objavi, ktorym smerom by sa tiloha mohla dalej uberat. Ulohy zada teda
ziakom, rozobera s nimi ich riesenia. V istom momente je domace kolo
vyrieSené, vyzbierané. Ucitel zdanlivo ma ”po praci”. V skutocnosti sa
jeho praca znova zaéina pred dalsim kolom stfaze. Ziaci si uZ nepami-
taju, aké boli tie ilohy z doméceho kola. Tesne pred sufazou je dobré
pripomenuf ich hlavné myslienky, pripadne skusit daf ziakom vyriesit
podobné a o niec¢o tazsie tlohy. V najlepSom pripade potom ziaka na
sttaznom kole ni¢ neprekvapi.

V der stitaze potom zviicésa aktivny uditel je stcastou komisie, dozoru
alebo aspon doprovodu ziakov. Takto sa najrychlejsie dostane k textom
uloh. Ak sa mu ziadna z tychto funkcii neusla, potajme striehne, kedy sa
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objavia zadania volne dostupné na internete. Hned ich stahuje a pusta sa
tlohy riesit. Nasledne po publikovani rieseni si stiahne aj tie a kontroluje
svoje postupy. Pritom sa stretne niekedy aj s postupmi, ktoré sa od tych
jeho lisia. Vela tloh je totiz za pouzitia matematického modelu a sily
algebry, geometrie jednoduchych ako facka. No zaujimavé je aj, ¢i ich
vie svojim matematickym aparatom vyrieSit aj ziak prislusného roc¢nika
zakladnej skoly.

Ked sa ziaci vratia zo stutaze, uéitel uz ziari poznanim a pyta sa:
,Kolko ste vedeli? Ako vam to vySlo?“ Ten lepsi sa spyta aj: ,,Ako si
postupoval? Co si tam k tomu napisal?“ Zaéina nové kolo komunikacie
o ulohach a ich rieseniach. ..

Zaver

Na&s ¢lanok sa snazil prejst od fylogenézy Matematickej olympiady
ako sttaze k ontogenézy jednoho jej ro¢nika. Pritom sme sa zamerali
na ciel MO, tvorbu jej Gloh a pracu ucitela. Poukdzali sme na to, ¢o
poskytuje letdk MO, ako tvorif navodné tlohy.

Jednoznacéne by MO nemohla existovat bez zodpovednych Tudi, ktori
pripravuju tlohy, bez tych, ktori ju organizacne zabezpecuji. Najdoélezi-
tejsim ¢initelom pre vyhlad4vanie talentovanych Ziakov sa vSak ukazuje
praca ucitela matematiky priamo na skole. Na pripravu ziakov na MO
ukrajuje zo spolo¢ného ¢asu vyuky vSetkych, z vlastného volného casu
a mnohi dokoncia tvoria poobednajsie kruzky matematiky pre svojich
ziakov.
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Vysledky ¢eskych zaku v Setieni TIMSS a PISA
Vladislav Tomagek, CSI Praha !

ABSTRAKT. Ceskd republika se wicastni projektu TIMSS, ktery sleduje mate-
matické védomosti Zdki proniho a druhého stupné ZS, od roku 1995, a projektu
PISA, ktery zjistuje tiroveri matematické gramotnosti patndctiletych Zdakid, od
jeho pocdtku v roce 2000. V uplynulém obdobt jsme pozorovali klesajict trend
urovné matematickych védomosti a dovednosti ceskych Zaku u vsech sledova-
nych vekovych kategorii. Pokles prumérného vysledku se také projevil sniZenim
podilu Zaku s nejlepsimi vysledky v matematice. V poslednim Setreni TIMSS
2011 jsme zaznamenali statisticky vyznamné zlepSent ceskiych Zaki 4. rocniku
oproti roku 2007. S napétim proto muzeme ocekdvat, jaky bude vysledek pat-
ndctiletych Zaki v Setreni PISA 2012.

Mezindrodni projekt TIMSS zjistuje matematické a piirodovédné
znalosti a dovednosti zakt 4. a 8. ro¢nikt povinné skolni dochazky. Jedna
se o projekt asociace IEA (International Association for the Evaluation
of Educational Achievement), ktery se od roku 1995 pravidelné opakuje
ve Etyfletych cyklech. Ceska republika se do néj zapojila v letech 1995,
1999, 2007 a 2011, v roce 2003 se do Setfeni nezapojila. [4] PISA je pro-
jektem OECD a zjistuje troveni ¢tendiské, matematické a prirodovédné
gramotnosti patnactiletych zaki, tedy zakt na konci povinné skolni do-
chazky. Prvni Setfeni se uskutecnilo v roce 2000 a opakuje se kazdé tri
roky. Ceska republika se zapojila do viech dosavadnich Setieni. Soucasna,
Setfeni obou projekt® TIMSS 2011 a PISA 2012 realizuje Ceska $kolni
inspekce v ramci projektu Kompetence I spolufinancovaného Evropskym
socidlnim fondem a stdtnim rozpoétem Ceské republiky.

V Setfeni TIMSS 2011 méli cesti zaci 4. rocniku nadprimeérny vysle-
dek v matematice (511 bodi) i v ptirodovédé (536 bodu). [2] Vysledky
zemi jsou pro oba pfredméty prezentovany na skalach TIMSS, které byly
zkonstruovany na zakladé Setfeni TIMSS 1995 tak, Ze mezinarodni pri-
mér odpovidal hodnoté 500 bodt a smérodatna odchylka byla 100 bodi.
Tyto univerzalni skaly nam umoznuji sledovat trend ve vysledcich jed-
notlivych zemi v ¢ase. Na obr. 1 je zachycen trend ve vysledcich ceskych
zékt 4. ro¢niku.

Le-mail: vladislav.tomasek@csicr.cz
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Obr. 1: Trend ve vysledcich ¢eskych zaka, 4. roénik

Bohuzel mame k dispozici pouhd tfi méfeni, a nevime proto, jak se
pramérné vysledky meénily mezi roky 1995 a 2007. V matematice jsme
v roce 2007 zaznamenali velky propad v primérném vysledku. Prestoze
se vysledek CR od roku 2007 statisticky vyznamné zlepsil, zlistavame
zemi s nejvétsim propadem od roku 1995.

Co znamena velké zhorSeni primérného vysledku v matematice, vi-
dime z profilu vysledkt zaku (obr. 2) znazornéného pomoci hodnot raz-
nych percentili.
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Obr. 2: Porovnani profila vysledku ¢eskych zaku v matematice v Case, 4. ro¢nik
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Od roku 1995 do roku 2007 se vyrazné zhorsil vysledek vSech skupin
zakt, nejveétsi pokles pritom pozorujeme u zaka s nejlepsimi vysledky.
Profil vysledki ceskych zakid v roce 2011 méa pfiblizné stejny charakter
jako v roce 2007, zhruba stejné zlepsSeni prokazali vSechny skupiny zaki,
od téch nejslabsich az po zadky s nejlepsim vysledkem v matematice.
7 obr. 2 je patrné, ze pretrvava propad zejména ve vysledku lepsSich
zakl, znamena to, ze se vyrazné snizil podil ceskych zaka s vybornymi
znalostmi z matematiky.

V obr. 3 je porovnan profil vysledku ¢eskych zékia v Setfeni TIMSS
2011 s profily vysledktu zakt nékterych evropskych zemi a Singapuru,
ktery dosahl nejlepsiho vysledku.
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600 — (oska rep.
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550
Nizozemsko
500 - .
Singapur
450 == Slovensko
400
350

5. 10. 25. 50. 75. 90. 95.  percentil

Obr. 3: Profily vysledku zaku Sesti zemi, TIMSS 2011 — matematika

Profil vysledka c¢eskych zaka se nejlépe shoduje s profily zakt z Ra-
kouska a ze Slovenska. Pfiblizné ¢tvrtina slovenskych zéku s nejslabsimi
vysledky vykazuje horsi vysledek nez stejna skupina ceskych zakt, jinak
se profily vysledki obou zemi témér prekryvaji. Vyraznéjsi rozdil je pa-
trny mezi profily vysledkt ceskych a madarskych zékt. Madarsko vyka-
zuje ze skupiny vybranych zemi nejvétsi rozdily mezi vysledky nejslabsich
a nejlepsich zakt. Opac¢nym piikladem je Nizozemsko — nejmensi rozdil
mezi hodnotami patého a devadesatého patého percentilu. Nejslabsi ni-
doevropskych zemi a témér se vyrovnaji stejné skupiné singapurskych
zak.
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Klesajici trend ve vysledcich ceskych zakt v matematice byl také
pozorovan v Setfeni TIMSS u zdkt 8. ro¢niku (obr. 4a) a rovnéz u pat-
néctiletych zaka v Setfeni PISA (obr. 4b).

—t— 8. rocnik =@ 4, rocnik
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Obr. 4: Trend ve vysledcich ¢eskych zakti v matematice

Primeérny vysledek ceskych zakt 8. ro¢niku v matematice poklesl
nejvice ze vsech zemi do roku 1999, zde urcitou roli sehralo prodlou-
zeni zakladni Skoly z osmi na devét let a pfesun ¢asti uciva do vyssich
ro¢nikt. Do roku 2007 doslo k dalsimu poklesu, ktery vsak nebyl tak
vyrazny jako u zakit prvniho stupné. [1] Protoze se CR nezapojila do
Setfeni TIMSS v roce 2003, nemame informace o vyvoji v tomto mezi-
dobi. Projekt PISA méa odlisné pojeti testované oblasti, pfesto od roku
2003, kdy byla matematickd gramotnost hlavni testovanou oblasti, po-
zorujeme klesajici trend v primérném vysledku ceskych zakt podobné
jako v Setreni TIMSS. V roce 2012 byla matematickd gramotnost opét
hlavni oblasti, vysledky vsak budou zverejnény v prosinci 2013. Zatim
se proto mizeme pouze dohadovat, zda dojde k dalsimu zhorSeni, nebo
zda se klesajici trend zastavi.

Podivejme se, jak se klesajici trend priimérného vysledku ceskych
zéku promitl do zmény profilu jejich vysledkti v matematice. Na obr. 5
jsou pomoci vybranych percentilt znazornény profily vysledka zaka 8. roc-
niku pro t¥i Setfeni TIMSS, do kterych se CR zapojila, a pro tii Setfeni
PISA v oblasti matematické gramotnosti patnéctiletych zaku.

Od roku 1995 do roku 1999 se v Setfeni TIMSS u zaku 8. ro¢niku
snizily hodnoty vSech uvedenych percentilti s tim, Ze o méalo vétsi zhorseni
pozorujeme v dolni poloviné spektra (u slabsich zékt). Do roku 2007 pak
doslo k mirnéjsimu zhorseni s tim, Ze se tentokrat o malo vice zhorsili
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zaci dosahujici lepsich vysledkt. Profil vysledkt zaku 8. ro¢niku z roku
2007 ma piiblizné stejny prubéh jako profil z roku 1995, ale hodnoty
percentili jsou nizsi pfiblizné o 40 bodi na skale vysledkta TIMSS.
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Obr. 5: Porovnani profilu vysledku ¢eskych zakt druhého stupné v matematice
v Case

Profil Grovné matematické gramotnosti patnactiletych zaka v pro-
jektu PISA se ménil méné nez v projektu TIMSS. Jistou roli zde muze
sehravat kratsi cyklus (3 roky misto 4) a polovi¢ni sledované obdobi. Od
roku 2003 do roku 2006 doslo k poklesu Grovné matematické gramotnosti
u zakid s horsimi vysledky — asi dolni ¢tvrtina, u zbyvajici ¢asti spektra
se profil prakticky nezménil. Naopak od roku 2006 do roku 2009 se zaci
s nejslabsim vysledkem jiz dale nezhorsili (pfiblizné dolni pétina), ale
hodnoty percentilii poc¢inaje 25. se snizily, zhorsili se tedy zaci s prameér-
nym a dobrym vysledkem.

V projektu PISA je pro kazdou testovanou oblast definovano Sest
urovni zpusobilosti, kterych mohou zaci dosdhnout. [3] Tabulka 1 uvadi
zastoupeni zdkl s velmi dobrym vysledkem (¢tvrta a vyssi Groven zpi-
sobilosti) v jednotlivych oblastech testovani pro rtzné typy studia (za-
kladni skola, gymnézium viceleté, gymnazium c¢tytleté, stredoskolské od-
borné obory ukonc¢ené maturitni zkouskou a nematuritni stfedoskolské
obory).

Podle ocekavani je nejvyssi podil zak s velmi dobrym vysledkem
alespont v jedné oblasti testovani na gymnéziich, pfesto povazuji podil
18 % zakt viceletého gymndzia, ktefl nedosahli ¢tvrté trovné v zadné ze
t¥1 oblasti, za prili§ vysoky. Vétsina téchto zakt na vybérovou vSeobecné
vzdélavaci skolu nepatii.
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Zastoupeni zakt (%)
Oblast CR VA Gv G4 | SSmat | SSnemat
zadné 74,5 | 88,3 | 18,5 | 23,7 72,5 97,4
jen Cteni 1,6 0,9 1,6 6,6 2,4 0,0
jen matematika 4,2 2,3 8,5 4.4 7,0 1,9
jen prirodni védy 2,4 2,5 2,1 3,7 2,9 0,5
Cteni + matematika 1,3 0,3 3,3 6,1 1,7 0,0
¢teni + prirodni védy 1,2 0,8 1,6 5,3 1,1 0,3
mat. + prir. védy 4,9 2,6 | 12,5 | 11,9 6,6 0,0
vsechny t¥i 10,0 2,3 | 51,9 | 38,3 5,8 0,0

Tab. 1: Z4ci s velmi dobrym vysledkem podle typu studia, PISA 2009

V Ceské republice je piiblizné 20 % zaki, kteii dosahli alespoti étvrté
urovné zpusobilosti v matematické gramotnosti. Na zakladni skole tito
Zaci tvori priblizné 7 %, na viceletém gymnéziu 76 %, na ¢tyfletém gym-
naziu 61 %, ve stiedoskolskych odbornych oborech ukonc¢enych maturi-
tou jich je 21 % a v nematuritnich oborech asi 2 %.
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Program Hodnoceni zZiaku a Skol podle vysledku
v soutézich — Excelence stirednich Skol

Michal Urban, MSMT, Praha®

ABSTRAKT. Cldnek krdtce informuje o tzv. programu Excelence strednich skol,

a to hlavné o jeho vyznamu, cilech a mozZnostech vyuziti. Také uvddi statistiku

uddavagici pocet zapojenych kol a vynaloZené castky na projekt.

V roce 2011 Ministerstvo gkolstvi, mladeze a télovychovy (MSMT)
vyhlésilo pilotni rozvojovy program Hodnoceni zakti a Skol podle vy-
sledkt v soutézich — Excelence stiednich $kol (déle jen program), jenz
mél za cil:

podporu zvysovani kvality a rozsifovani péce o talentované stredo-
skolské zéky, ktefi jsou schopni dosahovat vynikajicich vysledkt
posileni zadjmu a motivace zakt, pedagogickych pracovniku a skol
vzhledem k tcasti v soutézich a prehlidkach, a tak zvysovani vé-
domostni trovné zakl nad ramec skolnich vzdélavacich programu
podporu zajmu zakt o prirodovédné, technické a dalsi vybrané
predméty a vytvareni predpokladii pro pripravu dostatecného po-
¢tu Spickovych odborniki v preferovanych oborech

podporu aktivit pedagogickych pracovnikti zamérenych na zaky,
v jejichz silach je schopnost dosahovat vybornych vysledkd, a to i
v ramci mimoskolnich vzdélavacich aktivit

finan¢ni ocenéni tusili pedagogickych pracovnikt stfednich skol pfi
vzdélavani zakd podle vysledktl v soutézich vyhlasovanych a spo-
luvyhlagovanych MSMT

Program umoznuje:

stfednim skoldm ziskat, na zakladé podané zadosti, dotaci podle
vysledkt, kterych jejich zaci doséhli v soutézich vyhlasovanych a
spoluvyhlasovanych MSMT v pfedchézejicim $kolnim roce ve vé-
kové kategorii nad 15 let

cileni finan¢nich prostfedka na platy téch pedagogt, kteri se po-
dileli na vzdélavani zéka v oboru, v némz byl Gspésny v soutézi
(krajské, tstfedni a mezindrodni kolo)

1

e-mail: michal.urban@msmt.cz
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Databaze programu umoziuje:

e jednoduché vygenerovani zadosti skoly (Skoly maji na podani 7a-
dosti 4 tydny) z elektronického systému na adrese
http://excelence.nidm.cz/

e snadné zapisovani iidaji o ticastnicich do predem pfipravenych vy-
sledkovych formulédit (jméno a p¥ijmeni, pofadi, skola, rok naro-
zeni)

e informovani verejnosti o vysledcich jednotlivych kol soutézi

e automatické pridélovani bodu: krajskd kola — do Sestého mista;
ustiedni kola — dostava 30 % ucastnikl; vitézové krajskych a tstied-
nich kol — obdrzi jesté body za umisténi do 3. mista; mezinarodni
kola — ohodnoceni jsou vsSichni tcastnici

Nasledujici tabulka uvadi prehled dosavadnich zakladnich parametri
realizace dota¢niho programu:
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8o B5 |82 BE | Sx | B2 24
4 0 A, >Q§3 Rl O o ] QO o ,_(a

S S5 o (SRS [Slst = o3| 2
~ AN | A | AE | AS T > A O s
2011 291 33 262 1915 | 17 060 65 20
2012 | 385 98 706 | 3 800 9 580 56 20

MSMT vyhlésilo program v letosnim roce dne 1. dubna 2013. S tpl-
nym textem programu je mozné se sezndmit na webovych strankach [1].

MSMT piedbézné pocita s tim, ze éastka alokovand v roce 2014 pro
program bude mit vysi 20 mil. K¢.

Literatura

(1] www.msmt.cz/mladez/podpora-soutezi-a-prehlidek-v-zajmovem-vzdelavani.
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Matematika, fyzika a vychova ke Kkritickému mysleni
Ivo Volf, Univerzita Hradec Kralové !

ABSTRAKT. ,Kritické mysleni, kriticky postoj nmebo také kriti¢nost (z ec-
kého krinein, rozliSovat, posuzovat) znamend schopnost nepodléhat prunimu
dogmu, obecnému minéni nebo naléhavosti néjakého sdélent, neprebirat naivné
tradované nazory, nybrz dokdzat zauymout odstup a vytvorit si vlastni ndzor na
zakladé vedomosti a zkusenosti jak vlastnich, tak jinych divéryhodnyjch osob.“
(podle Wikipedie)

Uceni se o Zivoté a pro Zivot

Neni divu, ze jednim z cilii stfedoskolského vzdélavani je vést zaky
ke kritickému mysleni, stejné jako rozvijet jejich ¢tenarskou, matema-
tickou, finanéni ¢i prirodovédnou gramotnost. Prosté absolvent stiedni
skoly, zejména pak ten, ktery nebude dale rozvijet své vzdélani na sko-
lach vyssiho stupné, by mél ziskat nejen dovednost logického mysleni,
k ¢emuz mu nejvice napomahé predevsim matematika, popf. matema-
ticka logika, ale mél by umét vysledky své myslenkové ¢innosti dat do
souvislosti se svymi zivotnimi zkuSenostmi i s okolim, které ho obklo-
puje. Struc¢né se da Tici, ze jde tedy o ucent se o Zivoté i pro Zivot, coz se
sice o stfedoskolské pripravé dlouhodobé a vSeobecné tvrdi, ale soucasné
se o tom také mnohdy pochybuje.

Cim p¥ispiva MATEMATIKA k vychové Ziki pro ZIVOT?

Neni divu, Ze jednim z cil stfedoskolského vzdélavani je vést zaky
ke kritickému mysleni, stejné jako rozvijet jejich ¢tenatrskou, matema-
tickou, finané¢ni ¢i prirodovédnou gramotnost. Prosté absolvent stfedni
skoly, zejména pak ten, ktery nebude dale rozvijet své vzdélani na sko-
lach vyssiho stupné, by mél ziskat nejen dovednost logického mysleni,
k ¢emuz mu nejvice napomahé predevsim matematika, popf. matema-
tickéd logika, ale mél by umét vysledky své myslenkové ¢innosti dat do
souvislosti se svymi zivotnimi zkuSenostmi i s okolim, které ho obklo-
puje. Struc¢né se da Fici, ze jde tedy o uceni se o zivoté i pro zivot, coz se
sice o stfedoskolské pripravé dlouhodobé a vseobecné tvrdi, ale soucasné
se o tom také mnohdy pochybuje.

le-mail: ivo.volf@uhk.cz
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Cim vlastné prispiva FYZIKA k vychové Zziki PRO ZIVOT?

Zvazime-li cile vyuky fyziky, dospivame k tomu, ze zdkladnim cilem
je naucit zaky pohledu na zivot z hlediska jiného, nez je popis obecné
lidsky (tedy s pouzitim obecného jazyka) — pomoci exaktnich fyzikalnich
charakteristik, které dokazeme spojit do fyzikalnich zdkonu, dokazeme
fesit zivotni problémové situace, ale ve vSech pripadech jenom v urci-
tych modelovych situacich, které vedou k hypotézam, jez musime potom
ovéfovat na zékladé své zkusenosti ¢i podle jiz diive ziskanych informaci
jinymi lidmi. Vyuka skolské fyziky je tedy vyukou fyzikalnich modelq,
ktera postupné vede k tzv. fyzikdlnimu popisu reality nas obklopujici.
K tomu vsak potrebujeme zvladnout ,kritické mysleni®.

Lze ucit Zaky teorii kritického mysleni?

Bohuzel, misto toho, aby vychova ke kritickému mysleni a uvazovani
dnes doprovazela ucitele i zaky ve vSech skolnich vyucovacich predmé-
tech, kde se to hodi, se na skolach zavadéji specialni predméty nebo
kursy, v nichz se tcastnici zaméfuji na tuto vychovu. Vime vsak jiz z lo-
giky, ze vyucovat ,Cistému® logickému mysleni je nemozné, a také asi
vychovné nezdravé — logické mysleni na jednotlivych pripadech, vypre-
parovanych ze skutecnosti, opomiji vzajemny pfirozeny vztah daného
problému a jeho okoli, a také postupné vytvareni vhodného modelu pro
zobrazeni této skutecnosti, v némz potom mohou platit zjednodusené
zékonitosti, jez jsou vSak obsahem vyuky humanitnich, ale i pfirodo-
védnych predmétt. Ty totiz formuluji uréité obecné platné objektivni
zakonitosti platici nejen v jednotlivostech.

Jak se to miize projevovat pii vjuce na ZS a SS?

Zakladnim prostfedkem modelovani ve vyuce fyziky je moznost for-
mulovat situaci jako fyzikalni tlohu. Jeji feSeni dokazeme podle zndmé
strategie rozlozit na nékolik kroki, z nichz nékteré maji ,vyzkumny“
charakter a je nutno béhem nich vytvaret hypotézy a ty nasledné ové-
fovat, jiné vyuzivaji ryze logickych dusledkd, jez plynou z prijatych a
ovérenych zakonitosti. Pochopitelné fadu tvrzeni v procesu feseni pro-
blému je tfeba prijmout bez vétsich namitek, ale mnoho z nich musime
kriticky zhodnotit. Vychova zaku ke kritickému mysleni v procesu feseni
fyzikalnich tloh je tedy zcela prirozenym procesem. Jednotlivé situace
se ve vyuce fyziky objevuji ,zcela prirozené®.
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V kterych fazich strategie reSeni se kritické mysleni objevuje?

Rozlozime-li proces feSeni daného problému do jednotlivych etap
strategie jeho feseni, potom kritické mysleni se objevuje v nékterych eta-
pach vice a jinde zase méné; podivejme se tedy na tento proces s ohledem
na to, kdy se kritické mysleni uplatnuje ¢i kdy ho nenalézame:

e seznameni se s obsahem tulohy a predlozenym problémem;

e zjistovani informaci danych v textu tlohy ¢i v jiném zadani, ovéfeni
jejich objektivni pravdivosti;

e nalezeni vhodnych fyzikalnich modeli, nutnych k feSeni dané problé-
mové situace;

e posouzeni vhodnych matematickych pristupt na zakladé zkusSenosti
fesitelt a jejich predchozi pripravy;

e posouzeni ziskaného vysledku a porovnani dané otazky a moznosti
stanoveni odpovédi na ni;

e diskuse ziskaného vysledku s ohledem na vytvoreny model k feseni a
k zjednodusujicim podminkam, které byly v procesu feseni pouzity

Uvedeme nékolik ilustrac¢nich prikladi:

Uloha 1 Podivné dédictvi

Nez zemfel stary kocovnik, ktery vlastnil stddo 17 velbloudi, vyslovil své
rozhodnuti — az zemrie, bude jeho dédictvi rozdéleno takto: nejstarsi syn
obdrzi polovinu stdda, druhorozeny syn tfetinu a tfeti syn jako nejmladsi
devitinu stada. Pfi realizaci posledniho prani ko¢ovnika se dostali dédi-
cové do zvlastni situace — polovinu stada predstavovalo osm nebo devét
kusi, presné 8,5 velblouda, coz by vedlo k zabiti jednoho zvifete. Stejné
tak tfetinu predstavovalo pét nebo Sest velbloudt a devitinu nejvyse dva
kusy.

Kdyz se o tomto dédictvi dozvédél nedaleko zijici kocujici matematik,
chtél zabijeni zvifat zabranit a navrhl, aby si od néj vypujcili jednoho
velblouda, kterého uziji pfi déleni — ted jich budou mit 18, pfiéemz po-
lovinu bude predstavovat 9 zvifat, tfetinu 6 a devitinu 2 zvifata, coz je
dohromady 17, a vypujéeného velblouda mu potom vrati. Otazka zni:
bylo dédictvi rozdéleno spravedlivé a podle prani kocovnika?

Zde nastoupi matematika: Jestlize pocet 17 rozdélime podle posled-
niho prani kocovnika, potom polovinu predstavuje 8% zvirete, tfetinu
5% a devitinu 1%, tedy dohromady je to 14 celych zvifat a 3 zvifata
se musi ,rozdélit“; to ovSem prinasi neptijemné disledky pro kocovni-
kovy syny. Navrhované feseni kocovnym matematikem vede k tomu, ze
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9 zvirat predstavuje pro nejstarsiho syna 0,53 dédictvi, pro druhého syna
0,35 dédictvi a nejmladsi by dostal 0,12 dédictvi, coz dava celkové 1,00.
Kdyz vypocet provedeme s vétsi presnosti, potom jsou uvazované udaje
tyto: 0,526 4 + 0,3530 4 0,1176 = 0,997, chybi tedy v souctu 0,3 %, coz
je vzhledem k navrhovanému zptisobu zanedbatelnd ,neptesnost“. Zaji-
mavé na tom je, ze se vypijceny velbloud vratil cely k majiteli, ale kazdy
ze synu dostal vic, nez mél: prvni mél dostat 0,500, druhy 0,333 a treti
0,111. Vsichni tedy byli spokojeni.

Uloha 2 Je polovina opravdu 50 %?

Ve skolské matematice se zaci uci, ze polovina celku predstavuje presné
50 %. Je to vSak celd pravda? Ve skolské fyzice jsou (byvaji?) zafazeny
laboratorni préce, v nichz se Zaci seznamuji s teorii chyb (dneska sprav-
néji: nepresnosti méfeni). Celek rozdélime na dvé zcela stejné ¢asti, avsak
to muzeme ucinit pouze na zékladé (nepfesného) méfeni a na néj navazu-
jiciho déleni. Pfi feseni uloh pak Zaci poznavaji, ze délka 0,5 m = 5 dm
je zjisténa s presnosti na jednu ¢islici. Pfi pfesnéjsim méfeni mutzeme
dospét k hodnotdm 0,50 m = 50 cm, 0,500 m = 500 mm. V prvnim
pripadé spadd namérend hodnota do intervalu 0,45 m az 0,55 m, ve
druhém do intervalu 0,495 m az 0,505 m, tedy 49,5 cm az 50,5 cm,
ve tfetim 495 mm az 505 mm. Nemuzeme tedy jednozna¢né napsat, ze
1/2 = 0,5 = 0,50 = 0,500, nebot vysledek zalezi na mife piesnosti, kterou
jsme zvolili.

Uloha 3 Proc neni spravné psdt 1 dkg?
Dekagram (oficidlni znacka v soustavé SI je dag, ale v bézném zZivoté se
Castéji pouziva zastaralé oznaceni dkg) je deset gramt, tedy jedna setina
kilogramu. Je to jednotka pouzivana prevazné v maloobchodé s potra-
vinami. Cech mluvici hovorovou ¢estinou, kupujici mnozstvi mensi nez
jeden kilogram, vétsinou definuje pozadované mnozstvi v dekagramech
(Dejte mi 20 deka Sunky, prosim.). Pfestoze jednotkové cena se v malo-
obchodé zpravidla udava na 100 gramt nebo na kilogram, cesky zakaznik
kupuje na deka. http://cs.wikipedia.org/wiki/Kilogram

Jak lze jednotku dekagram, tedy dkg, chapat? Zkratku dkg rozlozime
spravnéji na dvé na sebe navazujici pfedpony d = 1/10 a k = 1 000, tedy
1 dk = 100. Odtud 1 dkg = 1 hg = 100 g, a proto 10 dkg = 1 000 g =
= 1 kg. Cena, napf. uzenin, za 10 dkg je potom rovna cené za 1 kg, coz
odporuje ,obchodni“ zkuSenosti, ztistaneme tedy radéji u znacky dag,
eventualné Dg.
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Uloha 4 Lze pomoci kompasu ¢ buzoly stanovit presné severni smér?
Ve vyuce ptirodovédy, v turistice a dfive i ve vyuce fyziky bychom nasli
jednoduchou odpovéd na tuto jednoduchou otdzku — podélna osa mag-
netické stfelky sméfuje k severu, popf. smérem severojiznim. Soucasné
se vSak zaci ucili, ze dva tyCové magnety se tzv. nesouhlasnymi pdly pti-
tahuji a souhlasnymi odpuzuji. Tzv. severni pdl magnetu tedy nemiize
smérovat k severnimu pdlu ,velkého magnetu Zemé“, nybrz k pdlu jiz-
nimu. Proto jiz delsi dobu se pfi vjuce fyziky tvrdi, ze magneticka strelka
sméruje k jiznimu magnetickému pdélu, ktery je vsak umistén na severni
polokouli, konkrétné v oblasti severni Kanady — podle iidajt byl umis-
tovan v roce 2005 na 82°42’ severni sitky a 114°24’ zdpadni délky. Tato
poloha se neustale méni. Pro pfesné stanoveni rozlozeni magnetického
pole Zemé je nutno tyto zmény sledovat, proto se stanovuje odchylka
sméru zemépisného a magnetického severu, jak mizeme zjistit z odborné
literatury.

Uloha 5 Jak stanovit presné severni smér pomoci ruckovyjch hodinek?
V turistickém krouzku, ale i v hodinach zemépisu jsme se ucili, jak stano-
vit severni smér pomoci ruc¢kovych hodinek: Hodinky umistime do vodo-
rovné polohy, malou rucku hodinek nasmérujeme na Slunce a rozpulime
thel mezi malou ruckou a dvanéctkou; toto je jizni smér.

Plati tento zptsob vzdy a vSude? Dlouho mé osobné trapilo, proc¢ se
thel musi pilit — nikdo mi to ve skole nikdy nevysvétlil. Pozdéji jsem
zjistil, ze uhlova rychlost pohybu Slunce po obloze je poloviéni, nez je
thlova rychlost malé, tedy hodinové rucky (Slunce vykon4 pii zdanlivém
pohybu thel 360°, tedy jednu otocku za dobu 24 h, hodinova rucka pri
skuteéném pohybu za 12 h).

Kdyz je Slunce pfesné na jihu, je na daném misté tzv. pravé poledne.
Hodinky vsak ukazuji ne pravy slunecni cas, ale pasmovy cas, ktery
miize idedlné platit v pasmu mist, které se lisi co do zemépisné délky
nejvyse o +7,5°, tedy celkem o 15°, coz predstavuje celkem casovy rozdil
1 hodiny pro mistni poledne. To, co u nas plati pro body dané polohou
15° vychodni délky, vede k nepfesnosti ve stanoveni severojizniho sméru
o tihel, dany polovinou ze 7,5°, tedy o 3°75’. Druhym problémem je tzv.
letni ¢as — v okamziku, kdy Slunce na 15° vychodni délky kulminuje, je
béhem platnosti letniho ¢asu na nasSich hodinkach jiz 13 h, tedy nutno
pulit jiny nez jmenovany thel. Rozdil muze ¢init polovinu z thlu, ktery
prislusi stfedovému tthlu mezi 12 a 1, tedy po vydéleni dalsich 15°.
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Uloha 6 Miize byjt na obloze Mars stejné velkij nebo vétsi, ne je Mésic?
Dostal jsem loni v kvétnu po internetu zpravu, ze dne 27. srpna 2012
bude pozorovany Mars vétsi nez Mésic v uplinku. V prubéhu cervna a
cervence se pry bude Zemé stale vice priblizovat k Marsu, a v tento den
budou nejblize. Mars bude vidét stejné velky jako Mésic, takze bude
dobie viditelny prostym okem. Jev bude zptisoben pritazlivosti planety
Jupiter. Déale se ve zpravé hovori o tom, ze planety se budou pritahovat
s intenzitou —2,9 a Mars se objevi v oblouku 25,11 vtefin.

A proto nastoupila opét matematika a fyzika jako prostiedky k pés-
tovani kritického mysleni. Na zékladé predchozich informaci tykajicich
se Marsu a Mésice jsem byl opatrny a zacal pocitat, tedy snazil se kri-
ticky pristupovat k této prijaté informaci. Zpravy na internetu mohou
byt razné, nékteré pravdivé, jiné nepravdivé, nékteré nepresné. Ovsem
pravda o tom, ze koncem srpna bude vidét Mars jako vétsi, nez je Mésic,
patii mezi obrovské nesmysly. Podivejme se na fakta, kvili zjednoduseni
nékteré idaje zaokrouhlime, coz vsak nebude ve vysledku mit negativni
dusledek pro kriticky pristup k vyse uvedené informaci.

Problémy budeme rozkryvat per partes. Nejprve dekédujeme infor-
maci tykajici se pfitahovani Marsu Jupiterem — tim by se Mars od Zemé
asi vzdalil na vétsi vzdalenost a priblizovani planet by nebylo tak vy-
razné. Informace —2,9 se mozna tykd hvézdné velikosti — Mars bude
opravdu dosti jasnym objektem. Vypocty tthlové velikosti Marsu davaji
potom hodnotu 25,12 thlové vtefiny, pro Mésic vychazi 30,5 ithlové mi-
nuty. Udaj o vzédjemné nejmensi vzdalenosti obou téles — Zemé a Marsu
byl zapsan jako 34.649.589 miliént km, coz je zfejmy nesmysl.

Zemé obiha Slunce po mirné excentrické (vystfedné) elipse, dost po-
dobné kruznici. Od Slunce je nejdale 152 miliént km, nejblize 147 mi-
liéona km, tedy priumeérné je vzdalena 149,5 miliond km. Mars se pohy-
buje po znac¢né vystfedné eliptické trajektorii ve stfedni vzdéalenosti od
Slunce asi 228 miliént km, nejblize Slunci je 206,6 miliént km a nej-
déle 249,2 miliént km. Pro drahy Zemé a Marsu v misté jejich nejmensi
vzéjemné vzdalenosti pak vychazi asi 54,5 miliéntt km. Udaj uvedeny ve
zpravé je pravdépodobné v anglickych milich (1 mile = 1 609 m).

Déle uvedeme: Mésic ma prameér 3 474 km a je ve stiedni vzdalenosti
od Zemé 384 400 km (tedy nejméné asi 357 tisic km a nejvice 407 ti-
sic km). Mars ma pramér 6 772 km, ktery je tedy ve skutecnosti asi dva-
krat veétsi nez Mésic; bude vSak 54 500 : 384 = 142krat dale nez Mésic.
Takze uvazujme: dvakrat vétsi primeér, ale 142krat dale dava zdanlivy
thlovy prameér asi 70 krat mensi. Kritické mysleni je zptsob, jak zabra-
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nit tomu, zZe bezmezné uvérime kazdé informaci, kterou ziskdme. A jesté
jsme pripad, ktery to vlastné vse vyvolal, podrobné prozkoumali.

Uloha 7 Jak proZit jeden den dvakrdt ¢i jak se naopak jednomu dni
vyhnout?
Hrdinové z knizky J. Verna Cesta kolem svéta za 80 dni se vratili do
Londjna s pfesvédcenim, ze prohrali sdzku: urazit cestu kolem svéta za
80 dni — vydali se na cestu smérem vychodnim a vratili se od zapadu.
K méfeni casu se pouziva tzv. pasmového casu, kdy zpravidla poté, co
se posuneme o 15° vychodné, musime s ohledem na rotaci Zemé posunout
hodinky o 1 hodinu napted. Je-li na Greenwichské hvézdarné, kde méri
WTO, 12:00 h, potom na 180° vychodni délky je jiz 24:00 a na 180°
zépadni délky 0:00 h téhoz dne. Pfekrocenim smérem vychodnim se tedy
dostaneme z konce dne na jeho pocatek, a tak ho musime prozivat znovu;
na tomto faktu postavil J. Verne zapletku svého fantastického roménu.
Pijdeme-li smérem opacnym, budeme muset jeden den vynechat, nebot
z pocatku dne prekroc¢ime na jeho konec.

Uloha 8 Nejuvyssi kolo (Ferris Wheel) je umisténo na morském biehu
v Singapuru a dosahuje do vysky 168 m.

Do jaké vzdalenosti lze vidét z nejvyssiho bodu, do néhoz se dostane
cestujici v kabince? Uzitim Pythagorovy véty a zanedbanim vysky h
oproti poloméru Zemé (Singapur je skoro na rovniku, tedy 6 378 km)
dostaneme pro vzdéalenost dohledu na trovni motské hladiny priblizné
42,3 km, tedy z kabinky je vidét cely ostrovni stat.

Uloha 9 Velitel kosmické lodi hldsil kosmickému stredisku Tidbinbilla
nedaleko Canberry, Ze se nachdzi nad Austrdlii a Ze prdvé vidi cely svéta-
dil. V jaké vysce se kosmickd lod nachdzela? Jakou rychlosti se kosmickd
lod pohybovala?

K vypoctu potiebujeme odhadnout rozméry australského kontinentu,
coz zjistime pouzitim atlasu nebo satelitni mapy. Zjistime, Ze pozoro-
vany rozmér je mensi nez 4 100 km, tedy ze Australie se vejde do kruhu
o poloméru asi 2 050 km. Odtud odhadneme vysku kulového vrchliku na
330 km a nasledné vysku kosmické lodi nad povrchem asi 332 km. Tento
udaj pak pouzijeme pti vypoctu doby obéhu i rychlosti kosmické lodi,
coz pujde nejlépe za predpokladu, ze jeji trajektorie ma tvar kruznice.

Uloha 10 Urcete plosnij obsah Antarktidy.
Pii pohledu na mapu svéta zjistime, ze Antarktida zabird priblizné dveé

31



tretiny tzemi, které je ohraniCeno jiznim polarnim kruhem. VyuzZijeme
tohoto poznatku pro vypocet povrchu Antarktidy. Zemi povazujeme za
idealni kouli s polomérem 6 371 km. Nejprve musime urcit vysku x vrch-
liku, ktery je urcen na kouli polarnim kruhem, tedy rovnobézkou 66,5°.
7 obr. 1 plyne zavér pro délku y = 5845 km. Potom x = 528 km. Pro
povrch vrchliku plati: S = 2nRzx = 21135932 kmz, pricemz dvéma
tfetinam odpovida povrch pfiblizné 14 000 000 km?.

1
]
I
|
1
|

Neékolik slov zavérem

Ve vSech nasich tvahéch jsme experimentovali; tyto experimenty vsak
neprobéhly s realnymi pomickami. Pracovali jsme s internetem, potiebné
hodnoty jsme ziskavali na satelitnich mapéach, pfipadné jsme hledali po-
tfebné udaje ve Wikipedii. Na druhé strané jsme vsak zjistili, ze jsme
museli postupovat stejné, jako bychom dané tdaje ziskali pfimym nebo
nepfimym meéfenim. Tak, jako ziji lidé ve virtudlnim svété, vytvoreném
pomoci pocitace a prislusnych programi, také my jsme pracovali s virtu-
alnimi hodnotami, a to ve virtudlnich fyzikdlnich experimentech. Tak se
svét realné fyziky, jenz déti moc nezajiméa a nedokazeme nékdy prekrocit
hranice k détem, zacal podobat svétu détské hry s pocitacem. Co kdyz
pravé toto je cesta ke ,zlidsténi“ (pro déti) mélo zajimavé fyziky?

Literatura

[1] Volf, I., Klapkova DymeSova, P: Na rozhrani mezi fyzikou a zemépisem.
http://cental.uhk.cz.

[2] Volf, I.: Kritické mysleni a zpracovani informaci. Media4u Magazine 3 (2012),
s. 21-25.
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KRATKE PRISPEVKY
A PRACOVNI DILNY

Optiméalni mince a bankovky
Lubomira Balkova, FJFI CVUT, Praha!

ABSTRAKT. Uz jste se nékdy zamysleli nad tim, v ¢em je vyhoda nasich minci
a bankovek? A je viubec néjaka? Je pravda, Ze zaplatime libovolnou édstku re-
lativné malym poctem bankovek a minci? Plati, Ze dostaneme minimdlni pocet
pouzitych bankovek a minci pomoci tzv. hladového algoritmu? A nehodilo by se
pridat mezi ceské bankovky ¢i mince néjakou novou hodnotu, kterd by umoz-
nila pramérny pocet bankovek pouZitych pri placeni o hodné zmensit? Téma
bankovek by mohlo byt vhodné pro stredoskolské studenty s hlubsim zdjmem
o matematiku ¢i programovdni.

Platba pomoci minci

Cilem je platit (skladat pomoci minci vechny mozné ¢astky — v praxi
sta¢i obvykle ¢astky do vySe nejmensi bankovky) co nejefektivnéji. Pii-
klady budeme uvadét na US centech; maji hodnoty 1,5,10 a 25 centi.
Studenti si pak mohou popremyslet nad analogiemi v ceském platebnim
systému s mincemi v hodnotach 1, 2,5,10,20 a 50 K¢.

Efektivita placeni pak muze mit rizné podoby, jak ukdZzeme v na-
sledujicim textu (neni ovSem zahrnuta podminka, ze se mé v daném
systému lidem co nejlépe poéitat zpaméti).

Nejdiive ale jesté zavedeme pojem reprezentace. Necht jsou dany hod-

noty minci ey, es,...,ep (uspotfddané vzestupné), pficemz e; = 1 (aby
slo zaplatit kazdou ¢astku). Uvazujme ¢astky n v hodnotach od 1 do N,
kde N je hodnota nejmensi bankovky. Kazdou D-tici (aq,as,...,ap),

kde a; € NU {0}, takovou, ze
n =aye; + azes + -+ apep,

nazveme reprezentaci ¢astky n. Poc¢et pouzitych minci v dané reprezen-
taci zna¢ime cost(aq, as,...,ap), tedy

cost(ay,as,...,ap) =ay +as+---+ap.

le-mail: lubomira.balkova@fjfi.cvut.cz
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Priklad 1 V US centech plati, ze reprezentace 30 je napf. (30,0,0,0),
protoze 30 = 30-14+0-540-10+ 0 - 25, nebo (0,2,2,0), protoze
30 =25+ 2-10. Pak plat{ cost(30,0,0,0) = 30 a cost(0,2,2,0) = 4.

PouZiti minimdlniho poctu minct

Ma-li ndm prodavacka vratit 30¢, pak je lepsi dostat 25¢ a 5¢ nez
30krat 1¢. Definujeme optimalni reprezentaci ¢astky n nasledovné: Po-
kud je soucet a; + as + - - - + ap v reprezentaci n minimalni mezi vSemi
moznostmi, tj. podle zavedeného znaceni je minimalni cost(ay, as, ..., ap),
pak nazveme (ai,as,...,ap) optimdlni reprezentaci ¢astky n.

Priklad 2 V US centech plati, ze (0,1,0, 1) je reprezentace 30 =1-5+
+1-25 a cost(0,1,0,1) = 2. Zaroveni jde o optimalni reprezentaci — méné
nez dvéma mincemi 30¢ nezaplatime.

Optimdlni systém minci

Cilem je najit hodnoty minci ey, €3, ..., ep pro dané D tak, aby pru-
mérny pocet pouzitych minci v optimalni reprezentaci ¢astek od 1 do V
byl miniméalni. Pfedpokladame, ze vsechny c¢astky jsou stejné pravdépo-
dobné, coz v redlném zivoté diky oblibé ¢astek koncicich devitkou neni
pravda.

Priklad 3 Pro centy je prumérny pocet pouzitych minci v optimélni
reprezentaci ¢astek od 1 do 100 roven 4,7. Se systémy 1,5,18,25 a
1,5,18,29 by to bylo 3,89, coz jsou optimélni systémy pro D = 4. Podle
systému 1,5,18,25 se jmenuje ¢lanek [1], z kterého ¢erpame. Je totiz
vidét, ze kdyby se v US systému nahradil desetnik minci v hodnoté 18¢,
pak by vznikl optiméalni systém. Samoziejmé k tomu nedojde, protoze
lidé neumi rychle zpaméti pocitat s ¢islem 18.

Jakou minci pridat pro pribliZeni optimalité
Jakou jednu minci pfidat, aby se snizil co nejvice primeérny pocet
pouzitych minci v optiméalni reprezentaci ¢astek od 1 do N7

Piiklad 4 Pro centy je nejvyhodnéjsi pfidat 32¢, pak v systému 1, 5, 10,
25,32 je prumérny pocet pouzitych minci v optiméalni reprezentaci ¢astek
od 1 do 100 roven 3,46. Ovsem optimalni systém obsahujici 5 minci je
1,5, 16, 23, 33 a prumérny pocet pouzitych minci v optimalni reprezentaci
castek od 1 do 100 je roven 3,29.
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Optimalita versus hladovy algoritmus

Plati v daném systému, ze optiméalni reprezentace vzdy odpovida re-
prezentaci ziskané hladovym algoritmem? Hladovou reprezentaci Castky n
ziskame tak, ze vezmeme co nejvice minci v hodnoté ep, co se do n ve-
jdou, a oznacime tento pocet ap. Pak vezmeme co nejvice minci v hod-
noté ep_1, co se vejdou do n — apep, atd. Pak ziskand reprezentace
(a1, as,...,ap) bude hladova.

Piiklad 5 Pro centy je hladova a optimalni reprezentace kazdé castky
od 1 do 100 stejna. Ale pro systém minci v hodnotéch 1,7, 10 neni hla-
dové reprezentace 14 = 10 +1 + 1 + 1 + 1 optimalni, protoze také plati
14=7+4T.

Optimdlni systém minci pro hladovy algoritmus

Cilem je najit hodnoty minci e, ea, ..., ep pro dané D tak, aby pru-
mérny pocet pouzitych minci v hladové reprezentaci ¢astek od 1 do N
byl minimalni.

Piiklad 6 Pro centy je prumérny pocet pouzitych minci v hladové re-
prezentaci ¢astek od 1 do 100 roven 4,7 (protoZze hladové a optimalni
reprezentace se pro US centy nelisi). Optimalni systémy pro hladovy al-
goritmus obsahujici 4 mince jsou 1,3,11,37 a 1,3,11, 38, pak pramérny
pocet pouzitych minci v hladové reprezentaci ¢astek od 1 do 100 je roven
4,1.

Jakou minci pridat pro pribliZeni hladového algoritmu optimalité
Jakou jednu minci pridat, aby se snizil co nejvice primérny pocet
pouzitych minci v hladové reprezentaci ¢astek od 1 do N7

Piiklad 7 Pii pfidani centi v hodnoté 2 nebo 3 k 1,5, 10, 25 se nejvice
snizi priumérny pocet minci v hladovém algoritmu, a to ze 4.7 na 3.9.
(USA v historii mince v hodnoté 2¢ a 3¢ pouzivaly.)

Otazky a tkoly pro studenty

1. Najdéte optimalni reprezentace ¢astek od 1 do 100 v ¢eském sys-
tému minci (1, 2, 5, 10, 20, 50 K¢&).

2. Jaky je primeérny pocet minci v optimalnich reprezentacich ¢astek
od 1 do 100 ¢eskymi mincemi?
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3. Cesky systém minci neni optimalni. Optimalni systémy obsahujici
6 minci jsou (1,4, 6,21, 30,37) a (1,5, 8,20,31, 33). Pro tyto sytémy
spoctéte prumérny pocet minci v optimalnich reprezentacich ¢astek
od 1 do 100 a ukazte tim, ze jde o ¢islo mensi nez pro ¢esky systém.

4. Jakou minci pfidat, aby se co nejvice snizil primérny pocet pou-
zitych minci v optimélni reprezentaci v ¢eském systému?

5. Platii v ceském systému, ze optiméalni a hladova reprezentace jsou
pro kazdou ¢astku od 1 do 100 stejné?

6. Jaky je primérny pocet minci pti placeni castek od 1 do 100 hlado-
vym algoritmem ¢eskymi mincemi? (Navazuje na predchozi bod.)

7. Jakou minci ptidat, aby se co nejvice snizil prumérny pocet pou-
zitych minci v hladovém algoritmu?

8. Vymyslete dalsi podminky na efektivitu platby mincemi. Navrh-
néte systémy, které budou efektivni podle nového kritéria.
Literatura

(1] Kleber, M., Vakil, R., Shallit, J.: What this country needs is an 18¢ piece. Mathe-
matical Intelligencer 25, 2 (2003), s. 20—-23.

Aritmetické a geometrické posloupnosti, mnohocleny
Vlastimil Dlab, Bzi u Zelezného Brodu !

ABSTRAKT. Cldnek se pokousi zdiraznit a dokdzat vztah mezi dvéma odlis-
nymi matematickymsi objekty. Jde o bijakci mezi polynomy a aritmetickymi
posloupnostmi vyssich radu. Toto téma je vhodné jako diskusni téma pro ta-
lentované studenty.

Motivaci tohoto skrovného prispévku jsou nasledujici tii zaméry:

1. Zdtraznit jednotu matematiky, tj. atribut, ktery vystizné vyjad-
fil znamenity francouzsky matematik Jules Henri Poincaré (1854-1912)
(volné prelozenym) citdtem Matematika je umeéni pritadit celé fadé jevi

le-mail: vdlab@math.carleton.ca
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tentyZ pojem (na rozdil od poezie, ktera pfifazuje jednomu jevu celou
fadu pojmil). V nazvu piispévku se vyskytuji hned tii situace, které jsou
navzajem spiiznéné.

2. Vyjadrit tyto tfi situace na urovni gymnazidlni matematiky a uka-
zat, ze jsou vhodné pro program krouzkt pro talentované studenty. Do-
mnivam se, Ze to jsou piitazlivad témata.

3. Pfispét k objasnéni (matematické) ekvivalence pojmi, kterd se zda
byt nékdy nepochopena i vlivhymi didaktiky matematiky. Lonska ¢isla
casopisu U¢itel matematiky jsou toho nepopiratelnym dokladem.

Zacnéme zdanlivé jednoduchou tlohou tykajici se n obecné poloze-
nych bodu By, Ba, ..., By, (v tomto poradi) na dané kruznici. Tyto body
propojme navzajem tétivami, tedy tseckami B;B;, 1 <i < j < n.

Snadno vidime, ze pocet téchto tétiv je

m-D+Mn-2)4+-+@—-1)+-4+2+1+0=

()

Stejné snadné je nalézt pocet vSech trojihelniki, jejichz vrcholy lezi
mezi body Bi, Bs, ..., B,. Ihned vidime, ze jich je (g) Podobné snadno
urc¢ime maximalni pocet vSech pruseciku téchto tétiv. Kazdy takovy pru-
secik je urcen dvéma raznymi tétivami, tedy ctverici bodt, a téchto ¢tve-
ric je (7).

Uloha nalézt maximalni pocet oblasti, které jsou v kruznici uréeny té-
mito tétivami, uz tak snadna neni. Oznac¢me tento pocet p(n). Je ziejmé,
7e pro n = 1 je takovou oblasti cely vnitiek kruznice, tj. u(1) = 1. Stejné
snadno vidime, ze p(2) = 2, u(3) = 4, p(4) = 8 (obr. 1) a u(5) = 16
(obr. 2). Obr. 3 ukazuje (patrné k nasemu prekvapeni), ze ©(6) nend
ocekavanych 32, ale 31, a obr. 4 ukazuje, ze u(7) = 57.

Navic obr. 3 a obr. 4 naznacuji, jak je snadné pocet u(n + 1) reku-
rentné z poctu u(n) odvodit. Stadi totiz pouze spocitat kolik oblasti je
kazdou z novych tétiv rozdéleno na dvé. Tim uréime prirtstek novych
oblasti. V pripadé n = 5 vidime ihned, Ze ptirtstek je 1+4+5+441 = 15,
a ze v pripadé n = 6 je prirastek 1 +5+7+ 7+ 5+ 1 = 26. Pre-
svédcte se sami, ze dalsi prirtstky jsou 1 +6+94+10+9+6 + 1 = 42,
1+74+114+13+13+114+74+1 = 64, 14+8+13+16+174+164+134+8+1 = 93
atd.

Dostévame tedy posloupnost {1,2,4,8,16,31,57,99,163, 256, ... }.
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Obr. 1: p(4)
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Obr. 2: u(b) =



Obr. 3: u(5) =16, u(6) = u(5) +1+4+5+4+1=31

Budeme se zabyvat nenulovymi posloupnostmi ¢isel (bud raciondl-
nich, ¢i redlnych, a nebo komplexnich, prosté z néjakého ¢iselného pole)
p ={a1,as,as,...,an,...} aprvni jejich ¢len (pivot) oznac¢ime Py; tedy
ayp = Po.

Na mnoziné vsech posloupnosti definujme operaci diference

A: Ap ={az —ay,a3 —az, ..., app1 — Gn},

a prvni ¢len této posloupnosti oznac¢ime P;.

Tato operace hraje uz v elementarni matematice dulezitou tlohu:
(Nenulové) posloupnosti p, pro néz jsou posloupnosti Ap konstantni (sta-
cionarni), jsou nam pravé velmi dobfe znamé aritmetické posloupnosti.

Navic je moZno operaci A opakovat (iterovat):

A?p = A(Ap) = {az — 2as + a1, a4 — 2a3 + as, a5 — 2a4 + as, ...},
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a obecné pron > 1
Ay = A(A™p);
prvni ¢len (pivot) této nové posloupnosti oznaéime P, 1.
Tato definice nAm umozni rozsirit a upfesnit pojem aritmetické po-
sloupnosti. Nulovou posloupnost {0,0,...,0,...} budeme znacit 0.

Obr. 4: u(6) =31, u(7) = pu(6) +14+54+7+7+5+1=57

Zakladni definice: Posloupnost p, pro niz
A"p#0 a A"Tlp=0,

nazveme aritmetickou posloupnosti fadu n—1 (aritmetickou posloupnosti
(n — 1)-ho tadu).
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Nenulové stacionarni posloupnosti jsou tedy aritmetickymi posloup-
nostmi fadu nula (stfedoskolské), aritmetické posloupnosti, které nejsou
staciondrni, jsou aritmetickymi posloupnostmi fadu jedna (aritmetic-
kymi posloupnostmi prvniho fadu).

Provedeme-li operace A na posloupnost ¢tvercti (druhych mocnin)
prirozenych ¢isel, dostdvame nésledujici schéma (tj. tato posloupnost je
aritmetickou posloupnosti druhého fadu):

p= @ 4 9 16 25 36 49 64 81 100
Ap = ® 5 7 9 11 13 15 17 19
A?p = @ 2 2 2 2 2 2 2
A’p = 00 0 0 0 0 0

Obr. 5: Aritmetickd posloupnost druhého radu

Pfi tom je mozno vyjadiit n-ty ¢len této posloupnosti, tedy ¢islo n?
pomoci oznacenych pivotnich hodnot Py =1, P, =3 a P, = 2:

_ oo, (n—1 (=1 (=1
mren ()0 (1) ()

Stejné tak snadno se muzeme presvédcit, Ze posloupnost k-tych moc-
nin prirozenych cisel je aritmetickou fadou k-tého rfadu a ze

k1. n—1 . n—1 . n—1
ann1<0>+P1<1>+ +Pk<k>.

Zde je na misté poukazat (bez dikazt, s odkazem na préci [1]) na velmi
duleZitou vlastnost schémat jako na obr. 6.

p= s as Qn,
Ap = as — as
A%p =

Ay~

Obr. 6: a, = ?:_01 P ("D asy=30a =3P ()
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Povsimnéte si, ze vyrazy pro a,, n > k, aritmetické posloupnosti
rfadu k maji pravé k + 1 clent, tj. a, je hodnota jednoznacné uréeného
polynomu v promeénné n.

Nyni se vratme k tvodni tloze. Pro posloupnost p = {1,2,4, 8,16, 31,
57,99,163,. ..} dostavame nasledujici diferenéni schéma na obr. 7.

p=| ® 2 4 & 16. 31 57 99 163
Ap=| @ 2 4 8/,/{5 26 42 64
Ap=| @ 2 4.7 1 16 2

Ap=| @ 2///3 4 5 6

Ap=| ®--1 1 1 1

Ap=| ® o o0 o

Obr. 7 ap = 300 (")) = () + (5) + (2) a s = Xitya = ("3)+
+("3) + ()

Zde si vSimnéme, ze prvnich pét ¢lend posloupnosti p tvori geomet-
rickou posloupnost. Diferen¢ni schéma (aZ na konstantni ¢initel) obecné
geometrické posloupnosti

9={l,40.¢¢, . ...¢" ", ...} (%)

je zcela jednoduché, nebot kazda posloupnost A™g je opét geometricka
posloupnost s tymz kvocientem ¢ a prvnim, tj. pivotnim, ¢lenem

Py =(q—1)"

Odtud ihned odvodime (na pomoc si mizeme napsat prislusné diferencéni
schéma), ze pro danou geometrickou posloupnost () existuje jedno-
znacné aritmetickd posloupnost k-tého radu

o= ("),

spliiujici podminku a, = ¢"~! pro viechnan =1,2,...,k + 1.
Pro geometrické posloupnosti s kvocientem 2 jsou prislusné vyrazy
jednodussi, nebot vSechny nenulové pivotni hodnoty jsou rovny 1. Odtud
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dostavame vyraz uvedeny pod obr. 7. Zde mame

n—1 n n—1 + n—1 + n—1 n n—1
ap = ,
0 1 2 3 4
a tento vyraz lze pouzitim vzorce, ktery uz v desatém stoleti pouzival Al
Karaji (953-1029), pfepsat do tvaru

=6+ () (D=0 G)+ ()

Porozumnéni vztahu mezi polynomy a aritmetickymi posloupnostmi
vys$sich fadd ihned odhali, Ze ve vztahu mezi aritmetickymi a geomet-
rickymi posloupnostmi neni nic specidlniho. Nebot pro zcela libovolnou
kone¢nou posloupnost n ¢isel {ai,as,as,...,a,} existuje jednozna¢né
polynom A(x) stupné n — 1 takovy, ze A(k) = aj pro vSechna k =
=1,2,3,...,n. Prislusné diferenéni schéma urc¢uje jeho explicitni tvar.
Zaroven ukazuje, ze

) (o)) (1))

je (nekone¢nd) baze vektorového prostoru polynomi. Tedy kazdy po-
lynom je jednozna¢nou linedrni kombinaci prvkt této baze. Napt. pro
polynom A(x) = 223 — 1522 + 242 — 10 mame A(1) = 1, A(2) = —6,
A(3) = —19 a A(4) = —26. Prvnimi ¢leny piislusné aritmetické posloup-
nosti jsou tedy 1, —6, —19, —26 a diferen¢ni schéma mizeme snadno do-
plnit na schéma na obr. 8.

p= (1) -6 19 2. e-15 36
Ap = @ —13 —7 7T ell 51

A?p = 6 /,/ 018 040

Obr. 8
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Je tedy
A(n) = 2n® — 1502 + 24n — 10 =
n—1 n—1 n—1 n—1
= -7 -6 12 .
(") =) o ) ()

Vidéli jsme, ze kazda aritmetickad posloupnost fadu k je jednoznacné
uréena svymi prvnimi k41 ¢leny. Pro aritmetickou posloupnost (prvniho
fadu) to znamend, Ze jsou-li a1 a as # a; prvni dva ¢leny, potom

an = (az — a1)n + (2a1 — ag).

Pro aritmeticka posloupnost druhého fadu, jejiz prvni tfi ¢leny jsou aq, as
a az # 2as — ay, plati

[(a1 — 2a2 + az)n® + (=5ay + 8az — 3ag)n + 6a; — 6az + 2as] .

N =

Ay =

Na zaveér shriime vsechny tvahy provedené v tomto ¢lanku: Kazdou
kone¢nou posloupnost f = {aj,as,...,a,} lze rozsiiit (tj. pokracovat)
na aritmetickou posloupnost libovolného fadu d > k — 1. Pfitom takova
aritmetickd posloupnost fadu k — 1 je jednoznacné urcena. Jeji c¢leny
jsou hodnoty jednozna¢né uréeného polynomu Ag(x) stupné k — 1 pro
xr=1,2,3,... Tim je definovana bijekce mezi polynomy a aritmetickymi
posloupnostmi vyssich fadd (nad tymz polem). Tyto dva pojmy jsou
navzajem (matematicky) ekvivalentni.

Literatura

[1] Dlab, V.: Arithmetic progressions of higher order. Teaching Math. and
Comp. Sc. 9, 2 (2011), s. 225-239 (Cesky preklad je k dispozici na
http://www.karlin.mff.cuni.cz/katedry/kdm/literatura/aritm-posl.pdf).

[2] Patakova, E.: Od aritmetiky k algebre. Matfyzpress, Praha, 2013, (pfipravuje se
k vydéni).

(3] Dlab, V., Be¢vér, J.: Aritmetickd posloupnost druhého fadu Rozhledy matema-
ticko-fyzikdlni 80, 3 (2005), s. 3—11.
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Nevsedni matematika vSedniho dne

Dana Hilsk4, Gymnéazium Jana Palacha, Mélnik !
Eva Hola, ZS, Ratibofick4, Praha 9 — Horni Pocernice 2

ABSTRAKT. Za podpory EU (CZ 1.07/1.1.00/26.0038) vznikd dopliikovd elek-
tronicka ucebnice matematiky vyuzivajict technologie interaktivnt tabule a cvi-
cebnice pro domdci pripravu v e-learningovém systému Moodle. Ucebnice a
cvicebnice je urcena Zdkim 2. stupné ZS a niZsitho stupné viceletjch gymndzis.
Od pouZziti modernich technologit si autorky slibuji vétsi zdjem o matematiku
ze strany Zdku. Netradicni zpusoby resent uloh a ulohy s vysst obtiznosti, které
ucebnice také obsahuje, mize ucitel vyuzit v péci o talentované Zaky.

V ramci projektu NevSedni matematika vSedniho dne (projekt pod-
pofeny EU) vznikaji materiély, které je mozné vyuzivat v hodinich ma-
tematiky na 2. stupni ZS a niz$im stupni viceletjch gymnézii. Projekt je
zaméren na praktické vyuziti matematiky v redlnych zivotnich situacich.
Postupné vznikaji pripravy na interaktivni tabuli, jejichz vytvarna po-
doba uz sama o sobé by méla u zakt vzbudit zdjem o dané téma, a také
domaci ukoly a procvicovaci tlohy v prostfedi Moodle. Naméty vznikaji
nejen z napada autorek, ale také dalsich ucitela z celé republiky. Cilem je
nejen zatraktivnéni vyuky matematiky, ale také pomoc uciteliim s obéma
technologiemi, které se ve Skolach vice ¢i méné jiz vyuzivaji. Oba materi-
aly budou po skonceni projektu pristupné z webovych stranek projektu
(http://www.nmvd.cz/), a to v licenci open source.

E-ucebnice matematiky mé zatraktivnit matematiku vsem zakam
tim, ze

1. tlohy jsou tematicky propojeny se Zivotnimi zkuSenostmi déti (po-

pisuji redlné situace a ukazuji i na vyuziti matematiky v praxi),

2. je aktudlni (e-podoba umoziuje zpracovavat aktualni udalosti a

data — mistrovstvi svéta, volby, ...),

3. zadani tloh jsou bohaté doprovazena barevnymi fotografiemi,

4. méa vlastni grafickou podobu, jejiz autorkou je profesionalni vy-
tvarnice Bara Buchalova

Le-mail: hilska@gjp-me.cz
2e-mail: eva.hola@zs-hp.cz
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. pripravené jsou sady jednoduchych tloh vztahujicich se vzdy k jed-

nomu tématickému celku, ale také ilohy komplexni, které predpo-
kladaji orientaci ve vice tématech najednou,

. je open source — kazdy ucitel si miize ucebnici nebo jeji ¢ast stah-

nout a libovolné s ni naklddat (vymeénit fotografie — zaci se radi
vidi), aktualizovat data a ¢isla, vyuzivat grafiky, ilustraci, flasho-
vych animaci, vypustit nebo pridat libovolné tulohy,

. zna¢nd pozornost je vénovana i kreativni tvorbé zaka (vymysleni

podobnych piikladti) a vyhledavani dalsich informaci na internetu
¢i v jinych zdrojich (zaci primy, kvarty a kvinty GJP Mélnik se po-
dileli na tvorbé matematickych ilustraci v programu Adobe flash),

. soucasti je také mnoho dobrovolnych zabavnych aktivit (skladacky,

hadanky, hlavolamy, zebry, hry, ...)

. doméci priprava je FeSena e-learningovym systémem Moodle. Sys-

tém obsahuje vice nez 800 uloh rozdélenych do nékolika kategorii.
Uloha do doméciho tikolu se losuje z konkrétni kategorie nahod-
nou volbou, coz znesnadiuje opisovani. Ulohy maji navic naprogra-
mované predpokladané chyby. Dité, které napf. namisto poloméru
pocita s primérem, je Moodlem pfi kontrole vysledku upozornéno,
ze udélalo tuto chybu a je mu déna Sance vypocitat priklad bez
této chyby. Ucitel vidi, s jakou tspésnosti tfida domaci tkol fesila,
mitiZe si zobrazit llohu konkrétniho zaka a ovérit, kdy a jak dlouho
ukol délal, jaké vysledky odeslal. Uciteli je umoznéno stahnout si
ruzné statistiky a sestavy jako excelovsky soubor.

Deskova hra Mlsny kocour, kterou jsme prevedly do podoby interak-
tivni tabule, inspirovala studentku sexty Gymnézia Jana Palacha Mélnik
Magdalénu Tydrichovou k sepsani SOC ,,Strategie hry Mlsny kocour®,
se kterou v roce 2011 v oboru 01 Matematika obsadila v celostatnim kole
9. misto.

Ptinosy NMVD pro uditele jsou:

1.
2.

mohou vyuzivat hotové tlohy

dostavaji prostor pro uverejnéni svych vlastnich tloh se zachova-
nim jejich autorstvi

maji k dispozici cvicebnici
maji k dispozici profesionalni galerii, kterd jim pomiize udrzet jed-
notny graficky vzhled vlastnich prezentaci
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Cilem celého projektu je:

1. povzbudit zvidavost a kritické mysleni zakt

2. umoznit uciteli zarazovat do vyuky témata kazdodenniho Zivota

3. zprijemnit uciteli praci v prostiedi interaktivni tabule a Moodle,
poskytnout mu metodiku, lektorskou i technickou pomoc

4. usnadnit ucitelim zarazeni techniky do vyucovacich hodin

Na podzim 2014 je pripraveno skoleni o pouzivani a vytvareni pii-
kladti v ucebnici (na interaktivni tabuli i v Moodle). Kazdy uéitel do-
stane ucebnici nahranou na USB disku, v¢etné instalace Moodle. Veskeré
néklady (jizdné, ubytovéni, stravovani, vlozné) budou hrazeny z grantu.

Cely prispévek vcetné ilustracnich fotografii naleznete na strance
http://www.nmvd.cz/aktuality.

Etnomatematika a antropodidaktika matematiky
v programu nadprumérnych zZaka

Michaela Kaslova, Pedagogicka fakulta UK, Praha!

Motto: Augmenter notre faculté de percevoir
le Divers, est-ce rétrécir notre personnalité ou
Uenrichir? Nul doute: c’est l’enrichir abondam-
ment, de tout ['univers.

Victor Sagalene, 1908

ABSTRAKT. V prispévku je uveden priklad vyuZiti etnomatematiky a antro-
podidaktiky v prdci s nadprumérnymi Zaky. ZkuSenosti s timto pristupem jsou
zasazeny do kontextu soucasné problematiky etnomatematiky a antropomate-
matiky.

Uvod

Proc¢ etnomatematika v praci s nadpramérnymi? V akademickém roce
1990/91 byla za mnou na katedru matematiky poslana holandska stu-
dentka ke konzultaci s tim, ze ziskala holandské stipendium (nevim jiz,

Le-mail: michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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zda univerzitni & vladni), aby ndm — porevoluénimu Ceskoslovensku —
napsala uc¢ebnice matematiky pro prvni stupen. Zduraznuji, ze studentka
jesté neméla dostudovanu (nasi terminologii) ani pedagogickou fakultu,
ani fakultu matematicko-fyzikalni. Pii dotazu, jak chce zavést prirozené
¢islo, v jaké roli, v kterych kontextech, jak je dale pojmout a zavadét
operace a tak dale, prokazala hluboké neznalosti. Jak by to tedy délala?
No upravila by na mistni kontext jejich ucebnice. Pfiznala, ze ,...se
v8ichni (?7) domnivali, Ze potfebujeme ucebnice matematiky, abychom
mohli vstoupit do Evropy“. Byla velmi pfrekvapena, ze tady existuje
dlouholeté tradice povinné skolni dochéazky, delsi nez v Holandsku, a na-
vic se sériemi ucebnic, které podléhaji odborné recenzi podle nafizeni
ministerstva Skolstvi. Jeji pohled na nase vzdélavani se v prubéhu do-
poledne ménil od polohy ,texty pro analfabety“ po respekt. Dokonce
byla prekvapena, ze existuje néco jako filosofie vychovy, etika, kogni-
tivni a vyvojova psychologie, ..., autorska prava, a dokonce i hygienické
normy (velikost pisma, faddkovani), které musi byt pfi psani udebnice
matematiky zohlednény a respektovany. Problém nastal, jak vyuctovat

Udalost je vhodnym ptikladem toho, Ze co nezname, to mame ten-
denci podcenit. Mozna, ze kdyby na té ,jeji fakulté“ méli kurs etno-
matematiky, usettily by se penize. Jsou jisté taci, kteri se domnivaji, ze
tam, kde nepracuji s poc¢itacem nebo s extrémné velkymi ¢i malymi ¢isly,
musi uzivat ,horsi matematiku“ ¢ pouzivat primitivnéjsi mysleni, ob-
dobné jako je tomu u zakt prvniho stupné, ktefi v prizkumu (250 déti)
vykézaly v 66 % (165 déti) podceniovani lidského mysleni v historii (napi.
,PTed sto lety nic neuméli, neméli poéitac.“), a podobné predstavy maji
o détech ze zemi, které neznaji.

Obory etnomatematika a antropodidaktika matematiky

Oba terminy jsou systematicky rozvijené v odborné literature prede-
vsim psané v romanskych jazycich, proto terminologii i pro vyhledavani
zdroji budeme uvadét jak ve francouzstiné, tak v anglictiné. Existuji
riznd, avsak velmi blizka vymezeni, zde se soustiedime predevsim na to,
v jakém kontextu, respektive v jakém smyslu jsou tyto terminy opravdu
pouzivany v soucasné literatufe. Vyznamové se oba terminy lisi, avSak
v literatute chybi porovnani. V praci s nadprimérnymi, ¢i dokonce s ma-
tematickymi talenty jsou oba obory zajimavé pro bohatost impulzu jak
pro praci ucitele, tak zaka takového.

48



Etnomatematika (ethnomathémaique/ethnomathematics)

Etnomatematika je obor zabyvajici se pojetim matematiky v jed-
notlivych kulturdch od historie po dnesek (¢asové se neomezuje). Jeji
kapitoly zkoumaji specifika pfistupu k riaznym pojmtm, tematickym cel-
kim, véetné nastroju, které k tomu ta ktera oblast vyuziva, na ¢em stavi,
z ¢eho vychézi, respektive na co navazuje, avsak je mnohem §irsi nez his-
torie matematiky. Na konferenci v Latinské Americe se D’ Ambrosio [4]
vyjadiil k pokusu o nové vymezovani pojmu (snaha prezentovat etno-
matematiku jako zpatecnicky proud) nasledovné: Etnomatematika mé
roli napomoci osvétlit ndm podstatu matematického védéni a védéni
obecné.“

Prvni mezinarodni kongres k etnomatematice se konal v roce 1998
ve Spanélsku v Granadé, kde doslo poprvé k vytvoieni mezinarodni da-
tabdze k dané problematice. J. Jama Musse (1998) zdiraziiuje nékteré
aspekty etnomatematiky a zasazuje je do kontextu didaktiky matema-
tiky: ,,...uzivat matematiku, délat matematiku je to, co ve skutecnosti
délame na pocatku vyucovani matematice, napomoci porozuméni v ma-
tematickém jazyce... Nezbytnost sdélit, jak rodilé algoritmy piedsta-
vuji/uvadéji danou operaci, je kulturné zavisla, tedy (v kazdém jazyce,
kultute) odlisnd.“

A. Salon [15, s. 56] jiz v r. 1978, ale i v upravené verzi z r. 2013 uvadi
ve slovniku ,etnologii“ jako humanitni védu blizkou sociologii a lingvis-
tice, kterd spociva na etnografické analyze, aby mohla zavést syntézu,
znalost vseho, co je charakteristické pro jedno urcité etnikum, s propo-
jenim na ukazatele obecné ve struktufe a vyvoji spolecnosti. Vyjdeme
tedy z definice prvni ¢asti slozeného vyrazu etno-matematika a prijmeme
etnomatematiku jako védni obor — jedna se o takovy védni obor, ktery
zasahuje zcasti do etnologie, z¢asti do historie matematiky, ale i do di-
daktiky matematiky.

7 diskuse na CIEAEM 2013 je patrné, Ze etnomatematika je ché-
pana jako obor zabyvajici se urc¢itym zptusobem kulturou vmysleni v Sir-
$im slova smyslu. Pochopeni etnomatematiky umoznuje lépe pochopit
vlastni specifika a tim napom&ha k pochopeni i vlastni identity (v ob-
lasti vyuc¢ovani matematice). Uvedme piiklad pohledu cizince na vyuku
matematice v CR (1998). V Cechéch pocitame po desitkach a ukazujeme
na pocitadle — ,prvni drat plny kulicek” a fikdme ,deset”, ,druhy drat“
a rikdme ,,dvacet®, prestoze i na tomto dratu je opét jen deset kulicek.
Cizinec se pta: Dvacet — znamené druha desitka, nebo se kazdy drat
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jmenuje jinak? Etnomatematika tedy zahrnuje i jisté tradic¢ni ritudly a
hantyrku, které uzivatelé nemuseji vnimat a které dokaze odkryt cizinec
nebo v podobé ,nechapani“ i dité.

Terminem etnomatematika je nékdy charakterizovan clanek, ktery
vyuzivad nékterych prvki etnomatematiky v dil¢i srovnavaci studii ve
snaze dokdzat rovnocennost kultur (podobné, jako tomu bylo v narod-
nim obrozeni u nas, kdy preklady cizi literatury mély dokazat bohatost a
rovnocennost ¢estiny ve srovnani s jazykem preklddaného autora). Infor-
mace vyuzivajici prvki etnomatematiky nékdy slouzi jako podpirné pro
politickou argumentaci. Vyse uvedené ¢lanky jsou pro pochopeni etno-
matematiky zavadéjici a oznaceni etnomatematika jim v plném rozsahu
neprislusi.

Antropomatematika

Antropomatematika (Anthropo-didactique — anthropo-mathématique
(fr.)/Anthropo-didactic, anthropo-mathematics (angl.)) jako sou¢ast an-
tropodidaktiky sleduje uziti matematiky v bézném zivoté a vyucovani
matematice v daném historicko—socidlné—kulturnim kontextu (kdy —kdo —
kde), a to s hlavnim akcentem na osoby, kterych se to tykd, respektive
na jejich predevsim ordlni komunikaci (mluvu).

Francouz B. Sarrazy [17] z Univerzity Bordeaux 2 akcentuje dialog
v didaktické situaci, kde didakticka situace ve smyslu francouzského di-
daktika G. Brousseaua [1] je rozhodujici pro utvafeni matematického
poznéni, a sleduje ho systematicky v hodinadch matematiky. Klade si
otazky typu , Kdy si bere zdk sam slovo (na jaky podnét, v jakych pod-
minkéch, jak a co sdéluje)* a srovndva rtzné typy podnéti a reakci,
efektivitu strategii.

P. Clanché [2, 3] z téZe univerzity prednésel o antropodidaktice ma-
tematiky nékolikrat na UK v Praze. Sam k této problematice publikoval
fadu ¢lank a mé nésledovniky mezi svymi diplomanty a doktorandy.

M. P. Chopin (na mezinédrodni konferenci SEMT13) [9] prezentovala
antropodidakticky pohled na vybrané situace z aktualni vyuky matema-
tice v rdmci experimentu realizovaném ve Francii. To je navic vhodnym
prikladem pro to, abychom pochopili, Zze ani antropodidaktika, respek-
tive antropomatematika se nemusi tykat jen vzdalenych zemi ani davné
historie.

Antropomatematika musi byt opatrna na zobecnovani. V Klubu pia-
tel matematiky (2011 a 2012) jsme provadéli antropomatematickou ana-
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Iyzu nékterych situaci. Jednou z charakteristik byla otevienost a bez-
prostfednost ve vyjadfovani myslenek, vzajemna davéra mezi ucitelem
a zaky a samoziejmost v ,brani si slova“, aniz by byl kdokoli pferuso-
van (zéjemce ¢eka, az mluvéi dokonéi myslenku, piipadné zada rukou
¢ o¢ima o slovo), neakceptovani myslenky bez dikazu, argumentace.
Charakteristiky procesu (uceni v Klubu pfatel matematiky) se nerodi
naraz, jsou produktem dlouhodobé interakce. Zhodnoceni ovsem nezna-
mena, ze takto vypada v ceskych zemich jakéakoli hodina prace s nadprui-
mérnym ziékem. Antropomatematika zac¢ind analyzou realnych situaci.
Jeji zobecnéni se pak miize vztahovat na urc¢itou skupinu, ktera pracuje
v podobnych podminkéch (véetné socidlnich, jazykovych ¢ dalsich) a
vyznava tutéz filosofii vyuky. Na rozdil od pedagogiky antropomatema-
tika (antropo-...) pfedem zdiraziiuje specificnost prostiedi, a to vyuku
matematice.

Na pocatku jednadvacatého stoleti se objevila v Evropé snaha po-
stihnout evropské specifikum vyucovani matematice a mapovaly se ho-
diny matematiky u vybranych (nékdy i dobrovolné piihlasenych) uéiteld.
Mimo jiné se porovnavaly délky vyucovacich hodin, jejich struktury, ri-
tualy, zpusoby hodnoceni a podobné. Ne vse, co se sledovalo, pattilo do
antropomatematiky, a také ne vse, co patfi do antropomatematiky, bylo
sledovano. Nicméné se dospélo k tomu, ze evropska kultura vyucovani
matematice neni jednotné, ze jsou zde pozoruhodné specifika. Ani pii-
stup k analyze nebyl snadny. V nékterych pripadech najednou zalezelo na
tom, kdo ji provadi, coz vedlo k s$irsi diskusi. I hodnoceni nafilmovanych
situaci podléhalo tomu kterému thlu pohledu, ovlivnénému kulturou, ve
které posuzovatel vyrtstal, byl vzdélavan.

Porovnani

Brazilec E. D’Ambrosio shrnuje v tvodu k Proceedings [4] zkuSe-
nosti a vyvoj etnomatematiky slovy: ,....etnomatematika jako védecky
program a filosofie matematiky s pedagogickymi aplikacemi ziskala vy-
znamnou roli poprvé v roce 1985.“ Tim chape rok, kdy se pod timto
nazvem objevily prvni dokumenty — anglicky psané — predevsim v ame-
rické literatuie. Tak se muzeme docist, Ze ,etnomatematika se zrodila
v USA z duvodt rasové diskriminace v roce 1983“, coz tvrdi nékteri,
ktefi maji problém ¢ist v jiném nez anglickém jazyce.

Naptiklad vyzkumy Emmy Castelnuovo (vyznamné italské prikop-
nice didaktiky matematiky, ktera jiz ve své publikaci didaktiky matema-
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tiky prezentovala prvky didaktického konstruktivismu s nutnosti vycha-
zet ze zkuSenosti ditéte a kulturniho kontextu zemé) jiz mnohem diive
ukazaly cestu védeckému Setfeni v oblasti etnomatematiky ¢i didaktiky
matematiky, kdy etnomatematika prokézala (publikovéno na pfelomu
60. a 70. let), ze déti zemi Afriky, kde ptisobila, vytvaieji také pojem
¢islo v roli poctu, sice trochu jinou cestou — a to v zavislosti na jazyce
a kazdodennich modelech, avsak s podobnymi ¢i stejnymi obtizemi jako
déti italské.

V jistém smyslu antropomatematika [3] ve spojeni s antropodidakti-
kou jsou do urcité miry obecnéjsi; na jedné strané sleduje vliv podminek
na dany jev, projevy a jejich zmény v dialogu — v interakci v rdmci dané
society, kde prioritu ma lidsky faktor, na druhé strané nejde tolik do
hloubky v matematickych otazkach jako etnomatematika, ktera ve svém
dlouhém vyvoji presla od cisté popisného charakteru k hlubsi analyze
sledovanych jevl z pohledu matematického.

Etnomatematika je Sirsi, ¢i 1épe komplexnéjsi obor nez historie mate-
matiky, kterd predevsim sleduje dvé roviny: (1) vyvoj matematické osob-
nosti v daném kontextu pod vymezenymi vlivy a pfinos novych myslenek
pro dany obor, (2) vyvoj pojmu, jevu v historii s tim, Ze jsou ¢asto tyto
linie, z pochopitelnych diivodii, oprostény od dobovych charakteristik, od
pfirodnich a socidlnich podminek, od hierarchizace a fizeni spole¢nosti,
od ekonomické situace, od mluveného jazyka a jeho potencidlu, od zpt-
sobu grafické komunikace a dostupnosti vzdélani — respektive mire do-
stupnosti a srozumitelnosti mluvené ¢i psané oborové komunikace, nebo
jsou tyto charakteristiky natolik zestruc¢nény, aby neprehlusily ustifedni
zaméfenost na matematiku.

Historie matematiky se vice soustfedi na samotnou matematickou
podstatu myslenek, jak se zrodily, i na to, jak tyto myslenky ovlivnily
dalsi generace matematiki, pripadné jak zasdhly do dalsich oboru. Et-
nomatematika ma vétsi zabér a zpravidla matematika je zastoupena re-
lativné vyvazené (priblizné v poméru 1 : 1, vyjimeéné az 1 : 2) k dalsim
oblastem, kterych se dotyka, ve kterych se rodi, uziva, a to podle toho,
do jaké miry se predpokladaji znalosti ¢tenare o dané kulture. Pracuje
se irsimi souvislostmi, stimuluje vztahové mysleni véetné kontextového.

Multikulturalismus v matematice ve véku globalizace nyni predsta-
vuje obor, ktery se mimo jiné zabyva odlisnostmi a tendenci ke sti-
rani kulturnich diferenci. Multikulturalismus mimo jiné i srovnava prace
z jedné doby opirajici se o etnomatematiku. Zavadéni novych techno-
logii do skol ve svété ovSem vnucuje globalni pohled bez respektovani
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specifik. Kriticky postoj k této skutecnosti zaujala jiz fada specialistii;
napf. F. Favilli (na CIEAEMG65, [6]) upozoriiuje na potiebu zachovévat
specifika, ale soucasné je respektovat (sou¢dst etnomatematiky). Snaha
po unifikaci v rdmci integraci miize podle ného prinést fadu nezadoucich
pruvodnich jevil ve vyucovani matematice.

Na CERME 2010 s A. S. Pais a M. Do Carmo Domite [13] uvadéji
nékteré piiciny odporu k etnomatematice: ,,. .. (¢ast slova) etno vyfadila
najednou matematiku z mista, kam byla vynesena a kde byla oslavovana
a roz§itila matematiku do svéta lidi, do riznych kultur jejich kazdoden-
niho zivota. ... Etnomatematika jako védni program je komplementem
matematiky pravé tak jako kritikou znalosti, které byly vyhodnoceny
jako matematické znalosti.“

G. G. Joseph ve své popularné naucné knizce Multikultural Mathe-
matics (1993) charakterizuje v ivodu vyznam multikulturality pro sou-
casnost: ,, Multikulturalismus matematiky spojuje ucitelskou zkusenost
a badateltiv vyzkum ve vyznamny novy piistup k matematice.“ Jeho
pojeti multikulturalismu se ponékud lisi od Faviliho, publikace je spise
souborem kapitol z historie matematiky, avsak z rtuznych ,koutt svéta“.

Otazky ucitele: Pro¢ etnomatematika v praci s talenty? Pro ktery
typ? Pro kterou vékovou skupinu?

Klicem je zamysleni nad tim, kde se etnomatematika zrodila. Etno-
matematika mé ve svém vyvoji podle mého tii hlavni zdroje:

a) Zapisky cestovatelil (riznych obort), ve kterych jde ¢asto o infor-
mace kusé, ne vzdy se pro danou lokalitu shodujici, maji spise charakter
perlicek“, rad pro dalsi cestovatele. Informace se tykaji predevsim prace
s Cislem v roli po¢tu, méfeni ¢asu, vzdalenosti, ploch (napiiklad ceské
zdroje: Kofensky, ... ), coz je obdobi relativné uzaviené 2. svétovou val-
kou, respektive 50. a 60. lety 20. stoleti (Hanzelka—Zikmund, ...).

b) Dalsi zdroj predstavuji prace historické, ¢erpajici z vykopéavek a
muzejnich ¢i archivnich materiali, avsak tyto materidly nejsou vzdy po-
pularizovany.

¢) Zdrojem je soucasnéd praxe, jednak zkuSenosti uciteld po prvni
vIné migrace z ruznych kontinentt po roce 1960 (zejména v Evropé,
pak v dalsich vlnach) v podobé kazuistik, jednak cilené vyzkumy v této
oblasti reagujici na pretrvévajici (pfedevsim Evropa i USA) nacionalis-
tické ¢i rasistické tendence, dale vyzkumy na pomoc praxi v prostredi
zejména ZS a SS s narodnostnimi mensinami. Poslednich dvacet let se
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sem Fadi i problémy kompatibility riznych vzdélavacich systému lisicich
se navic jak jazykem mluvenym, tak psanym — naptriklad vyuka ¢inskych
studentt v Australii na VS 1990-95 (ICME 2004).

Etnomatematika, jak plyne z jeji charakteristiky, miize predstavovat
pro zéky urcité dobrodruzstvi, ukazuje aristotelsky pohled — matematika
se rodi ve svété kolem nés. Jeji zrod do jisté miry zavisi i na tom, v jakém
kontextu se pohybujeme. Zaméreni matematiky i komunikace v ni jsou
v kazdé dobé a kultufe ovlivnény nejen vyjimecénymi matematiky, ale
i tim, jakou matematiku potfebujeme. Mezi dalsi argumenty, které ze
zalazeni etnomatematiky do prace s zaky plynou, jsou: rozhodné vzdy
se musi myslet, sva tvrzeni musime o néco opfit, lépe jesté dokazat, lidé
v jinych kulturach, v jiné dobé nemusi byt hloupéjsi, nez my z relativné
hospodarsky vyspélého svéta.

Dokonce détské strategie feseni matematickych problému, uzivajici
dobové a lokéalni nastroje, ukazuji, ze jina kultura nemusi automaticky
byt ,,horsi“, mtize mit i své vyhody, coz vede k vétsi pokore, k ticté k his-
torii, vzbuzuje badatelské postoje, provokuje nové otazky, nabizi rizné
thly pohledt. Vyuzivat prvka etnomatematiky ve skole je naro¢néjsi nez
pracovat s ucebnici ¢i pracovnimi listy a typickymi pomickami pro ma-
tematiku. Predpoklada zaky se schopnosti dobie se soustiedit a alespon
v zékladu vztahové myslet.

Lze také tentyz problém pojmout ¢isté historicky (tedy do urcité miry
zredukovat, ale mozné i jinym smérem rozsifit a prohloubit informace),
avSak to vyhovuje predevsim typu védec, badatel [11] nebo Zaktm dru-
hého ¢i vyssiho stupné, ktefi jiz maji ukotvené postoje ke zkoumani,
maji rozvinutéjsi vzdélani v oborech zemépis, historie, vychova k ob-
cit. V etnomatematice se k nékterym ¢isté matematickym rozsifujicim a
prohlubujicim informacim dostaneme také, ale jakousi oklikou, a pfed-
poklada se, ze si zak samostatné urcité kontexty dohleda a uvédomi.

Neékteri nadprimeérni se radi koncentruji na jeden problém, nejradéji
na aritmeticko-algebraicky, tedy na praci se symboly, pro jiné je to pre-
devsim prace v tabulce ¢i grafu (k této skupiné fadime i takové, ktefi
maji dobrou slovné akustickou ¢ vizudlni pamét). Takovi Zaci nemaji
prilis v oblibé slovni dlohy a kontextové uvazovani berou jako pfitéz, ale
situace se méni — v etnomatematice jsou kontextové informace pro né
pritazlivé a funkéni (viz dialogy).
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Strategie ucitele pfi praci s nadpramérnym zakem

Sledovani riznych hodin matematiky i vlastni zkusenosti umoznily
sestavit fadu odlisnych strategii ucitelovy prace. Poradi strategii neko-
responduje s preferencemi autorky, ale jde o pouhy vyc¢et moznosti s do-
minanci v jednom jevu, pricemz existuji dalsi modifikace, ¢i strategie,
které odpovidaji smiseni dvou ¢i tii uvedenych strategii:

vice téhoz, co ostatni (préce s kvantitativnim minimem)
totéz co ostatni, ale v kratsim Gase (prace v ¢asovém limitu)
hledani (zakovi dosud nezndmé) metody feseni

ekonomizace postupu

feSeni ulohy za specifickych podminek (minimélné dvéma riznymi
zpisoby, nejekonomic¢téji, . .. )

pouze popis — navod k feseni

zobecnéni cviceného, nastudovaného

komparace zdrojt/postupi

korekce hotového

urychleni — napted v latce, programu

prohloubeni uciva

rozsifeni uciva

pomoc slabsim

tvorba tloh, testu

samostudium (nejen nové latky, ale i novych technologif)
aplikace — ulohy Z, P, Fy, tlohy s presahem

projekt, poloprojekt

referat

vyklad nové latky (zék sdm nastuduje a zastoupi ucitele)
soutéze

hry (hlavné strategické)

korespondencni seminar k vybranému tématu, zohlednujici speci-
fika Fesitele

izolované tlohy (zvané téz ,ofisky“, ,lahudky“, ...)
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e gradované ulohy (od snadnéjsich po obtiznéjsi)

~v s

e programované ucebni texty
e prace s novymi technologiemi
e specifické testy

e feseni zpaméti

PRI

e koordinace prace ve skupiné

e komplexné pojaté téma — prurezové napri¢ obory

Etnomatematika a pFiprava ucitele

Zatimco etnomatematika vice popisuje (jak to je nebo bylo a pro¢ —
s argumentaci kontextovou), antropodidaktika matematiky se pfedevsim
zajimé o proces, o uplatnéni daného matematického mysleni u jednotlivce
nebo skupiny v kontaktu s jinou osobou, skupinou.

Pokud chceme mluvit o zafazeni etnomatematiky do programu pro
nadprumérné, musime do dané oblasti v pfipravé i vyhodnoceni prace
promitnout i antropodidaktiku, aby bylo jasné, jak se proces odehrava.

Etnomatematika umoznuje uciteli volit soucasné jak rozsitujici stra-
tegii, tak prohlubujici v jednom bloku, podobné praci s referatem, nebo
komparativni a zobecnujici strategie. Komplexnost prace s informacemi
a soucasné jistd podminénost jsou typické pro danou praci. Pokud tedy
chceme zabrousit do jinych kultur, pak etnomatematika dominuje v pfi-
pravé ucitele.

7 pohledu ucitele je nutné zvladnout aspon c¢asteéné i antropodi-
dakticky pristup, aby si mohl nejen s nadhledem pfipravit dané téma,
ale predevsim byl i schopen reagovat na dotazy zaka a hloubéji zvazo-
vat dalsi strategie pfedevsim vzhledem k rozvoji jednotlivce. Jinak se
k danému tématu stavi zaci vyrustajici v nasi kulture, jinak déti pristeé-
hovalcti, coz je jednak obohacenim pro vSechny pfitomné, jednak uka-
zuje, jak vlastni zkusenost ditéte zasahuje do procesu uceni. Pro ucitele
prvniho stupné ¢i ucitele, ktery uci i dalsi obor, predstavuje antropo-
didakticky pohled mimo jiné i nastroj pro reflexi: Mam jeden ucebni
styl, nebo pfi vyuce matematiky navozuji jiné socialni situace, vedu ko-
munikaci jinak, vytvaiim odlisné klima a je to pro zaky srozumitelné,
akcentuji ...?
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Témata historicko-etnomatematickd — nazev volime jako nabidku pro
ucitele s tim, Ze zaleZi na ném, na co da ve svém pusobeni vétsi akcent.
Nabizi se jak uzsi matematicky pohled vertikalni meénici se v case, tak
Sirsi horizontalni s pestrymi vazbami. V obou lze dobfe uplatnit i ety-
mologicky pristup ke slovni zasobé.

Zkouméme-li novodobé ¢i soucasné informacni zdroje (sledujici po-
slednich 10-25 let), pak miZzeme mluvit o lokdlnich zdrojich, kde se
zpravidla jednd o izolované zkuSenosti, popsané osobou zijici/pracujic
v danych podminkach. Druhym typem zdroji jsou prace srovnavaci nebo
hloubéji analyzujici nejen jednu lokalitu, ale vice lokalit soucasné v Sirsim
kontextu (zemépisném, socialnim, jazykovém, kulturnim ¢ matematic-
kém).

Oba typy zdroji mohou byt cilené etnomatematické nebo antropo-
didaktické, nebo tihnout vice k jednomu z popsanych pohledi. U obou
lze sledovat dimenzi ¢asu: (a) prace popisujici stav v urc¢itém, relativné
kratkém obdobi (zpravidla 1-5 let); (b) préace sledujici zmény probihajici
ve vymezeném, avSak del$im ¢asovém tuseku, nebo prace porovnavajici
situaci ve dvou kratkych obdobich ¢asové vyrazné vzdalenéjsich (10 let
a vice). Zde je nutné si uvédomit, ze napf. vysledky, i kdyz pochézeji
z dlouhodobého (napi. desetiletého) sledovani v 90. letech XX. stoleti
nosti, a to presto, ze jde o ¢asovy horizont nepfilis vzdaleny dnesku.

Jsou specifické vyzkumy, které jsou zridka publikovany pro vefejnost.
Zabyvaji se sledovdnim tzce omezené oblasti etnomatematiky (napii-
klad jen rozvijeni a Grovné prostorové nebo ¢asové orientace), aby bylo
mozné jednak vyuzit specifik dané kultury pro obohaceni procesii soucas-
ného uceni, jednak pochopit a pfipadné pomoci prekonat obtize typické
pro danou lokalitu, kulturu. Napiiklad porovnanim vyuzivani jazyko-
vych prostfedkt ve vyucovani v italskych, svycarskych, francouzskych
a Ceskych skolach se ukédzalo (Kaslova 2002, Sardinie — piispévek pro
Vybor Rallye Mathématique Transalpin), jakou roli hraje v tstni komu-
nikaci (ne)existence uré¢itych/neuréitych ¢lentt u podstatnych jmen na
rozliseni pfipadu obecného od jedinecného: triangolo — jakykoli, un tri-
angolo — tento/dany trojuhelnik (Kaslova, ICME 1996). L. Poirié (2005)
prezentovala obtize kanadanskyjch Inuiti v procesu zobecnovani pojmu
¢islo v zavislosti na objektech a aktivitach jejich kazdodenniho zivota.
V Sestihodinové dilné (SEMT 2013) bylo mozné sledovat obtize v trans-
formaci mluveného slova vyjadfujici pocet ¢i jiné ¢iselné udaje do gra-
fického zaznamu v pozi¢ni desitkové soustavé. Dilna umoznila pochopit,
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jak je proces v dané kultufe zavisly na jazyce; napt.: jedna = , Atausiq“
(doslovné ,nedélitelny*); dvé = ,marruuk®; tfi = ,pingasut®; Sest =
,Pingasuujurutut® (doslovné ,je jich vickrat t¥i“), devét = | quliunngi-
gartut” (doslovné ,neni jich presné deset“); deset = ,quilit* (doslovné
ynejvic); dvandct = ,quilillu marruulu® (doslovné ,a deset a dvé“);
sto &tyFicet Sest = ,avatit tallimat avatit maruuk Pingasuujugtulu® (do-
slovné | dvacet pétkrat (a) dvacet dvakrat a vickrat tii“). Popis diverzity
nékdy byva chybné interpretovan jako znevazovani nékteré z kultur, ale
etnomatematika ¢i antropomatematika spatiuji ve svém badani mimo
jiné i nastroj porozumeéni, nastroj profesionalizace ucitele, vychodisko
stroji.

Podobné studie nebyvaji vzdy z nejriznéjsich divodi fazeny ani
k etnomatematice, ani k antropodiaktice, i kdyz vysvétluji na zakladé
specifik dané kultury urcité projevy, obtize v ramci pojmotvorného pro-
cesu ¢i hled4ni/volbé metod FeSeni.

Paici v KPM - zkuSenosti

Vychodiska: zdci KPM (19 sledovanych zaki ve véku 6 let 6 mésict az
10 let a 1 mésic) jiz méli zkuSenosti se zapisy ¢isla a s po¢itdnim v his-
torickych kulturdch (egyptskd, mezopotamskd, feckd, F{mska, mayska,
aztéckd), v kontrastu s tim se prezentoval pfechod od poéitani v Fimské
soustavé k dosud pouzivanému pocitani v arabské soustavé. Dosavadni
pohled byl spise historicky. Priizkum v dané skole vloni ukéazal, Ze jsou
z4ci, ktefl si mysli, Ze piSeme ,,...¢eskymi ¢islicemi, kdyz Rimané psali
Ffimskymi ¢islicemi“. Od historie jsme tedy pristoupili k soucasnosti do
vzdalengjsich — neevropskych kultur s akcentem na etnomatematiku.

Paici [pajci] je jednim z 28 jazykd Nové Kaledonie. Poéitani v paici
nema svoji pisemnou podobu, jenom mluvenou. Vyjadieni poc¢tu se opird
o modely ¢isla na lidském téle, takze naptiklad ¢islo 5 se vyjadii jako
»jedna ruka“, 20 se fekne , jeden clovek“, protoze to odpovidd poctu
prsti, které ma jeden clovék. Podobné 40 se vyjadii jako ,dva lidé“,
¢isla 1, 2, 3, 4 maji specifickd pojmenovani a vazi se k jednotlivym po-
jmenovanim prsti ruky. Jazyk je zajimavy i tim, ze dynamika a melodika
vyslovnosti téhoz slova méni jeho vyznam.

Celé téma véetné pocitani uvedl prof. Pierre Clanché z Université
Bordeaux 2, ktery se po 1éta zabyva danou kulturou a pozoruje uplatnéni
matematiky ve Skole i mimo ni pfimo na Nové Kaledonii u Kanakt [6].
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Forma prechazela od pfednasky s vyuzitim interaktivni tabule (mapy,
fotografie, texty) k diskusi a k dilné (pofizen videozdznam). Na toto
setkani navazovaly i dalsi dvé lekce béhem mésice).

U Kanakt existuji pomérné slozité pribuzenské vztahy, které dité
musi pochopit a respektovat, aby bylo i ostatnimi respektovano. Je na
ditéti, aby pozorovalo, aby védélo, koho se muze zeptat. Silnou roli hraji
tradi¢ni komplikované ritualy oslav, navstév, pomoci, spoluprace. Po-
dobné zde existuje (na premysleni ndroény) ne plné stabilni systém ob-
darovavani a smény. Proces zobecnéni je v rtiznych kontextech na rtizné
vysoké trovni. Pocitani v paici se tudiz odehrava v jinych kontextech
a z odlisnych motivaci nez u nas. Pro velkou jazykovou diverzitu a pro
odlisné pristupy k ¢islu na Nové Kaledonii existuje jediné pojitko a tim
jsou ucebnice matematiky — pro Kaledonce v cizim — ve francouzském ja-
zyce. Etnomatematickym problémem se stava i prechod od specifickych
kontextt k relativné jednoticim didaktickym situacim. Nelze opominout
zlvastni postaveni ucitele v jednotlivych kulturdch Nové Kaledonie, tu-
diz pro pripadné zmény ve vyucovani matematice je nutné vzit v potaz i
antropodidiakticky pohled, respektive antropomatematiku jednotlivych
kultur. Pokud do skoly chodi pouze déti, jejichz rodnym jazykem je ja-
zyk paici (jeden z 28 jazykt Nové Kaledonie), je situace snazsi, ale na
druhou stranu nelze predpoklddat, ze se v takové skole nevyskytne dité
z jinojazycného prostiedi silné provazané na jiné tradice, ritudly i so-
cialni vazby. Jak pracovat s ucebnici, kterd by ,vyhovovala“ celé Nové
Kaledonii? Kde a jaké ustupky, co je pojitkem a co by mohlo byt blo-
katorem? Ze se podobné situace nemohou vyskytnout i u nas? Vime,
kolik déti ze tfidy a jak v rodném jazyce zpracovava prostorové, ¢asové
a kvantitativni udaje a vztahy? Vime, zda ve své rodné kultufe smi
oslovit dotazem otce/matku? A tak podobné.

Oteviit toto téma ve t¥idé bez pripravy muze byt znacné riskantni.
V Klubu pratel matematiky (kde prevazuji ¢eské déti a vyskytuji se dvé
aZ t¥i déti jiné narodnosti) jsme méli jeden rok déti namichané z vice kul-
tur: Turek, Arabka, Ital, Ukrajinec, Ruska, Vietnamec, Chorvat, Slovak.
Nékolik let nazpét to byla Konzanka, Slovak, Moldavan, Bulhar a Rom.
Ve skolnim roce 2013/14 bude sloZeni méné pestré, jen Srb, Rus/ka,
Azerbajdzénec a Vietnamec. To znamena nastudovat zdroje o téchto
kulturach a citlivé je konzultovat pfipadné i s rodiéi téchto zaka (coz
byva nékdy velmi zajimavé a nabizi uzsi spolupraci rodiny se skolou).
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Dialogy jako zdroj pro antropodidakticky pohled — vybér z video-
zaznamu

Dialog 1 (setkdni s PC — Pierrem Clanché)

PC: Reste v paici: 345 = (74ci nepisi, pouze mluvi, néktefi si to modeluji
na ,kaledonskych modelech”, jini prekladaji z paici do ¢estiny, tam Tesi
a prekladaji zpét)

R: ...

S:...

R: Pro¢ to Simon opravuje?

H: Protozes’ to ne-vy-slo-vo-val spravné.

R: Ale ja vim, co chtél Tict, ze 3+ 5 = 8.

(D: Stejné vsecko vodbejva, tam by ho to vylécilo.)

PC: ...jazyk paici zavisi nejen na vyslovnosti, ale i na intonaci — ta na
rozdil (?7) od ¢estiny méni v paici vyznam.

R: Tak co by to bylo...?7

K: D4 se to tict jinak? ... V Cestiné tfeba i soucet tii a péti.
H: Mélo by to cenu? M4 to néjakou cenu v cestiné? ... Pro¢ to tak
vzniklo?

Dialog 2 (setkdni s PC)

S: Jak se fekne nekoneéno, nebo spi$ nekone¢né moc?

PC: Listy na stromé.

J: Pro¢ zrovna listy?

T: To je dobry, jako v basnickach.

PC: Protoze je nelze spocitat.

H: Jak to? Téch musi byt konecné!

PC: V praxi to pro Kanaky vyjde nastejno, jestli to nedokazeme nebo
nevidime na prvni pohled, nebo snadno — oni nepotfebuji ke svému Zivotu
zpravidla vétsi ¢islo nez 50.

R: To je divny? Jak teda zijou?

PC: Moc se nenakupuje. Hodné sménuji.

A: Ve skole taky ne?

PC: Ve skole je jiny svét, jazyky spojuje francouzstina. Maji francouzské
ucebnice.
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Dialog 3 (ndsledujici setkani vedené MK — Michaelou Kaslovou)

V: PC rikal, ze pocitaj francouzsky. To si to vSechno prekladaj? Proc¢?
M: Dyt fikal, Ze je tam 28 jazykt.

T: To by kazdej pocital jinak?

D: Cha, vsude je jedna a jedna dvé.

MK: Ma pravdu, v kazdém jazyce by to fikali jinak.

A: Takze kdyz to napiSou, tak je to vsude stejny?

S: On (PC) fikal, Ze to jen fikaj. Tak to asi v tom jazyce nepisou.

H: No asi. Ale nevis to.

S: To by nam to ukézal.

H: Tt¥eba mu to neukazali. Nebo to uz zapomnéli.

J: No, taky rikal, Ze nepotiebujou vic nez 50, tak proc¢ by to psali. To si
zapamatujes.

H: Ale fikala (MK), Ze se ddvno (v jinych kulturach) zapisovaly (dluzni)
apisy.

J: Jo. Ale tam (na Nové Kaledonii) se sménuje. ..

A: Dévaj se darky,. ..

D: To bylo dobry. ..

V: Tak francouzska matika je vétsi. . .

S: Cha, ale neuméj smétiovat. Vis, jak fek, jak pfemyslel s darkem?

A: Méame to lehdi.

MK: Co?

A: Ve skole, s pocitanim.

M: No a Egyptani?

MK: Nechodili vSichni do skoly. Myslis, Ze se s jejich pismem lip pocitalo
nez nam?

J: Museli myslet na to, jestli je to lotos nebo ¢islo!!!

L: ...taky musi§ myslet, nékdy ¢islo neni ¢islo, jako v télaku pét jsem
jé (hry druzstev).

V: Kdyz (v NK) nakupujou, to musej, Ze jo. Platéj. Tak to pfitom pocitaj
francouzsky nebo v paici?

MK: To (PC) nerikal, ale uvazujme.

H: Nékdo si zvykne. Tteba, kdyz jsou ceny nizky, tak to staéi v paici.

MK: To je Honzova teorie, ale musime to ovéfit. NapiSeme panu profe-
SOrovi.
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A: Bude rad?
T: Vis, jak ho to bavi?

J: Kdyz je to napsany jako arabskyma c¢islicemi, tak to muzou ¢ist paici
i francouzsky!

V: To je vSude stejny, jen se to jinak rika.

H (k J): To taky nefek, druhej dotaz.

R: Umim francouzsky, ale pocital bych to stejné v c¢estiné, pak to rek
francouzsky ... nakonec.

M: Asi bych to raci ukazoval (modeloval v paici), nez fikal v paici.

D: To by byla sranda ... ty a na fotbale.

Co se ukdzalo v dialozich?

Na prvni pohled bylo jasné, Ze téma zaky strhlo. Obraceli se na mé
i rodice, co jsme to délali, ze déti doma pocitaji i ¢asti domécich
tkold nahlas v jiném jazyce (nepfimo se doma chlubily), Ze mluvi
o Nové Kaledonii a zahrnuji je informacemi (pravdépodobné i z dii-
vodu, aby si je lépe zapamatovaly, i kdyz je k tomu nikdo nenutil).
Nebylo tfeba podnécovat dale otézky, jedna fetézila druhou.

Téma strhlo lavinu otazek, které by si zaci asi bézné nekladli.
Téma vedlo k pfehodnoceni nastrojt, které bézné uzivaji.

U nékterych vyprovokovalo autoreflexi, snahu po zpfresnéni uvédo-
méni si toho, jak sami pracuji.

Zvysila se citlivost vzhledem k formulacim, k volbé slov a jejich
poradi.

Premysleli, jak komunikovat své myslenky a v jakém kontextu.
Zamysleli se nad rolemi ¢isla v nasi kultute.

Zacali pfemyslet o tom, jak mélo toho o matematice v paici znaji a
pro pristi setkani s profesorem Clanché pozaduji komunikaci o pro-
storu a méreni u Kanaki.

Neleni pisemné komunikovat, aby dostali odpovédi na otazky kla-
dené v dialogu 3.
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Co navazovalo na poviddni o kulture a pocitani v paici?

pocitani v paici

sledovani dalsich systému, které nemaji pisemnou podobu
porovnavani systémut mezi sebou

porovnavani s arabskym systémem

vyhody psané podoby

vyhody lidského modelu a jeho limity — informace o severskych
kulturach

vyjadfovani ,velkych ¢isel“ a neurcitého mnozstvi, slov ,,mnoho*
a ,nekonec¢né mnoho“

Co bude ndsledovat v roce 2013/14?

Dalsi spoluprace s profesorem Clanché, zaméreni na rozvoj prosto-
rové orientace v kultufe a paici, v jejich jazyce a ve Skolni mate-
matice (2 hodiny a korespondence).

Porovnani vyjadrovani prostorovych vztahti s dalsimi kulturami —
respektive s jazykovymi prostiedky pro vyjadfeni statickych pro-
storovych vztaht.

Vyzva k vyhledavani dalsich kultur (projekty skupin mimo KPM
v délce dle potteby fesitelt, konzultace a prezentace projektt cca
2 hodiny).

Zavér

Ziejmé etnomatematika bude zafazena do pripravy budoucich udi-
tell, ale mohla by se stat soucasti dalsiho vzdélavani ucitelt tak, jak je
tomu nejen v fadé evropskych zemi. Etnomatematika by takto mohla od-
bornéji zasdhnout i do (u nas ponékud uzce ¢i prilis obecné pojaté) pro-
blematiky multikulturalismu a integrace. Vedle pouzité literatury jsou
uvedeny dalsi zdroje, ve kterjch ¢tenari najdou dalsi odkazy, aby se
mohli inspirovat pro vlastni praci.
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Figurkova Skolicka — logika Sachu ve Skolkach a Skolach
Martina Kofenova, Ricany !

ABSTRAKT. Cldnek popisuje vjukovyj program Figurkovd skolicka, ktery je za-
méren na propedeutiku vyuky Sachu na materskych skoldch a zdkladnim stupni
zakladni skoly.

Uvod

Snahy o vyuziti sachu ve vyuce jsou celosvétové a v prubéhu casu
se opakuji. Vyukovy program Figurkova skolicka je metodou, ktera si
nedava za cil naucit déti Sachové hie, vyuziva ale Ssachového prostiedi
pro rozvijeni konkrétnich predmatematickych, matematickych a logic-
kych dovednosti déti starsich ¢tyr let. Duraz je kladen na procvi¢ovani
abstraktniho mysleni, praci s logickymi konstrukty nebo algoritmy, pro-
cvicovani paméti a zdokonalovani geometrického vnimani. Zdrojem me-
tody jsou specifické rysy Sachové hry. Metoda vyuziva tyto prvky pro
vystavéni originalnitho matematického a geometrického prostoru na pi-
dorysu sachovnice v kombinaci s uzitim ozivenych sachovych figurek ve
formé pohddkovych postaviéek pro motivovani déti [1].

le-mail: martina@korenova.cz
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Zakladni principy

Vyukovy program je rozvrzen na dvé etapy. Aby se postupné v kazdé
etapé rozvijelo zakladni porozumeéni a schopnost fesit problémy, v defi-
novaném poradi se pracuje se cvi¢ebnicemi, které jsou vénovany jednot-
livym Sachovym figuram.

Viukovy proces neni primarné zacilen uéit déti sachu. Sachové pro-
stredi je uzito ke kultivovani intelektualnich dovednosti zaloZenych na
abstrakci, planovani a provadéni jednoduchych algoritmii, na orientaci
v prostoru. Jednoducha logicka cvi¢eni jsou provadéna s pomoci drama-
tizace a vizualizace lloh, manipulovani s drobnymi pfedméty nebo pou-
Ziti osobnich pracovnich listti. Déti si tak pomoci téchto aktivit osvojuji
usuzovaci schémata [2]. Vyuka probiha formou zajmovych krouzki, spe-
cidlni pifpravy predskolnich déti v MS nebo v rémci vzdélavani na ZS,
predevsim v prvni tfidé.

Program je urcen pro vSechny déti s ohledem na jejich individualni
schopnosti, kazdé dité zvlada primérené ukoly. Svét logiky je otevieny
vSem détem bez rozdilu, jejich analytické mysleni a prostorova orientace
jsou rozvijeny, aby se podpofila jejich schopnost ucit se a podilet se na
vyukovém procesu.

Matematické zakonitosti

Sachovnice je dobie definovany systém geometrické sité, kde se kon-
krétni tikony pri feseni tloh prolinaji s abstraktnim pojmovym myslenim.
Cerné a bilé étverce reprezentuji svét jednoduchych pohyb, éisel a algo-
ritmia. Specifické pohyby jednotlivych Sachovych kamenu na Sachovnici
lze pfirovnat k riznym matematickym vzorcim ¢i funkcim. Na Sachové
siti se nepohybujeme po obvodé ¢tverci, ale jejich stfedem. Pravidelné
umisténi bilych a ¢ernych ¢tverci odlisuje dva pohyby po Sachovnici,
sikmy a rovny. Rovny pohyb je charakterizovan stfidanim c¢ernych a bi-
Iych poli v fadach a sloupcich, sikmy pohyb je veden tihloptickami po
jedné barvé poli. Termin Sachovnice vystihuje nejcastéji prostiedi 8 x 8
poli, na kterém se hraje deskova hra Sachy (obr. 1).

Ve Figurkové skolicce povazujeme za Sachovnici kazdé prostredi, kde
se stiidaji ¢erna a bila pole. Déti se seznamuji s pojmy stired Sachov-
nice, krajni a rohové pole [3]. Stied Sachovnice uréujeme jen v prostiedi,
které ma tvar Ctverce, pii lichém poctu krajnich poli je stredové pole
jen jedno, pfi sudém poctu jsou stfedova pole ¢tyfi. Strany Sachovnice
tvori obvykle fady a sloupce, ve Figurkové skolic¢ce skladame Sachovnice,
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kde jsou obvodem i tihlopiicky sestavené ze Sachovych poli. Sachova pole
muzou byt obsazena nebo neobsazend, na jednom poli mize byt umistén
pouze jeden objekt. V zadné tloze se nevyskytuji na sachovnici pouze
Sachové objekty, ty se v nékterych tlohach neobjevuji viibec.

Obr. 1: Uhlop#iéna Sachovnice

Postupné zvySovani obtiZnosti
Prvni etapa: Figury liniového pohybu (véZ, strelec, ddma)

Ulohy ve cvigebnicich Figurkové gkolicky jsou zadany vizdy pro zé-
kladni sachovnici 8 fad krat 8 sloupci, a to ve ¢tyfech pozicich podle
obtiznosti. Dalsi varianty pozic s volitelnou grafikou nabizi pocitacovy
program Uc¢ime se s Figurkou.

V prvni etapé se vénujeme liniovym pohybtim. Tim nejjednodussim,
a proto zacinajicim, je pohyb po fadéch a sloupcich (véz), nasleduje po-
hyb po thlopfickach (stielec), a potom se oba pohyby kombinuji (ddma)
v typoveé stejnych nebo podobnych tlohach. Opakujicim se hlavnim té-
matem je hledani cesty. Cestu chapeme jako nejkratsi nebo nejdelsi drahu
po Sachovnici, ktera mitize byt uzaviend nebo oteviens [4] (obr. 2). Typy
tloh predstavuji sbirdni, prochézeni, obchazeni nebo bludisté. Dalsim
stézejnim tématem je hledani pole. Jedna se o umisténi Ssachového i nesa-
chového objektu na Sachovnici, aby sploval vSechny podminky v zadani
ulohy. Ve vSech liniovych typech pohybu jsou dalsimi tématy symet-
rie, déleni Sachovnice a pokryvéani Ssachovnice geometrickymi tvary [5]
(obr. 3).
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Obr. 2: Uzaviend draha

Obr. 3: Pokryvani geometrickymi tvary

Druhd etapa: Figury specifického pohybu (kiini, krdl, péSec)

V dalsi etapé se seznamujeme s pohyby Ssachovych figur na sachovnici,
které maji sva vlastni pravidla. Kun se pohybuje skokem na doplikova
pole, kam nemifi ddma umisténa do stfedu Sachovnice 5 x 5, to znamena,
ze zadny tah koné nesmi byt veden ani rovné, ani sikmo. K procvi¢ovani
uzivame syntetickou metodu, tah koné neprovadime tak, ze pocitame
pole na Sachovnici ve tvaru pismene L, ale na pole opacné barvy se
dostane kun skokem pres sousedni pole.

Ulohy musi byt motivaéné zajimavé a poutavé, protoze se tu vysky-
tuje prevazné jen téma hledani cesty a hledani pole. Kral mé na rozdil od
liniovych figur pohyb limitovany. Kromé hlavnich témat hledani cesty a
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hledani pole se vyskytuji i Sachova témata jako sach, mat a pat. Sachové
terminologii se vyhybame urc¢itou charakterizaci krale, napf. hleddme ne-
bezpec¢na pole pro krale. V tlohach poprvé dochazi k sachové interakei,
konkrétné krale a jiz probranych Sachovych figur.

V Sachové partii jsou pésci dusi hry (F. A. D. Philidor), ve Figurkové
skolicce prostfednictvim péscti objevujeme pohyb orientovany dopiedu
a dozadu. Postupné se v jednotlivych tlohéch seznamujeme s pravidly
pohybu péscti, poté objevujeme jejich silu pfi proméné na posledni radé,
az v posledni tloze hrajeme nejlepsi mozny tah — zatknuti krale.

Zavér — srovnani s pristupy ve svété

Sachy jsou soucésti vzdélavaciho kurikula ve vice nez 30 zemich svéta.
Vyuku sachu zavadéji ve Spanélsku, Polsku, na Slovensku. A naptiklad
v Kolumbii se sachy uci ve skolkach uz od tii let véku déti. Drtiva vétsina
postupu je vSak vystavéna na ziskavani znalosti, jak se naucit hrat Sachy.
Neni divu, hlavnim motorem snahy zavést sachy do skol jsou samotni
Sachisté.

Pedagogicka verejnost véetné détskych psychologti vSak mé vesmeés
jiné doporuceni pro vyuziti Sachové hry v pedagogické praxi. ,Rozhodné
nejde o sport, do Skoly nepatii soutézni sachy,“ rekl Pep Suarez, psycho-
log a expert na pedagogiku Sachu, na prvnim pedagogickém kongresu,
ktery se zabyval socidlnim vyznamem Sachové hry (Madrid 2013), a do-
dal: ,Kazdé dité ma pravo na vzdélavani, kdyz jedno vynika, nesmi se
zapominat na ty ostatni.*

Leontxo Garcia, feditel kongresu, novinaf a propagator Ssachové hry,
jeji pozitivni vliv na mysleni shrnul takto: ,Sachy maji ucit myslet, ne
vyrabét hrace sachu. Neni mozné, aby se védci a 1ékafi po 120 letech
vyzkumu spletli. Prosté nelze tvrdit, ze Sachy nerozvijeji mysl. Védecké
studie maji prakticky stejné vysledky. Podle nich maji lidé hrajici sa-
chy lepsi intelektualni dovednosti véetné kupiikladu ctenafského poro-
zumeéni. Diky této hie dochazi i ke snadnéjsi desifraci znak.“

Figurkova skolicka se snazi jit pravé timto smérem. Logicky vystavéna
struktura odpovida snaze vyuzit vSechno pozitivni, co logika a matema-
tika schovana v sachu umoznuje. Uz v detailu, jakym je fazeni vyuky
jednotlivych figur ¢i tvorba pro Sachisty nejasnych tloh, 1ze vypozorovat
umysl a pristup tvarct. Je jen na odbornicich, jak historii provérenou
hru dale vyuziji. Velky a zatim nevyuzity prostor je v oblasti vzdélavani
na prvnim stupni zdkladnich skol.
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S matematikou na fyziku
Martina Kvétonova, Vydavatelstvi Didaktik, Brno !

ABSTRAKT. Nasledujici text obsahuje tulohy, v ktorych sa prelinaji mate-
matick€ poznatky a fyzikalna tematika. Tieto ulohy su vybrané tak, aby pou-
kazovali na vyuZitie niektorych poznatkov z planimetrie pri rieSent fyzikdlnej
problematiky, ¢im moézZeme Ziakom ukdzat, Ze medzi matematikou a fyzikou je
tzka sivislost.

Ci uz ako uéitel pracujete v hodinach matematiky s nadanymi Ziakmi,
alebo pred vami nesedi skupina buducich vedcov, pre kazdého ziaka je
dolezitd motivacia. Pozitivnou motivaciou pre ziaka je zaiste aj vedo-
mie toho, ze matematika nie je odtrhnutd od reality, ale nadobudnuté
poznatky st vyuzitelné v praxi. Je mnoho spdsobov, ak poukézat na
praktické vyuzitie matematiky. Jednym z nich je vyuzitie medzipredme-
tovych vztahov matematika—fyzika. Pre fyziku je matematika nezastu-
pitelnym néstrojom, ktory slazi k obecnému vyjadreniu poznatkov, a
naopak fyzikalna tematika je vhodna na poukéazanie na praktické apli-
kacie matematickych poznatkov.

Matematické tlohy s fyzikdlnou tematikou st taktiez dobrou volbou
pre rozvijanie logického myslenia ziakov. Vedme ziakov k tomu, aby si
uvedomovali vyuZitelnost matematiky, a to aj pomocou vhodného vy-
beru tloh. Aj tie nasledujiice mozu slazit ako inspiracia do vasich vyu-
¢ovacich hodin.

Le-mail: kvetonova.martina@email.cz
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Nie je mozné v par tloh4ch obsiahnut velké mnoZstvo matematickych
poznatkov, ktoré fyzika vyuziva. Preto sa vybrané ulohy zameriavaju
na vyuzitie najzakladnejsich poznatkov z planimetrie. V prvych piatich
tlohéch je naznacené riesenie, a to pomocou obrazku, rieSenie ostatnych
uloh je ponechané na pripadny zaujem citatela. U kazdej tlohy ndjdeme
vycet matematickych a fyzikalnych poznatkov, ktoré su k rieseniu tlohy
potrebné, popripade, ktorych sa tiloha tyka. Ulohy 3, 4, 5, 8 sti vybrané
z pracovného zoSita k planimetrii, ktory vydalo vydavatelstvo Didak-
tis [2].

Uloha 1 Lietadlo

Pozorovatel stoji na povrchu Zeme a sleduje lietadlo letiace stalou rych-
lostou rovnobezne s povrchom Zeme. Lietadlo preletelo nad hlavou po-
zorovatela a ten pocul zvuk v okamihu, ked lietadlo videl pod uhlom 30°
(obr. 1, 2). Ur¢te rychlost lietadla. [1, s. 115]

e Co potrebujeme vediet z fyziky: Sirenie zvuku v homogénnom pro-
stredi.

e Co potrebujeme vedief z matematiky: goniometrické funkcie ostrého

uhlu, vzajomna poloha priamky a kruznice, vlastnosti dotycnice ku
kruznici, vlastnosti striedavych uhlov.

30°

Obr. 1: Lietadlo
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30°

Obr. 2: Lietadlo — rieSenie

Uloha 2 Urcenie vijsky predmetu pomocou rovinného zrkadla
Ak je okolie zameriavaného objektu (napr. veze) vodorovnou rovinou, je
mozné uréit vysku objektu s pouzitim malého rovinného zrkadla, ktoré
polozime na zem do takej vzdialenosti, aby sme v fiom uvideli vrchol
objektu (obr. 3, 4). Vypocitajte, akd vysoka je veza, ktord je od pozoro-
vatela vzdialend 46 m. Oko pozorovatela je vo vyske 1,6 m nad povrchom
zeme a zrkadlo lezi na zemi vo vzdialenosti 1 m od pozorovatela.

e Co potrebujeme vediet z fyziky: zakon odrazu svetla.

e Co potrebujeme vediet z matematiky: vety o podobnosti trojuholni-

kov.

acétko
Obr. 3: Urcenie vysky objektu
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16m

¢ 46m B m £

Obr. 4: Urcenie vysky objektu — riesenie

Uloha 3 Uhlové zrkadld
Uhlové zrkadla sa v minulosti vyuzivali v geodézii k vytycovaniu pravého
uhlu v teréne. Princip vymeriavania pravého uhlu plyne z obr. 5 a 6 —
la¢ dopadajuci na stustavu zrkadiel je kolmy na lu¢, ktory zo sustavy
vychédza. Uréte velkost uhlu « zovretého zrkadlami. [2, s. 26]

e Co potrebujeme vediet z fyziky: zakon odrazu svetla.

e Co potrebujeme vediet z matematiky: osova stiimernost, vlastnosti

uhlov, stcet velkosti uhlov v trojuholniku.

Zrcatko

paprsek

rcatko

Obr. 5: Uhlové zrkadla
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B zZicatke
Obr. 6: Uhlové zrkadla — rieSenie

Uloha 4 Opticky hranol

Opticky hranol mé podstavu tvaru rovnoramenného trojuholnika. Uhol
oproti zakladni je «. Jedna zo stien hranolu Z je postriebrena a funguje
ako zrkadlo. La¢ dopadajici kolmo na lamavou plochu L; sa po pre-
chode hranolom odraza od postriebrenej plochy Z. Po dalSom tuplnom
odraze na vnutornej strane vstupnej lamavej plochy L; vychadza z hra-
nolu plochou Lj tak, Ze je k nej kolmy (obr. 7, 8). Urcte velkost uhlu a.
2, s. 26]

Obr. 7: Opticky hranol Obr. 8: Opticky hranol — riesenie
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e Co potrebujeme vediet z fyziky: zdkon odrazu svetla.
e Co potrebujeme vediet z matematiky: vety o podobnosti trojuholni-
kov, vlastnosti uhlov, stcet velkosti uhlov v trojuholniku.

Uloha 5 Fontdna
Kvapalina vytekd otvormi v boc¢nej stene nadoby. Hladina kvapaliny
v nadobe je udrziavané stale v rovnakej vyske. Vzdialenost, do ktorej
kvapalina dopadne v dané rovine, stanovime podla vztahu d = 2v/h; - ho,
kde h; je vzdialenost otvoru od hladiny kvapaliny, ho je vzdialenost
otvoru od roviny dopadu. Graficky uréte vzdialenost d pre otvory J, K, L
v obr. 9. [2, s. 51]

e Co potrebujeme vediet z fyziky: je mozné riesit bez akjchkolvek zna-

losti fyziky.
e Co potrebujeme vedief z matematiky: Euklidova veta o vyske.

1J
1K
ha
1L
h
i
n e ——
2
ha
rovina dopadu

Obr. 9: Fontana

Uloha 6 Lietadld

Minimélna povolend vzdialenost medzi dvoma letiacimi lietadlami nad
Atlantikom je 610 m vo vertikdlnom smere a 110 km v horizontalnom
smere. Predstavme si situaciu, ze dve lietadla letia oproti sebe v rov-
nakej vyske a na jednej priamke. V akej minimélnej vzdialenosti musi

(0]



jedno lietadlo zacaf klesat a druhé stupat tak, aby si lietadl4 navzajom
zachovali pozadovany vertikdlny odstup? Cestovna rychlost lietadiel je
800 km - h™!, rychlost bezpecného klesania je 600 m - min~! a stipania
300 m - min~*. [3]
e Co potrebujeme vediet z fyziky: vztah medzi rychlostou, drahou a
¢asom u rovnomerného priamociareho pohybu.
e Co potrebujeme vediet z matematiky: premena jednotiek, vlastnosti
trojuholnikov.

Uloha 7 Plachetnica
Kurz plachetnice zviera so smerom vetra uhol s velkostou 70°, zatial ¢o
plachta zviera so smerom plavby uhol s velkostou 50°. Uréte rychlost
lode, ak viete, Ze rychlost vetra je 2,5 m-s~!. Ulohu rieste konstrukéne.
[4, s. 460]

e Co potrebujeme vediet z fyziky: rozklad sil.

e Co potrebujeme vediet z matematiky: vlastnosti uhlov.

Uloha 8 Rozklad sil na naklonenej rovine
Na obr. 10 je znazorneny rozklad tiazovej sily Fg posobiacej na teleso na
naklonenej rovine na zlozky F; a Fs. Pohybova zlozka F; je rovnobezna
s naklonenou rovinou, tlakova zlozka Fy je kolma k naklonenej rovine.
Urcte velkost uhlu, ktory zviera zlozka Fy s tiazovou silou Fg. Sklon
naklonenej roviny je «, tiazova sila Fg ma zvisly smer. [2, s. 18]

e Co potrebujeme vediet z fyziky: rozklad sil.

e Co potrebujeme vediet z matematiky: vlastnosti uhlov.

Obr. 10: Rozklad sil
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Ulohy Matematického klokana v projektu Matematika
pro viechny *

Ivana Machacikova, Gymnazium Lesni étvrt, Zlin !

Josef Molnér, P¥F UP, Olomouc 2

ABSTRAKT. Ctendr je sezndmen s moznostmi uziti 1loh Matematického klo-
kana v metodickych materidlech uréenych pro prdci se Zaky ve standardnich
hodindach matematiky na strednich skolach. Vybrané ukazky demonstruji zame-
Teni pracovnich materidlu zpracovanych v rdmci Teseni projektu ESF OPVK
CZ.1.07/1.1.00/26.0047 na série gradovanych uloh a na priklady s odlisnymi
zZpusoby Tesent.

Uvod

V rémci feseni projektu ESF OPVK CZ.1.07/1.1.00/26.0047 jsme
se zamérili na tvorbu metodickych materialt s tlohami souvisejicimi se
zvolenymi ustfednimi pojmy s gradujici obtiZnosti a na materialy, které
ukazuji riizné pristupy k feseni jedné a téze tlohy. Jako dobrym zdrojem
podkladi pro takovéto metodické materidly se ukazaly i ilohy Matema-
tického klokana.

1
2

e-mail: machacikova@gymazl.cz
e-mail: josef.molnar@upol.cz

*Clanek byl zpracovan za podpory projektu ESF OPVK CZ.1.07/1.1.00/26.0047
»Matematika pro vSechny“.
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Hlavni cile projektu a klicové aktivity

Za hlavni cile projektu je mozné povazovat:

e vytvoreni motivujiciho prostfedi pro vyuku matematiky na zaklad-
nich a stfednich skolach

e vytvoreni metodickych materialti pro ucitele a jejich zpristupnéni na
webovém portale — série gradovanych tloh, ptfiklady s vyrazné odlis-
nymi pristupy k feSeni

e ovéfeni materidli na skolach (pilotaz)

e proskoleni ucitelt matematiky pro praci s témito materialy

Metodické materialy

Je pripraveno 250 metodickych materiald pro zakladni vzdélavani
(2. stupeni) a gymnazia, které
e jsou Clenény podle tematickych okruht RVP,
e obsahuji
— série gradovanych tloh,
— priklady s odlisnymi pristupy k feSeni,
e zohlednuji mezipfedmétové vztahy,
e maji jednotnou formu,
e jsou oznaceny tematickym okruhem a stupném narocnosti.

Klokanské ilohy

Jaky typ tloh povazujeme za ,klokanské*:

vtipné, zajimavé, neottelé (ne nutné originélni)
uzaviené (multiple-choice s nabidkou péti odpovédi)
s kratkym zadanim

obzvlast cenné jsou resitelné nékolika zptusoby
pfiméfené obtizné dané kategorii

UkazKky tloh z metodickych materiala

Ukadzka 1
Tematicky okruh RVP G: Geometrie

Téma: trojuhelnik, kruznice

Kli¢ové pojmy: trojuhelnik (rovnostranny, pravouhly), kruh, kruznice,
polokruznice
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Uloha 1 (troven 2)

Predpokladané znalosti: kruh, rovnostranny trojihelnik, Pythagorova

veta

Zadani: Do obdélniku o délce 6 cm jedné strany jsou vepsany shodné

kruhy jako na obr. 1. Jaka je nejmensi vzdalenost mezi Sedymi kruhy?
6 cm

4 N

Obr. 1

Resenid: Spojime-li st¥edy t¥{ kruhfi na obrazku, dostaneme rovnostranny
trojuhelnik (obr. 2).

6 cm

Obr. 2
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Délka jeho strany je 2, protoze polomér zadanych kruha je 1. Hle-
danou vzdalenost x vypocitame pomoci vysky v tomto rovnostranném
trojuhelniku. Vyska v ma velikost v/3. Polovina hledané vzdalenosti je
rovna vysce rovnostranného trojuhelniku zmensené o polomér kruhu,
tedy v/3 — 1, hledana vzdalenost je tedy 2(v/3 — 1).

Metodické poznamky: V zadaném obrazku je tfeba najit rovnostranny
trojuhelnik, jehoz vrcholy jsou stfedy danych kruht.
Zdroj: Matematicky klokan 2012, kategorie Junior

Uloha 2 (troveit V2-3)

Predpokladané znalosti: pravouhly trojuhelnik, délka tecny ke kruznici,
Pythagorova véta (feseni 1), podobnost trojihelnika (Feseni 2)

Zaddni: Je dan pravouhly trojihelnik s délkami stran 5, 12 a 13. Urcete
polomér vepsané pulkruznice podle obr. 3.

12

Obr. 3

Reseni: Ozna¢me vrcholy pravothlého trojuhelniku A, B, C, velikost
thlu ACB je 90°, stfed vepsané pulkruznice oznacme S, bod dotyku
pulkruznice s pfeponou AB ozna¢me T (obr. 4). Délka tsecky BT je 5,
protoze délky tecen vedoucich z bodu ke kruznici jsou stejné (|BT| =
= |BC| =5). Délka tsecky T A je tedy 8 (|TA| = |BA| — |BT)).

1. zpisob reseni — feSime uzitim Pythagorovy véty

Pro délky odvésen a pfepony v pravouhlém trojihelniku AST plati:

ITA|? 4+ |TS|? = |AS|?

10

24r = 80
r , r 3
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Obr. 4

2. zpusob Teseni — fesime uzitim podobnosti trojuhelniki
Pravouhlé trojuhelniky ABC a AST jsou podobné (podle véty uu),
plati tedy:

|BC|  |AC|

ST ~ [AT|
10
=3

Metodické pozndmky: Ulohu lze fesit rtznymi zptisoby (uzitim Pytha-
gorovy véty nebo uzitim podobnosti trojihelnikil), tato FeSeni mizeme
na zaveér porovnat.

Zdroj: Matematicky klokan 2012, kategorie Junior
Uloha 3 (trovei 3)

Predpokladané znalosti: pravouhly trojahelnik, délka tecny ke kruznici,
Pythagorova véta (feseni 1), podobnost trojuhelniki (feseni 2)

Zadani: Je dan pravouhly trojihelnik se stranami délek a, b a c¢. Urcete
polomér jemu vepsané piulkruznice podle obr. 5.

Reseni: Ozna¢me vrcholy pravothlého trojihelniku A, B, C, velikost
thlu AC'B je 90°, stfed vepsané pilkruznice ozna¢me S, bod dotyku
pulkruznice s pfeponou AB ozna¢me T' (obr. 6). Délka tsec¢ky BT je a,
protoze tseky na te¢nach vedoucich z bodu ke kruznici jsou stejné dlouhé
(|IBT| = |BC| = a). Délka tisecky T'A je tedy c—a (|TA| = |BA|—|BT]).

81



Obr. 6

1. zpusob Teseni — fesime uzitim Pythagorovy véty
Pro délky odvésen a prepony v pravouhlém trojihelniku AST plati:

(b—r)2:r2—|—(c—a)2
b2 —2br + 12 =12 4+ — 2ac + a®
—2br = ¢ — 2ac + a® — b* *)

V pravotihlém trojihelniku ABC plati ¢ = a® + b?, tedy ¢ — b = a?.
Po dosazeni do rovnice (*) dostédvame:

—2br = a* — 2ac + a*
2a*> — 2ac _ a(c—a)
-2b b
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Pokud zlomek rozsifime vyrazem c + a, zlomek upravime na tvar:

T_a(c—a) c+a a(®—a®)  ab®>  ab

b c+ta b(c+a) b(c+a) a+c

2. zpusob Teseni — fesime uzitim podobnosti trojuhelniki
Pravouhlé trojuhelniky ABC a AST jsou podobné (podle véty uu),
plati tedy:
b alc—a)

a
a_ -
r c—a’ b

Pokud zlomek rozsifime vyrazem c + a, zlomek upravime na tvar:

ab
a—+c

Metodické pozndmky: Uloha 3 je zobecnénim tlohy 2 pro obecné délky
stran a, b, ¢ pravoithlého trojithelniku.

Zdroj: Matematicky klokan 2012, kategorie Student
Obrazovy materidl: autor

Ukadzka 2
Tematicky okruh RVP G: Cislo a proménné
Téma: exponencialni rovnice a jejich soustavy
Klicové pojmy: exponencialni rovnice, soustavy exponencialnich rovnic
Uloha 1 (tGroveii 1-2)
Predpokladané znalosti: exponencialni rovnice, poc¢itani s mocninami
Zadani: Je-li
9" 4 9™ + 9" = 32011,

jaka je hodnota n?
Reseni: Resime exponencidlni rovnici, postupnymi tipravami (pouzijeme
pravidla pro poc¢itani s mocninami) dostavame:

3.9" — 32011

3.32n _ 32011

32n+1 _ 32011
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Zéklady mocnin jsou na obou strandch rovnice stejné, musi se tedy rov-
nat i exponenty: n = 1005

Metodické poznamky: Ptiteseni zadané exponencialni rovnice vyuzivame
pravidla pro pocitani s mocninami.

Zdroj: Matematicky klokan 2011, kategorie Junior

Uloha 2

Predpokladané znalosti: TeSeni soustavy rovnic dosazovaci metodou, pra-
vidla pro po¢itadni s mocninami

Zaddni: Pro redlna ¢isla x a y plati 27 = 15 a 15Y = 32. Urcete hodnotu
soucinu xy.

Reseni 1 (tirovent 1-2): Pro feSeni tlohy pouZijeme dosazovaci metodu.
7 prvni rovnice vime, ze 2% = 15, coz dosadime do druhé rovnice:

(27)Y =32
Ty =95

Reseni 2 (tiroven 2-3)
Predpokldadané znalosti: exponencialni rovnice, soustavy rovnic, logarit-
movani, pocitani s logaritmy

Abychom z obou rovnic mohli vyjadfit nezndmé, zlogaritmujeme je.
Postupné dostaneme:

log 15

zlog2 =logls, 1=-2
log 2
log 32

log 15 = log 32 =

ylog 0g 594, Y log 15

Vypocitame soucin xy:
log15 log32 log32
__log15 log32 log3 —log, 32 = 5

~ log?2 '10g15 ~ log?2

Metodické pozndamky: V prvnim feseni vyuzivame dosazovaci metodu
feSeni soustav rovnic, ve druhém feseni vyuzivame logaritmovéani. S zaky
muzeme porovnat oba zpusoby feseni.

Zdroj: Matematicky klokan 2011, kategorie Student
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Uloha 3 (troven 3)
Predpokladané znalosti: exponencidlni rovnice, poc¢itani s mocninami,

feSeni soustavy rovnic sou¢inovou metodou
Zaddni: Necht pro redlna ¢isla x, y, z soucasné plati

2y =7 a ay? =17

Jaké je hodnota vyrazu xzyz?

Reseni: Vynasobime-li levé a pravé strany rovnic, dostaneme
23823 = 712
(zy2)® = (T%)°

ryz =74

Metodické poznamky: Vzhledem k tomu, Ze se ptame na hodnotu souc¢inu
Yz, pri feSeni vyuzivame soucinovou metodu Feseni soustavy rovnic.

Zdroj: Matematicky klokan 2008, kategorie Student

Jak se zapojit do reSeni projektu?

Do projektu je mozné zapojit se hlavné témito zptiisoby:

e Ucasti na seminafich k vytvorenym materialim, pripadné jejich or-
ganizaci

e pilotnim ovérovanim vytvorenych materidli ve vyuce matematiky
(ucitelé zapojeni do pilotdZe budou odménéni formou dohod o prove-
deni prace, resp. pracovni ¢innosti, které budou pokryvat pfipravu na
vyuku formou studia metodickych materidlti a nasledné zpracovani
hodnoceni tGspésnosti pilotniho nasazeni daného metodického prvku)

e tvorbou tloh Matematického klokana (motivaci je vlastni potéseni,
navic pro dobrou véc)

Kde lze ziskat dalsi informace?

e Informacni web projektu:
info.mat4all.upol.cz

e Hlavni Tesitel (Univerzita Palackého v Olomouci):
jaroslav.svrcekQupol.cz

e Resitel partnera (Gymnazium Jakuba Skody Pterov):
raskaQgjs.cz
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Transpozicni Sifry, tabulkovy procesor a rozvoj
matematického mysleni

Michal Musilek, PiF, Univerzita Hradec Kralové !

ABSTRAKT. Prispévek se vénuje vyuziti klasickych rucénich transpozicnich $i-
fer jako motivaci k rozvoji logického mysleni Zdku s matematickym naddanim.
Transpozici jednotlivich znaki Sifrovaného textu je mozné popsat pomoct al-
gebraickych vztahi. Algoritmy poZzité pri Sifrovani, ¢i desifrovani lze mapro-
gramovat pomoct jazyka MS VisualBasic for Applications, ktery je standard-
nim ndstrojem tabulkového procesoru MS Excel. Tabulkovy procesor vyuZijeme
s vyhodou také pri lusténi transpoziénich Sifer. Neékteré z uloh predstavenych
v ramci prispévku byly soucasti soutéze I1QQ UHK, cili Internet Quizzes at Uni-
versity of Hradec Krdlové v oblasti informatika — kryptologie.

Uvod

Na minulém konferenci Ani jeden matematicky talent nazmar jsem
se snazil ukazat jako jednu z moznych cest ke zvysSeni atraktivity ma-
tematiky pro talentované zaky zaclenéni témat dotykajicich se zakladu
kryptologie, tj. nauky o tajné komunikaci (z feckého kryptds — skryty),
ponékud zjednodusené feceno nauky o sifrach. Zminil jsem jiz tehdy silny
mezipredmétovy potencial od matematiky smérem k materskému i cizim
jazykam, dé&jepisu a informatice [2].

Zaroven jsme definovali nékteré zakladni pojmy, jako otevreny text
(OT), coz je bézny citelny text v daném jazyce, z néjz pomoci Sifro-
vdni (angl. encryption) vytvofime na prvni pohled naprosto neéitelny

le-mail: michal.musilek@uhk.cz
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gifrovy text (ST) pomoci piedem daného algoritmu a vétsinou také klice
(hesla). Opa¢nému postupu, kdy ze ST ziskavame OT se znalosti algo-
ritmu a klice, fikdme desifrovdni (angl. decryption). Zcela jinou ¢innosti
lustitel snazi ze ST ziskat OT bez znalosti sifrovaciho algoritmu nebo
bez znalosti klice [6].

Pripomenme si také, ze vSechny klasické sifry i jejich moderni pocita-
¢ové obdoby vychazeji ze t¥i zakladnich principi. Prvnim je substituce,
¢ili zdména znaku (pismene, resp. skupiny znakd) OT jingm znakem
(resp. skupinou znakil). Druhym je transpozice, ¢ili zména poradi znaki
zpravy (promichéni podle uré¢itého klice). Tretim je jednotkové pripoctent
hesla. Zatimco na minulé konferenci jsme se vénovali vyhradné substituc-
nim Sifram, tentokrat svoji pozornost zamérime vyhradné na transpozice.

Ukazme si nejprve tfi jednoduché priklady transpozi¢nich sifer. Podi-
vejte se pozorné na nasledujici sifrové texty a pravdépodobné vas alespon
u nékterych z nich po chvili soustfedéni napadne, jakym zptisobem byla
pismena pivodniho textu preskupena. Stejné jako u substituc¢nich Sifer
byva u ceského OT zvykem nejprve odstranit diakritiku a interpunkci,
prevést cely text na velka pismena a teprve potom Sifrovat.

1) UDAZDO UTXET OHELEC INASP

2) OBEN EMESIP UKTAPZOP AVOLS

3) ETAMV CITAM DJENE TINAE OTOKA CICEV TAPAH
SOKAJ ISSIP ZENAN ONKYV HOJTU NNOVN NAMUE
ZYXWN

Reseni vSech tloh z tohoto ¢lanku najdete na jeho konci.

Rail Fence Cipher

v

O néco slozitéjsi nez Sifry 1) az 3) je Sifra nazyvana v anglicky mlu-
vicich zemich Rail Fence Cipher, ¢esky bud $ifra podle plotu, nebo také
cik-cak gifra. Zatimco v Cechach a na Moravé déla ST zagifrovany po-
moci tohoto systému potize i docela zkusenym soutézicim, v Anglii pry
tento systém znd a pouziva lecjaky maly skolak [5].

Existuje nékolik variant této Sifry, my si ukazeme Sifrovani pomoci
tabulky se tfemi fadky (pocet sloupcti je dén poc¢tem pismen Sifrované
zpravy). Zasifrujeme slavny vyrok: , Kolik fe¢i umis, tolikrat jsi ¢love-
kem.“
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Pro zasifrovani prepiseme pismena textu po fadcich a preskupime je
do pétimistnych skupin:

KKISI TCEOI RCUIT LKAJI LVKML EMORS OE

Je zfejmé, ze algoritmus Sifrovani lze snadno popsat a realizovat jako
program, napft. jako makro v tabulkovém procesoru Excel. Pfislusny pro-
gram v jazyce Visual Basic for Applications by mohl vypadat napt. takto:

Podle_plotu()
pltxt = InputBox("Zadejte otevfeny text k"zaSifrovani:",
"Podle plotu")
pltxt = UCase(pltxt) °’ PfepiSeme text velkjmi pismeny.
pltxt = Bez_mezer(pltxt) ’ Odstranime mezery a inerpunkci.
pltxt = Bez_diakr(pltxt) ’ Odstranime diakritiku.
Dim citxt(1 To 3) As String ’ Pismena textu pfeskupime do 3 &asti,
citxt(1) = vbNullString ’ které jsou zatim vSechny 3 prazdne.
citxt(2) = vbNullString
citxt(3) = vbNullString
n = Len(pltxt)
For j=1Ton
i=(j-1) Mod 4 + 1
If i = 4 Then i = 2
Cells(i, j) = Mid(pltxt, j, 1)
Cells(i, j).Interior.Color = RGB(255, 255, 0)
citxt(i) = citxt(i) & Mid(pltxt, j, 1)
Next j
Cells(5, 5) = citxt(l) & citxt(2) & citxt(3)
End Sub

Funkce pro odstranéni mezer, interpunkce a diakritiky, které jsou
pouzity v ramci makra Podle plotu (), je mozné najit na webu au-
tora tohoto pfispévku [3]. Stejné tak je na webu k dispozici zdrojovy
text makra, které provede desifrovani ST ziskaného algoritmem ,podle
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plotu“. Analyza tohoto problému je hezkou ukazkou vyuziti zbytku po
déleni ¢islem 4. Vyjde-li totiz déleni poc¢tu znakt n Sifrového textu ¢tyrmi
beze zbytku, mizeme psat n = 4c. Pak bude mit prvni fadek presné
¢ znakl, druhy radek presné 2c znaki a tfeti fadek opét ¢ znakt. Tak
napf., mame-li desifrovat ST ,EESLU LIEZK AYKDA D*, rozdélime ho
na ¢tvrtiny, nacez prostiedni dvé ¢tvrtiny spojime dohromady a ziskdme
tri casti: ,EESL“, ,ULIEZKAY“ a ,KDAD“. Tyto 3 skupiny rozepiseme
postupné do 1., 2. a 3. fadku tabulky a cik-cak ¢tenim zjistime otevieny
text:

E E S L

U L I E Z K A Y
K D A D

Pokud pocet znaki n Sifrového textu neni délitelny 4 beze zbytku,
oznacime n = 4c + z, kde z € {1,2,3}. Délka prvni ¢asti je ¢ + 1, délka
druhé ¢asti je 2c¢ pro z = 1, nebo 2c + 1 pro z > 1, a délka treti casti
je ¢ pro z < 3, nebo ¢+ 1 pro z = 3. Ukazme si opét priklad. Mame
desifrovat ST ,AEMMC ATMNJ DNAEA IKTLN NZAIE TTYEA R¢.
Pocet pismen tohoto textu je 31 = 7 -4 + 3, tj. ¢asti jsou dlouhé 8, 15
a 8 znakt. Casti ,AEMMCATM“, ,NJDNAEAIKTLNNZA“ a ,IET-
TYEAR® rozepiseme do radku tabulky:

A E M M
N J D N A E A I

K T L N N M
Y E A A

Cik-cak ¢tenim opét zjistime v tabulce otevieny text.

Fleissnerova mrizka

Fleissnerovu miizku, nazyvanou také oto¢nd mrizka, pouzivala né-
meckd arméada jako polni Sifru jesté béhem prvni svétové valky [1]. Tuto
Sifru popsal rakousky jezdecky dustojnik Edouard Fleissner von Wostro-
witz ve své knize Handbuch der Kriptographie, vydané ve Vidni roku
1881 [6]. O ¢tyti roky pozdéji podrobné popsal Sifrovani pomoci otoéné
mfizky francouzsky spisovatel Jules Verne ve svém romanu Matyds San-
dorf, aneb novy hrabé Monte Christo. Je zajimavé, Ze Sifrovani otoCnou
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miizkou velikosti 6 x 6 poli povazoval Verne za velmi bezpecny sifrovy
systém, bez znalosti rozlozeni otvort v miizce prakticky nerozlustitelny.
Prave diky jeho romanu se mfizka stala pomérné znamou a pouzivanou
pomiickou, napr. ve skautskych oddilech.

Fleissnerovu miizku vyrobime ze silnéjstho papiru (kresliciho kar-
tonu) jako ¢tvercovou tabulku s n x n poli. Pomoci nizek opatrné vy-
stfihneme ¢tvrtinu poli. Presnéji feceno pro sudé n = 2k vystfihneme
pfesnou étvrtinu poli, protoze n? = 4k? je délitelné ¢tyimi beze zbytku.
Pro liché n = 2k + 1 musime nejprve odecist jednicku a pak teprve délit
¢tyfmi protoze n? = (2k + 1)? = 4k? + 4k + 1. P¥i vystfihovani otvort
musime peclivé dbat na to, aby se pii oto¢enich mtizky o 90°, 180° a 270°
otvor dostal jen na mista nevystfizena, nikdy ne na jiny otvor. Takova
miizka by nebyla pouzitelna.

0 1 2 . k-1 k k+1k+2 .. 2k1 0 1 2 . k1 k k+1k+2 .. 2k-12k
0 | 0
1 1 |

o o

k 1 k x
k+1 k+1 1l
k+2 "l 11 k+2
111
2k-1 111 2k-1 11 1l

2k

Obr. 1: Fleissnerova mfizka se sudym a s lichym poc¢tem poli

Oznadime-li soufadnice vystiizeného pole r a s (r jako Fadek a s jako
sloupec), pak pii otoc¢eni miizky o 90° ve sméru chodu hodinovych ru-
¢icek (na obr. 1 je piislusnad pozice oznacena Fimskou ¢islici I) bude
soutadnice fadku s a souradnice sloupce n — 1 —r. Pfi dalsim pootoceni,
tj. celkem o 180° (oznaceno Fimskou ¢islici IT), budou soufadnice fadku
n—1—r a souradnice sloupce n — 1 — s. PFi tfetim pootoceni, tj. otoceni
0 270° ve sméru chodu hodinovych rucicek (do pozice III na obr. 1) bu-
dou soufadnice fadku n — 1 — s a soutadnice sloupce bude r. Odvozeni
téchto vztaht pro soutadnice a jejich vyuziti pfi praci s dvourozmérnym
polem muze byt zajimavym cvi¢enim pii vyuce programovani. Opét mu-
zeme vyuzit tabulkovy procesor Excel a jeho makrojazyk Visual Basic
for Applications.
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Vwve

Transpozicni Sifry v soutézi IQ UHK

Otéceni Fleissnerovy miizky a s nim souvisejici zmény polohy otvortu
byly klicem k FeSeni jedné z tiloh internetové soutéze 1Q UHK (Inter-
net Quizzes at University of Hradec Kralové). V této tloze méli sou-
tézici k dispozici netiplnou Fleissnerovu miizku (s utrzenym rohem) a
Sifru zapsanou ve ¢tvercovém schématu odpovidajicim rozmérim miizky
(obr. 2). Reseni tlohy ponechavame ¢tenditim (na konci ¢lanku je uve-
deno pod ¢islem 4).

NHRMDA
AEOCTH
RBHRE.I
F 1 SMAN
OO0V TYN i
S OTS AKX

Obr. 2: Sifra a netiplna Fleissnerova miizka v tiloze soutéze 1Q UHK

V soutézi IQ UHK je celkem 11 soutéznich oblasti. Jsou to matema-
tika, informatika, fyzika, biologie, chemie, anglicky jazyk, cesky jazyk,
historické védy, spolecenské védy, hudba a hudebni nauka, literatura a
kultura. Informatické tlohy byly v prvnim ro¢niku soutéze zaméfeny na
kryptologii, v pristim ro¢niku vSak planujeme jind témata. Transpozic-
nim SifraAm byly vénovany dvé série dloh. Prvni série nejjednodussim
Sifram, o nichz jsme jiz ¢astecné hovorili. Druhd série se podrobnéji za-
byvala tzv. Jednoduchou sloupcovou transpozici a jejim lusténim. Podi-
vejme se, jak tcastnici soutéze fesili tlohy na nejjednodussi transpozicni
Sifry. Celkem se soutéze ztucastnilo 126 studentt stfednich skol, ale pouze
31 z nich lustilo kryptologické ulohy.

V tab. 1 vidime, vzdy kolik Gcastnikli soutéze se pokouselo danou
tlohu fesit, kolik z nich bylo tispésnych a jaké bylo jejich primérné skére
za danou tlohu. Pokud soutézici vytesil llohu do 1 tydne od zvefejnéni a
na prvni pokus, ziskal 100 bodi. Za kazdy chybny pokus se odecital 1 bod
a za kazdy den nad tydenni limit se odecitaly 2 body. Timto zptisobem
ziskal kazdy tcastnik soutéze skoére za danou tlohu. V tabulce vidime
aritmeticky primeér skére vsech tispésnych tcastniki.
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Nazev tlohy Pocet 7 toho Primeérné
fesiteld | aspésnych | skdre

Nejjednodussi transpoziéni Sifra | 31 28 88

(odzadu)

Transpozicni Sifra KOPRETINA | 16 15 98

Transpozi¢ni Sifra 17 17 91

PRVNI-DRUHY (cik-cak Sifra)

Fleissnerova mtizka (viz obr. 2) | 11 10 95

Jednoducha fadkova transpozice | 12 12 90

dle hesla

Tab. 1: Uspé&snost feseni nejjednodussich transpozi¢nich sifer

Transpozic¢ni Sifra KOPRETINA

Typem transpozicni $ifry, o némz jsme zatim nemluvili, je kopretina.
Zajimavy je zptsob generovani obrazce této sifry pomoci programu v ja-
zyce Logo, ktery je popsén v [4]. Lusténi této Sifry je zaloZeno na principu
rozpocitavani. Postupné vyrazujeme jednotlivd pismena a zapisujeme je
v tom pofadi, v jakém jsou ,utrzeny“ jednotlivé listky kopretiny. Regeni
ulohy (obr. 3) ponechdvame Gtenaiim (na konci ¢lanku je uvedeno pod
¢islem 5).

[sed-ry mu-si Z ko-la ven)

Obr. 3: Kopretinova Sifra ze soutéze IQ UHK
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Jednoducha sloupcova transpozice

Ke konci soutéze byla zarazena série péti iloh na deSifrovani, nebo
dokonce lusténi jednoduché sloupcové transpozice. V tabulce 2 vidime,
Ze tuto sérii uz resil mnohem mensi pocet soutézicich, ale ze slo o vytrvalé
nadsence, jejichz primérné skére bylo vyssi nez u prvni série tloh. Ob-
tiznost tloh v sérii se pomérné razantné zvysovala, takze ¢tvrtou tilohu,
v niz $lo o lusténi jednoduché sloupcové transpozice s netplnou tabul-
kou, nevylustil zadny soutézici. Tento typ Sifry byl pouzivan jako jeden ze
stavebnich kament kombinovanych sifer pouzivanych ceskoslovenskymi
vysadkatri béhem 2. svétové valky.

Jednoduché sloupcova Pocet 7 toho Primérné
transpozice fesiteld | aspésnych | skdre
uloha ¢. 1 3 3 99

uloha ¢. 2 3 3 99

uloha ¢. 3 4 4 99

uloha ¢. 0 0

uloha ¢. 5 1 1 100

Tab. 2: Uspé&snost fedeni jednoduché sloupcové transpozice

Ukazme si postup lusténi sifrového textu zaSifrovaného jednoduchou
transpozici s uplnou tabulkou, ktery je jednodussi. Mame dan sifrovy
text:

BIRSM DCEMB NVJPL ERMCK UELLV STKYZ
HEXSP CROMS ENZXE UAMEY UIRLX IOOAT SKCDJ
XASAE RAENU YI

Tento Sifrovy text ma presné 77 znaku. Protoze se jedna o traspozici
s uplnou tabulkou, zjistime rozméry tabulky rozkladem tohoto ¢isla na
prvocinitele: 77 = 7-11. Ptjde tedy bud o tabulku se 7 fadky a 11 sloupci,
nebo o tabulku s 11 fadky a 7 sloupci. Pro doplnéni posledniho fadku se
casto pouzivaji pismena, kterd se v ceském textu vyskytuji velmi vzacné.
Zde bylo opakované pouzito pismeno X (v ST je zvyraznéno tu¢nym pis-
men a podtrzenim). Vzdalenost mezi pismeny X v ST je vzdy 11 znakd,
v nasem piipadé ptijde tedy o tabulku s 11 fadky. Pismena ST piepiSeme
do sloupcii a dostaneme tabulku 3 vlevo.
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Tab. 3: Lusténi jednoduché sloupcové transpozice

Napinavou c¢asti lusténi je preskupovani sloupcu tak, aby pismena
¢tena po radcich dala smysluplny otevieny text. Lusténi usnadnuje fakt,
ze na prvnich pozicich zleva musi byt sloupce nekoncici ,,doplikovym*
pismenem X, za nimi pak néasleduji vsechny sloupce koncici X. Tuto fazi
je mozné realizovat pomoci tabulkového procesoru Excel, kdy pomoci
kopirovani (klavesova zkratka Ctrl + C) a vklddani (klavesova zkratka
Ctrl 4+ V) skldddme tabulku 3 vpravo.

Zavér

V c¢lanku jsme si ukézali nékolik zajimavych tloh, které na moti-
vacné zajimavé oblasti kryptologickych algoritmu rozvijeji matematické
mysleni a prirozené zapojuji do feSeni problému informatické nastroje,
jako je napiiklad tabulkovy procesor Excel a jeho jazyk maker VBA (Vi-
sual Basic for Applications). Ulohy mohou byt inspiraci pro préci se zaky
gymnazii ¢i stfednich odbornych skol v ramci vhodnych volitelnych nebo
nepovinnych predmétii.

ReSeni tloh
Reseni tlohy &. 1

UDAZDO UTXET OHELEC INASP ... PSANI CELEHO TEXTU OD-
ZADU

Psani celého textu odzadu.
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Reseni tlohy &. 2
OBEN EMESIP UKTAPZOP AVOLS ...
NEBO PISEME POZPATKU SLOVA

Nebo piseme pozpatku slova.
Reseni tlohy ¢&. 3

ETAMV CITAM DJENE TINAE OTOKA CICEV TAPAH SOKAJ
ISSIP ZENAN ONKYV HOJTU NNOVN NAMUE ZYXWN ...
VMATE MATIC ENEJD EANIT AKOTO VECIC HAPAT JAKOS
PISSI NANEZ VYKNO UTJOH NVONN EUMAN NWXYZ ...

V MATEMATICE NEJDE ANI TAK O TO VECI CHAPAT JAKO
SPIS SI NA NE ZVYKNOUT JOHN VON NEUMANN WXYZ

V matematice nejde ani tak o to véci chapat, jako spis si na né zvyknout.
John von Neumann

Reseni tlohy &. 4

Abychom se mohli pustit do deSifrovani, musime si nejprve miizku do-
plnit na Gplnou ¢tvercovou tabulku 6 x 6 poli, tj. doplnit utrzeny roh
Sablony. Do tabulky 4 si vyznac¢ime ¢erné vystfizena policka, o kterych
ze zadani s jistotou vime. Pak si vyznac¢ime pozice, do kterych se tato
policka dostanou po otoceni sablony o 90°, 180° a 270° ve sméru chodu
hodinovych rucicek. V kazdé ¢tvrtiné tabulky zbudou tfi neoznacend
policka. Ze zadani vidime, ze vystfizeni miize byt pouze v pravé dolni
¢tvrtiné, tedy v té utrzené, kterd neni z obrazku v zadani tlohy vidét.
Tato pole oznacime k vystfizeni velkym pismenem X.

90° 90° |180°
270° 90° |180°

270°(180°| X | 90°

180° 270°] 90° |180°

.270O 180°| X | X |270°

Tab. 4: Schéma doplnéni Fleissnerovy miizky
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Po vystrizeni oznacenych poli ziskdme postupnym otacenim Sablony
a Ctenim pismen fadek po radku nasledujici ¢tyfi devitice pismen:

0° ... MATHIASSA
90° ... NDORFNOVY
180° ... HRABEMONT
270° ... ECHRISTOX

Spojenim téchto ¢ty tseku a jejich rozdélenim do Sesti slov ziskdme
otevieny text zpravy a tim také feseni tlohy: Mathias Sandorf, novy
hrabé Monte Christo.

ResSeni tlohy &. 5

Pro lusténi je dobré si obrazek vytisknout a pastelkou, ¢i zvyraznova-
¢em oznacovat ta pismena, kterd jiz byla pouzita. Tajenka predstavuje
dlouhé jméno, které ma celkem 6 slov tvorenych 30 pismeny. Za¢neme
yutrzenim“ prvniho pismene A na hornim okraji kopretiny a pak po-
stupujeme bud ve sméru, nebo proti sméru chodu hodinovych rucicek.
Ktera z obou moznosti vede k cili, je tfeba zjistit metodou pokus—omyl.
Pr1i ,otrhavani“ pismen rozpocitavame ,,sed-my mu-si z ko-la ven“ a vzdy
sedmé pismeno vypiSeme a zaroven barevné oznacime jako ,utrzené®“. Po-
¢itaji se pouze dosud ,neutrzend“ pismena. Postupujeme-li proti sméru
chodu hodinovych rucicek, dostavame AEUEA atd. Pét samohlasek po
sobé nemuze tvorit zadné smysluplné slovo, ani jméno. Postupujeme-li
ve sméru chodu hodinovych rucic¢ek, dostaneme spravné reseni: Armand
Jean Du Plessis De Richelieu.
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Proces tvorby uloh pro nadané zaky ~
Eva Patakova, Pedagogicka fakulta UK, Praha!

ABSTRAKT. Cldnek md dva cile. Jednim z nich je ukdzat dvé konkrétni dlohy
a proces, jakym byly vytvoreny. (Jedna z nich je dilem élena Ulohové komise
Matematické olympidady, druhd je prace studentky s tvorbou tuloh teprve zaci-
nagici.) Druhym cilem je ukdzat na prezentovanych tlohdch rozdily ve tvorbé
uloh expertem a zacdtecnikem, a to konkrétné na typech uvah. Vysvétleny jsou
charakteristiky dvah typu pokus—omyl, uvah s castecnym védomim ndsledku a
uvah s plnym védomim nasledku. Zdvérem vyzkumu, ze kterého clanek vychdzt,
je, Ze se stoupajicimi zkuSenostmi ve tvorbé uloh stoupd i pravdépodobnost, Ze
se v procesu tvorby objevi wvaha s plnym védomim ndsledku.

Uvod

Kazdy tvorime tulohy jinak. A neexistuje k tomu zadny obecny zpu-
sob nebo navod. Sami dokonce muzeme tvofit tlohy vyrazné riznymi
metodami. Presto je vSak mozné vysledovat jisté spolecné znaky, které
se v procesu tvorby tloh objevuji ¢asto.

Rozdily mezi zac¢inajicim a zkuSenym tvircem se zabyva nékolik vy-
zkumti. O linedrnim modelu tvorby tloh typickém pro zacatecniky a cyk-
lickém modelu typickém pro zkuSené tvirce piSe I. Pelczer v [3]. O roz-
dilech ve vniméani kvality tlohy a z néj plynoucich rozdila ve tvorbé tloh
pisu v [2]. Tvorbu tloh zkuSenymi tvirci popisuje J. Zhouf v [4].

My se v ¢lanku podivame na jeden z rozdild mezi zac¢inajicim tvir-
cem tuloh a zkuSenym tvircem. Ukazeme si jeden ze zavéru vyzkumu,
které se takovym porovnanim zabyva, a vse dolozime na ukazkach prace
jednoho ¢lena Ulohové komise matematické olympiady a jedné zacinajici
tvarkyné.

Typy dvah

P1i analyzach rozdilti v procesu tvorby tloh mezi zacateéniky a ex-
perty se ukdzaly jako zajimavé typy tvah (viz napf. [1]). Jedna se o ivahy
pokus—omyl, iivahy s ¢asteénym védomim nasledk a ivahy s plnym vé-
domim nésledkii. Podivejme se na jejich vymezeni:

*Prispévek vznikl za podpory grantu GAUK 303511.
le-mail: eva.patakova@email.cz
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1. Uvahy typu pokus—omyl uzivame v zékladnim smyslu tohoto slov-
niho spojeni. Provadime-li tivahu pokus—omyl, ndhodné zkousime
rizné moznosti. (Napf. zkouSime rtiznd disla, rtizné tvary, ...).
Pritom je Sance, Zze nase tivaha bude nosna a povede k dalSimu
rozvijeni a k celkové tloze; je vSak také mozné, ze tivaha povede
do slepé ulicky.

2. Uvahy s plngm védomim ndsledku tvoii protipél tvaham pokus—
omyl. Pri takové ivaze naprosto presné vime, co chceme a jak toho
chceme docilit. Uvaha s plnjm védomim nasledku je pfedem napla-
novand, nemuze se stat, ze pri jejim spravném provedeni nedojdeme
k zamyslenému cili. Velmi ¢asto je spojena se zpétnym vypoctem.
Castym piikladem je ziskavani hodnot, které budou v zadani nasi
ulohy. Jednoduchy priklad: Chceme napt., aby feseni nasi ulohy
vyslo jako pfirozené ¢islo. Profesime si celou nasi nehotovou tlohu
bez hodnot jako rovnici s parametrem a zjistime napft., ze se v pru-
béhu feseni musi délit patnactkou — tudiz ,nase“ hodnota v zadani
musi byt délitelnd patnacti.

3. Uvahy s cdstecnym védomim ndsledku vymezujeme jako tvahy,
které nejsou ani typu pokus—omyl ani s plnym védomim nésledku.
Jednd se o vsechny uvahy, kde Tesitel jistou predstavu, kam dana
uvaha povede, méa. Nezkousi slepé, jestli ndhodou z napadu ne-
vznikne néco pouzitelného. Casto se jedna o p¥imé rozvijeni pred-
chozi myslenky, na niz uz tvirce prislusnou situaci prozkoumal. Na
druhé strané vsak zkousSeni v praci prece jen je. Tvtrce citi, ze pri-
slusna uvaha by mohla byt dobra, ale narozdil od tvahy s plnym
védomim nasledku to neni jisté.

Uloha Libora — ¢lena Ulohové komise Matematické olympiady

Uloha: Na obr. 1 je ¢tverec ABCD rozdéleny dvéma rovnobéznymi
pfimkami a dal$imi dvéma pfimkami na né kolmymi na devét rovno-
béznikd. Ve ¢tyfech z nich je zapsany jejich obsah, a to v cm?. Uréete
obsahy ostatnich péti rovnobézniki, vite-li, ze vysrafovany rovnobéznik
je Ctverec.
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Obr. 1: Uloha Libora
Reseni: 105 cm?, 75 cm?, 84 cm?, 36 cm?, 90 cm?

Trajektorie tvorby: Libor? si nejprve vzpomnél na jednu svou starsi
tlohu, kde byl obdélnik rozdélen vodorovnou a svislou ¢arou na 4 mensi
obdélniky a byl zadan obsah tii z nich, ¢tvrty se mél dopocitat. K tloze
nebyl pridan obrazek, pointa byla v tom, ze zék si mél v§imnout, ze neni
zadano, ktery z obsaht je vepsan v kterém poli, tudiz tiloha méla tii
feseni.

Myslenka s castecnym védomim nasledku: Uvedomugje si, Ze md v ruce
prostredi s velkym potencidalem, které by se riznymi dpravami dalo roz-
pracovat na sloZitou ulohu.

Libor déle experimentuje s rizné rozdélenymi obdélniky (2 x 3 pole,
3 x 3 pole) a riznym poctem a prostorovym usporadanim poli, kde je
zadan obsah. Vzdy dochazi k prili§ snadné tloze, nebo k tloze s neko-
neénym mnozstvim FeSeni, coz nechce. Myslenky typu pokus—omyl.

V jistou chvili prestava ndhodné experimentovat. Zkousi systematic-
téji hledat vhodny kol pro zaky. V obdélniku 3 x 3 pole zkousi hledat
invarianty (napf. zda i pfesto, Ze moZnosti vyplnéni poli je nekonecné
mnoho, neni ,néco“ — napf. obsah — konstantni apod.). Zadnou zajima-
vou zavislost vSak nenachézi. Myslenky s castecnym védomim nasledku:
Zna jiz nejake vlastnosti svych objekti, na zakladé jejich znalosti se snazi
nachdzet zajimave vztahy. Tust, jaky tvar by tyto vztahy mohly mit, nevi
to ale presné.

2Libor Simiinek, celé jméno je zvefejnéno s jeho souhlasem.
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Prichézi k dilezitému zjisténi. V obdélniku 3 x 3 pole nestaci pro jed-
noznac¢né feseni zadat obsahy ¢tyr poli. Pokud se vsak zadd obsaht pét,
uloha je prilis snadna. Je proto potieba zadat ke ¢tyfem obsahtim dalsi
informaci, ale ne rovnou péty obsah. Zde Libor za¢ind experimentovat
s myslenkou, Ze néktery/nékteré z obdélniki budou étverce. V této fazi
se stridagi myslenky typu pokus—omyl s myslenkami s castecnym vedo-
mim ndsledku. Na konci této faze procesu tvorby Libor ziskava finélni
tvar zadani. Vi, ze cely utvar bude ctverec, vi, které z poli bude ¢tve-
rec i obsahy kterych poli budou zadany. Vi, jak tlohu vyfesit, vi, ze
uloha je tak obtiznd, jak chtél. Chybi mu jen vhodné d¢isla, kterd zada
jako obsahy jednotlivych poli. Pokusi se najit vhodna ¢isla systémem
pokus—omyl, zjistuje ale, Ze mu nejde tipnout takova ¢isla, aby s nimi
byl spokojeny.

Nyni si ujasnuje pozadavky, které na cisla, jez by chtél v tloze zadat,
maé: Cisla by méla byt pfirozena, aby tloha vypadala lakavé. Zaroven by
ale méla byt takova, aby nebylo mozné feseni bez vypoc¢tu uhodnout.
(Pokud by napft. zadal obdélnik o obsahu 15 cm? a nakonec by vysly
jeho rozméry 3 cm X 5 cm, tipujici student by nejspis dosel k vysledku
rychle.) Rekl si, Ze toho nejsnaze docili, pokud délky stran obdélniki
nebudou pfirozend cisla. Vysel proto vlastné od konce — zacal navrhovat
rozméry obdélniki, ke kterym se zaci v tiloze musi dopocitat. Vsechny je
navrhl ve tvaru k-v/3, kde k € N. (Dbé samoziejmé na to, aby ¢tvercova
pole opravdu vysla ¢tvercovd.) Tato iraciondlni ¢isla je zcela neprav-
dépodobné uhodnout, po jejich vzajemném pronasobeni vsak ziskame
pfijemné vypadajici pfirozena cisla, kterd vyjadiuji obsahy obdélniki.
Myslenka je s plngm védomim ndsledku: Libor presné vi, co a proc¢ deéld.
Pouziva zpétny vypocet. Nastavil si kritéria a provddi takovy viypocet,
ktery k jejich naplnéni nutné vede.

Témér hotovou ulohu si Libor prohlédne a zhodnoti. Nelibi se mu,
ze Cisla, ktera zvolil, vedou k tomu, Ze rozdily mezi obsahy obdélniku
jsou prili§ velké. Predstavil si korektni nacrtek a zjistil, Ze by se mu
nelibil z estetického hlediska. Navoli tedy opét ¢isla ve tvaru k - v/3,
kde k € N, ale nyni tak, aby rozdily mezi nimi byly mensi. Toto je
dalst ukdzka myslenky s plngm védomim ndasledku. Opét presné vi, co
déld, opét provadi zpétny vypocet. K jiz aplikovanym pozZadavkim na
c¢isla, kterd hledd, pridal dalsi. Zpresni podminky zpétného vypoctu a zis-
kdva novd c¢isla. Novou sadu ¢isel vyhodnocuje jako vhodnou, tloha je
hotova.
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Uloha Barbory — zacate¢nice v tvoreni tiloh

Uloha: Vypoditejte obvod a obsah podlozky uvedené na obr. 2. Oblouk
predstavuje ¢tvrtkruh. Udaje jsou uvedeny v centimetrech.

45°

45° k
70 30
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Obr. 2: Uloha Barbory
Reseni: o = 328,5 cm, S = 4 806,5 cm?

Trajektorie tvorby: Barbora® nejdiiv kresli riizné geometrické ob-
jekty, ceka, zda se nedostavi inspirace. Nakonec se rozhodne, ze bude
pracovat se ¢tvercem. Zaobli mu ¢asti okolo vrchold — udéléd z néj , kruz-
nicoc¢tverec”. Chce spocitat jeho obvod a obsah, situace se ji ale prilis
nelibi. Myslenky typu pokus—omyl.

Situaci zcela opousti a vybira si trojuhelnik. Pfemysli nad typy troj-
thelnikt, vybira pravouhly, protoze v ném funguje Pythagorova véta,
ktera muze vnést nové myslenky do feSeni. Trojthelniku opét zaobluje
Casti u vrchola. Myslenka je opét typu pokus—omyl. AniZ by se zamyslela
nad nasledky, vybird trojuhelnik misto ctverce. Zkusi tedy geometricky
dtvar rizny od pivodniho a zkousi, zda bude, nebo nebude situace fun-
govat lépe. Vsimnéte si jedné dileZité véci. Utvar ve findlnim zaddni
vypada, jako by byl odvozen od obdélniku jeho rozpiulenim, jako by vznikl

3Studentka prvniho ro¢niku uéitelstvi matematiky na Pedagogické fakulté UK,
ulohy nikdy predtim netvorila.
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upravou vychozi myslenky. To ale neni pravda, autorka dokonce zmi-
nuge, Ze papir s ,kruznicoctvercem® hodila do kose. K findlnimu zadani
dochdzi zcela jinou cestou — cestou pres myslenku trojuhelniku.

Pak jesté chvili upravuje, kolem kterého z vrcholi itvar zaobli a které
rozméry zada. Ptivodné chtéla zaoblovat titvar kolem vrcholi, u nichz je
ostry thel, nakonec se rozhodla pro oblast okolo pravého thlu. Vsechno
jsou dvahy s cdstecnym veédomim ndsledku — Barbora uz situaci chape.
Zkoust sice, zda by zaobleni kolem jiného vrcholu bylo, nebo nebylo lepsi.
Neni to ale pouze ndhodné trefovani, vi, Ze vymena vrcholu situaci nej-
spis zjednodusi.

Zavér

Podivali jsme se na jednu trajektorii tvorby tiloh expertem pravi-
delné vytvarejicim tlohy pro Matematickou olympiddu a jednu trajekto-
rii tvorby tloh zacatecnici. Zhodnotili jsme typy avah, které se v procesu
tvorby vyskytovaly.

Zaverem Sirsiho vyzkumu, kterého se ticastnilo cca 80 respondent, je,
ze s pribyvajicimi zkuSenostmi v tvorbé tloh se zvysuje pravdépodob-
nost, ze se objevi tvaha s plnym védomim néasledku. (U respondenti,
ktefi s tvorbou tloh nemaji zkusenosti, jsem zadnou tvahu tohoto typu
neidentifikovala. Naopak u nejzkusenéjsich tvirci se vyskytovala po-
mérné ¢asto — cca u tfetiny z nich.)

Dovolte jednu malou poznamku na zévér. A¢ to v ¢lanku nikde pséano
neni, nékdo by si vysledky mohl zabsolutizovat a fikat si, Ze mame jeden
wspravny“ pristup k tvorbé tloh a jeden zacatecCnicky, tudiz ,Spatny“.
Tak to viibec neni. Uloha, kterou vytvoiila Barbora, je zajimavé. Projit
zacatecnickou fazi je nezbytné, pokud se chce nékdo vytrénovat tvorit
kvalitni tlohy. Zaroven netvrdim, Ze zaGateCnicka (popf. expertni) faze
vypada u kazdého stejné. Dilezita je jedind véc. Nezaleknout se poca-
tec¢nich obtizi a zkouset tlohy tvorit.
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Skladacky, kresby, modely
Karel Popp!

ABSTRAKT. Tento prispévek patri hravym a zvidavym Zdikim a Zdkynim s tro-
chou Temeslnych dovednosti a ddle jejich ucitelkam, vychovatelkdm, pribuznym
a pratelum. Poznamenejme, Ze obrdazek neni dukaz, ani kostka meni presnd
krychle. Zddny hmotny predmét neni totoiny s néjakym matematickym po-
gmem. Mohou vsak pomoci pozdéjsimu pochopeni a hlavé pri zapamatovdni —
propedeutika. Pri hie muZe déti leccos napadnout a také treba se budou ptdt.
Bude na to budouct skola pripravena?

Casto se stane, Ze navrhai zjisti, Ze uz jeho p¥ispévek objevil nékdo
jiny, ze se to kdysi pouzivalo i ve skolach, nez to upadlo v zapomnéni.
Dbejme na to — kdyz tloha nevyzaduje, aby dvé tsecky byly stejné — ze se
maji na vyucovacich pomickach nebo v ptikladech vyrazné lisit. Totéz
plati i o dhlech. Zvlastni tlohu hraji pomtcky ve vyuce nevidomych
a neslysicich. V kazdém pripadé hledejme vhodné materialy. Nékteré
obrazky budou oznaceny skupinou pismen jako (UPA) nebo (SBG).

Jednou skupinou nazornych vyucovacich pomicek jsou skladacky.
Jak nazev ,tangram“ naznacuje, je tento prostfedek pro tfibeni du-
cha stary a v jistych vrstvach oblibeny. Neuskodi pohrat si jen tak, nez
tuto véc pouzijeme jako didaktické vnadidlo. Skladacky roztiidime podle
rozmanitosti jejich ¢asti (kameni). Mohou byt vSechny shodné, ale ne-
musi. V prvnim pfipadé to nemusi byt pravidelné obrazce, ale mohou. To
jsou mozaikové kameny. Za¢neme ¢tvercovymi. Pfedvedeme jedno feseni
vhodné zvolené kvadratické rovnice (obr. 1).

le-mail: poppk@post.cz
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Obr. 1: Kvadratické rovnice

A co to druhé? Usnadni mozaiky pochopeni Schwarzovy nerovnosti?
Pokud jsou na nich vyznaceny c¢islice, hodi se k hledani magickych ¢tvercti
(obr. 2) nebo k Feseni riiznych jinych tloh, napfiklad autorské tulohy [4],
kde je mozno objevit i neoc¢ekavané feseni.

Obr. 2: Konstrukce magickych ¢tverci

Mame-li po k kostkach v k riznych barvach, mtzeme skladat ¢tverce
o k tadcich a k sloupcich tak, aby se v kazdém radku a v kazdém sloupci
vystfidaly vSechny barvy. Takova struktura spliuje s vyjimkou asocia-
tivniho zdkona axiomy grupy (UPA, obr. 3).
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Obr. 3: Vytvareni grupy

Ve zvlastnim pripadé mizeme na mozaikové kostky napsat symboly
pro permutace ze Sesti prvki. Tak vznikne grupa, jestlize za grupovou
operaci zvolime skladani permutaci. Pak v tabulce o 6 x 6 polich ukazeme,
co jsou podgrupy této grupy. Je to minimélni nekomutativni grupa (SBG,
obr. 4).

Ctvercovych mozaikovych kostek je mozno vyuzit pfi odvozovani
vzorcil pro soucty prvnich, druhych i tfetich mocnin ptirozenych cisel
[6 a jiné prameny].

Na shodné sestitthelniky muzeme napsat symboly i hodnoty binomic-
kych koeficientd a pfedvést Pascaltv trojihelnik (obr. 5). O rozkladu ro-
viny (to jest o pokryti bez prekryvani) pise Csachova ve svém ¢lanku [1].
Netrvame-li na tom, aby kameny skladacky byly jediného druhu, zaujme
nas ¢lanek [5] autortt Kiizka a Solce.
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Vzpomenme na domino, tetramino a pentamino. Programovanim, co
se z takovych kament da slozit, se mimo jiné zabyval v davnych dobach
pocitacové historie i de Bruijn.

Kromé toho mtizeme navrhovat skladacky jako nazorné pomtcky pro
Pythagorovu vétu (obr. 6) [2] (viz Vopénktv komentaf o napinacich pro-
vazil), geometrickou posloupnost v komplexnim oboru (obr. 7) [6] (obje-
vuje se i na obdlce Olsdkovych skript s motyli), ¢i determinant (obr. 8).

Obr.6: Pythagorova véta
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Obr. 7: Nekone¢né geometricka fada

Déle se nabizi druhy Keplertuv zékon. Co vSechno nas napadne, kraci-
me-li po ruznych druzich dlazeb? Zajimavosti najdete na priklad v knize
Frantiska Kufiny [6]. Na obélce ¢asopisu Journal of Combinatorial The-
ory spatiime ctverec, slozeny z mensich ¢tverci.

Nékteré kresby zde predkladané vznikly béhem mého studia skript [3],
kdyz jsem s autorem korespondoval a navrhoval tpravy (obr. 9).
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Obr. 9: Parcialni diferencialni rovnice
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Jind kresba predstavuje operace, uzité pii pocitani slozek tenzoru
prvni a druhé zdkladni formy (obr. 10). Uvadim to zde také proto, abych
pripomnél, ze budova, kde se nase konference konala, byla kdysi c. a k.
redlkou a Ze jeji feditel Antonin Libicky napsal pojednani o tenzorovém
poctu, prvni v ¢eském jazyku.

o

Ji 0 ,
skoldrm
¥ Soucin

4. q? zak@ fbfmm
Plochr ‘epd\
~ slozky

Obr. 10: Vypocet slozek tenzoru
Modely umoznuji ¢asto snazsi pochopeni nez obréazky, ale zabiraji
mnoho mista v budovéach.
V Litomysli béhem konference Jak ucit matematice déti ve véku 11—
15 let jsem ukézal prostorovou sklddacku pro rovnosti
(a+0b)® = a® + 3ab + 3ab® + b*,
(a —b)® = a®-3a*b + 3ab® — b°,
a® +b® = (a +b)(a*ab + b?),
a® — b = (a—b)(a® + ab + b?).
Byla zobrazena ve sborniku této konference.
Dalsi model se tykal roztinani kulové plochy hlavnimi kruznicemi. To

souvisi s dizertaci [7]. Pro lepsi pochopeni se nabizi moznost kreslit na
pomerance, grepy nebo na balonky.
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Na zévér si dovolim dotaz, kdo byl autorem hesla: ,,Spatny 74k pii-
sahd na slova ucitelova“.
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Piiprava studentu niZSiho gymnazia na acast
v matematickych soutézich

Lucie Riizickova, PedF UK, Praha!

ABSTRAKT. Prispévek popisuje vyuZiti disponibilni casové dotace v sekundé,
tercii a kvarté mizstho gymndzia pro predmét Aplikovand matematika, v némz
st Zdci osvojuji strategie Tesent komplexnich matematickych duloh i zptsob ar-
gumentace a komunikace typicky pro matematiku. Jednim z cili predmétu je
pripravit Zaky na Tesent uloh matematickych soutézi, predevsim Matematicke
olympidady.

Uvod

Volitelny predmét Aplikovand matematika, pro ktery jsou napiiklad
ve 2. rocniku osmiletého gymnézia se zamérenim na matematiku vyu-
zity 3 vyucovaci hodiny z disponibilni ¢asové dotace, rozsifuje a prohlu-
buje znalosti ziskdvané v ramci studia povinného predmétu Matematika.

le-mail: lucie_ruzickova@seznam.cz
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Kromé konkrétnich tematickych celku je duraz kladen zejména na vza-
jemnou provazanost mezi jednotlivymi partiemi matematiky, ale i mezi
matematikou a dal§imi obory (napf. vyuziti matematickych poznatkt
ve fyzice, informatice, ekonomii, geografii). Sou¢asti vyuky je podrobnd
analyza matematickych problém, jejichz struktura je typickad pro tlohy
matematickych soutézi (napt. MO).

Napln prace v hodinach

Cilem prace v hodinach je umoznit zakdm osvojit si strategie feseni
matematickych tloh i zptsob argumentace a komunikace typicky pro
matematiku. Déle je rozvijena schopnost zak samostatné analyzovat
zadani komplexnich matematickych tloh a na zakladé této analyzy dané
alohy Uspésné Fesit. Zaci jsou rovnéz vedeni k aktivnimu vyhledavani po-
znatki z riiznych oblasti skolské i vyssi matematiky a k jejich smysluplné
integraci pfi feseni problému.

V pribéhu skolniho roku se zaci podrobnéji seznami s typickymi na-
nékteré rozsifujici znalosti. Naptiklad ve skolnim roce 2012/2013 se zaci
v tercii zabyvali tematickymi celky Délitelnost v oboru piirozenych ¢isel,
Pozi¢ni soustavy o riznych zakladech, Trojuhelniky a jejich vlastnosti,
Ctyithelniky a jejich vlastnosti, Jednoduché kombinatorické tlohy.
tematickych celkt a tloh aktualniho i pfedchozich ro¢niki Matematické
olympiady, které cerpame z ro¢enek MO a webovych stranek soutéze [1].

ZAaci oviem také aktivné vyhledavaji a fesi tilohy z prosttedi jinych
védnich obori, seznamuji se s vyukovym softwarem, hraji matematické,
logické a geometrické hry, osvojuji si zakladni matematickou termino-
logii v angli¢tiné a tcastni se fady matematickych soutézi a korespon-
dencnich seminéafti. Vyucovaci hodiny rovnéz obohacujeme feSenim ma-
tematickych tloh zasazenych do kontextu beletristickych prib&htt (napt.

2], [3])-

Prace s matematickymi ilohami

Znac¢ny duraz je kladen na rozvoj samostatnosti pii feseni tloh a
na podporu kreativniho pristupu zakt. Zaroven se snazime vytvorit pro
zaky kognitivné motivujici prostfedi, proto jsou feseny predevsim tlohy

vyssi obtiznosti. Napiiklad v tercii tedy zaci bézné fesi tlohy na drovni
Matematické olympiddy kategorii Z8 a 79, ale i C a B.
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Zadani kazdé ulohy je nejprve podrobné rozebrano v ramci celotiidni
diskuze, pak maji zaci dostatek casu k samostatnému feseni tlohy. Jed-
notlivé zvolené zpisoby feSeni nebo pokusy o feseni jsou pak porovnany
z hlediska efektivity a jsou zkoumény moznosti jejich vyuziti v obdob-
nych tlohéch. Nakonec je podrobné rozebrano vzorové autorské feseni
tlohy a jsou diskutovany moznosti dalsiho rozpracovani namétu tlohy.
Préace s jednou naro¢néjsi matematickou tlohou se tak ¢asto stava naplni
celé vyucovaci hodiny.

Utast v Matematické olympiadé

Zéci tercie fesi vzdy tlohy doméciho kola aktualniho roéniku Mate-
matické olympiddy kategorii Z8, Z9 a C. Zadéani téchto tloh vzdy spo-
le¢né rozebereme ve tiidé, pripadné spolec¢né vyresime nékteré navodné
ulohy, zaci pak tlohy samostatné vytresi doma. Po odevzdani vSech te-
Seni prezentuje kazdy z zaka své vzorové feseni jedné z uloh a spolecné
podrobné rozebereme vsechna odevzdana zakovska feSeni, pricemz se
soustfedime na mozné zpresnéni predkladanych zdtvodnéni. Nakonec je
podrobné rozebrano vzorové autorské reseni ulohy a jsou diskutovany
moznosti dalsiho rozpracovani ndmétu ulohy, coz je pro zaky vyznam-
nym prinosem pii Gcasti v dalsich kolech.

Hodnoceni v pifedmétu a vysledky zaku

Prestoze je prace v predmétu Aplikovana matematika zamérena pre-
devsim na spolecnou tvorivou praci se zajimavymi matematickymi na-
méty, zaci jsou na konci kazdého klasifika¢niho obdobi hodnoceni znam-
kou na vysvédéeni. Podklady pro klasifikaci predstavuje predev§im hod-
noceni odevzdanych tloh MO a dalSich soutézi, dale hodnoceni pfiprave-
nych ustnich prezentaci feseni zadanych loh, ale i znamky z pisemnych
praci z probiranych tematickych celku.

Zavér

Realizaci povinné volitelného predmétu Aplikovand matematika lze
hodnotit kladné. Predevsim je zfejmé, Ze zaci jsou pro matematiku vice
motivovani na zakladé studia rozsifujicich témat a dil¢ich prohlubujicich
poznatkti standardnich témat. Zaci Gspésné reprezentuji kolu v mate-
matickych soutézich nejen v kategorii, kterd odpovida jejich ro¢niku, ale
i ve vyssich kategoriich. Zaroven si osvojuji odpovidajici matematickou
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kulturu grafického, pisemného i tstniho projevu, kterd jim v budoucnu
usnadni nejen dalsi studium matematiky, ale naptiklad také ucast ve
vyssich kategoriich Matematické olympiady.
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Cesko—polsko-slovenska MO juniori *

Jaroslav Svréek, P¥F UP, Olomouc

Pavel Calabek, PiF UP, Olomouc 2

Pocatkem roku 2012 dostala Ustfedni komise Matematické olympi-
ady od polskych kolegii pozvanku k tcasti c¢eského druzstva na 1. ¢esko-
polsko-slovenské MO juniortt (CPSJ). Uvedend soutéz se poprvé usku-
tecnila od 20. do 23. kvétna 2012 v krasném prostfedi polskych Beskyd
(v Mszané Dolné). Jiz béhem vlastni soutéze navrhli polsti organizatofi
zastupctim vsSech tfi zacastnénych zemi moznost navazat na UspésSny
1. ro¢nik této soutéze hned v roce pristim. Pozvanku tehdy akceptovali
zastupci vsech tii zemi, a tak se od 13. do 16. kvétna 2013 na stej-
ném misté uskutecnil (na zakladé iniciativy polské strany) také 2. ro¢nik
CPSJ.

SoutéZe se v obou ro¢nicich zucastnily Sesticlenné reprezentacéni tymy
Polska, Slovenska a Ceské republiky. Polské druzstvo bylo sestaveno
z nejlepsich fesiteld republikového findle polské Olimpiady Matematy-
czne Gimnazjalistéw (OMG) odpovidajici nasi MO v kategorii C. Ceské
druzstvo bylo sestaveno na zakladé zakovskych vysledkt dosazenych ve
II. (krajském) kole kategorie C vzdy v aktudlnich dvou ro¢nicich MO
a dale pak na zakladé dodatecného vybérového soustfedéni, které se
uskutec¢nilo poc¢atkem kvétna v Karlové (2012) a v Malé Moravce (2013)
v Jesenikach.

Le-mail: jaroslav.svrcek@upol.cz
2e-mail: pavel.calabek@upol.cz
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Tato nova mezindrodni soutéz mladych matematickych talenttt ma
dveé ¢asti. Vzdy prvni soutézni den probiha jako soutéz jednotlivei, kdy
zaci Tesi v casovém limitu 4 hodin pétici pivodnich matematickych tloh.
Druhy soutézni den se kond soutéz triclennych tymu, pficemz v kazdém
tymu je po jednom soutézicim z kazdé zemé. Slozeni soutéznich druzstev
je vylosovano ihned po skonceni soutéze jednotlivei. V horizontu 5 ho-
din pak jednotlivé tymy Fesi Sestici tloh (zadani prvni dvojice tloh jsou
pritom napsana ve slovenstiné, druhé dvojice tloh v polstiné a tfeti dvo-
jice tloh je zaddna v ¢esting). Sva feSeni pak tymy odevzdavaji v piedem
stanovenych jazycich (po dvou opét slovensky, polsky a ¢esky). Jednacim
jazykem uvnitf jednotlivych druzstev je ale neziidka anglictina. V kaz-
dém pripadé je tato tymova soutéz vitané novum, které podporuje mladé
matematické talenty v dnes velmi dilezité tymové praci.

Autorsky se na pfipravé tloh obou soutézi (jednotlivet i druzstev)
podileji rovnomérné (vzdy) vSechny tii zti¢astnéné zemé.

Ceské reprezenta¢ni druzstvo na 1. CPSJ tvorili tito Zaci a zakyné:
Karolina Kuchyriovd (1/4), G Matyase Lercha v Brné, Viktor Némecek
(5/8), G Jihlava, Radovan Svarc (1/4), G Cesk4 Ttebova, Pavel Turek
(3/8), G Olomouc-Hejéin, Petr Vincena (5/8), G Jakuba Skody v Pfe-
rové a Martin Zahradnicek (5/8), G Slapanice.

Na 2. CPSJ Ceskou republiku reprezentovali: Jan Gocnik (5/8) a
Marian Poljak (5/8), oba G Jakuba Skody v Pierové, Pavel Turek (4/8),
G Olomouc-Hejéin, Filip Bialas (4/8), G Opatov, Praha 4, Jan Sorm
(5/8), G v Brné na t¥. Kpt. Jarose a Daniel Pistdk (5/8), G Ch. Dopplera
v Praze 5.

Po oba roéniky soutéze nas tym doprovazeli ¢lenové UK MO — doc.
Jaromir Simsa (z PYF MU v Brné), dr. Jaroslav Svréek a dr. Pavel
Caldbek (oba z PIF UP v Olomouci), ktefi byli sou¢asné také ¢leny me-
zinarodni jury.

V prvnim roc¢niku soutéze jednoznacné dominovali polsti soutézici,
kdyz se projevila jejich vétsi zkusSenost z celostatniho kola OMG. Pro
vétsinu nasich (i slovenskych) zaki se jednalo o jejich prvni cenné zku-
Senosti v silné konkurenci. Je vSak potésitelné, ze jiz ve druhém rocniku
soutéze ceské druzstvo prokazalo velmi dobrou kvalitu. Absolutnim vité-
zem v soutézi jednotlived se stal Pavel Turek, na velmi pékném 5. misté
skon¢il Marian Poljak a na 8. misté pak skonéil Jan Sorm. Pavel Turek
byl navic také ¢lenem vitézného tymu v soutézi druzstev.

Veskeré informace o soutézi, véetné reseni vsech soutéznich tloh z prv-
nich dvou ro¢nikét CPSJ mtizete najit mj. na oficidlnich stranach [1]
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polské Olimpiady Matematyczne. Pro lepsi pfedstavu o naroc¢nosti sou-
téznich tloh déale uvadime texty tloh soutéze jednotlived z prvnich dvou
ro¢nika CPSJ.

1. roénik CPSJ — soutéz jednotliveu (21. 5. 2012)

1. Necht P je libovolny vnitini bod trojuhelniku ABC. Body K, L, M
jsou soumérné sdruzené s bodem P po fadé vzhledem ke stfedtim
stran BC, C'A, AB. Dokazte, %e ptimky AK, BL, C'M se protinaji
v jednom spoleéném bodé.

2. Urcete vSechny trojice (a, b, ¢) prvocisel, které vyhovuji rovnici

a’?+ab+b?=c*+3.

3. Na kruznici se stfedem O uvazujme ¢tyfi navzajem rtzné body
A, B, C, D, pro néz plati

IS AOB| = |3 BOC| = [3COD| = 60°.

Necht P je libovolny bod kratstho oblouku BC' této kruznice.
Oznac¢me dale K, L, M paty kolmic z bodu P po fadé k piim-
kam AO, BO, CO. Dokazte, ze

a) trojihelnik K LM je rovnostranny,

b) obsah trojuhelniku K LM nezévisi na volbé bodu P.

4. Zvolime-li libovolné 51 vrcholt pravidelného 101thelniku, pak mezi
nimi existuji t¥i, které jsou vrcholy rovnoramenného trojihelniku.
Dokazte.

5. Necht a, b, ¢ jsou pfirozend &isla splitujici podminku a? + b2 = ¢2.

Dokazte, ze ¢islo
1
5(0 —a)(c—Db)

je druhou mocninou nékterého celého ¢isla.
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2. roénik CPSJ — soutéz jednotlivcu (14. 5. 2013)

. Urcete vSechny dvojice (x,y) celych éisel, které vyhovuji rovnici

Vo= Vit vi= v

. Kazdé prirozené ¢islo je obarveno bud ¢ervenou barvou, nebo ze-
lenou barvou tak, Ze jsou splnény nasledujici dvé podminky:

— Necht n je libovolné ¢ervené ¢islo, pak soucet libovolnych n
(nikoliv nutné riznych) ¢ervenych ¢isel je také Gervené €islo.

— Necht m je libovolné zelené ¢islo, pak soudet libovolnych m
(nikoliv nutné riznych) zelenych ¢isel je také zelené ¢islo.

Najdéte vsechna takova obarveni.

. Je dan tétivovy pétithelnik ABCDE, kde
|AB| = |BC| = |CD,|.

Oznac¢me K prusecik jeho uhlopiicek AC, BE a L prusecik jeho
uhlopticek AD, CE. Dokazte, ze |AK| = |KL|.

. Urcete nejvétsi dvojmistné ¢islo d s vlastnosti: Pro kazdé sSesti-
mistné cislo tvaru aabbee je d délitelem ¢isla aabbee, pravé kdyz
d je délitelem odpovidajiciho trojmistného ¢isla abc.

Pozn.: Cislice a # 0, b a ¢ nemusi byt nutné rizné.

. Necht M je stfed strany A B ostrotihlého trojihelniku ABC'. Uvniti
strany AB je libovolné zvolen bod P. Oznac¢me S; a Se po radé
stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim APC a BPC. Dokazte, ze
stfed tsecky 5152 lezi na ose usecky C'M.

Literatura

(1] http://wuw.om.edu.pl
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Abaku - pocetni hra
Vladimir Tesa¥, Véelicka, Praha !

ABSTRAKT. Cldnek pojedndvd o nové vzniklé hie Abaku, v niZ se pouivaji
zakladni pocetni operace, takZe je vhodnd pro vsechny vékové kategorie. Jsou
pordaddny turnaje v této hre a ukazuje se, Ze je velmi mdarocénd i pro dospélé
hrdce.

V chovném rybnicku je v priméru kazda ryba paradni, ale opravdu
velké kusy plavou nékde v siré vodeé.

Pokud se shodneme na tom, Ze talenty je dobré ziskavat, ale prede-
v§im je dobré je neztracet, ze ¢im Sirsi bude zakladna déti s dobrymi
zéklady matematiky, tim méné pripadnych talenti zapadne, pak navr-
huji k zamysleni, ze tim thelnym kamenem, ktery rozhodujici mérou déli
déti do dvou sméri — na ty, co budou pfipraveni stacit vykladu, a ty, co
toho schopni nebudou — jsou na zac¢étku prosté pocty (které uz skoro do
matematiky nepoc¢itdme), za¢inajici u 1 + 1.

Tim nechci napadnout smysl projektu Ani jeden matematicky talent
nazmar a ani se tim nechci vyvySovat. Jsem si dobfe védom, Ze prace
vsech, co na tomto projektu spolupracuji a ktefi ho vytvareji, je smys-
luplnéd a obecné prospésna — muj prispévek je v tomto smyslu na pozici
wzabavné kuriozity“. Jde zde pouze o mtj thel pohledu na véc, ktery je
z jeji povahy nucen koukat na danou problematiku odspodu a zabyva se
primarné otdzkami predskolniho institucionalizovaného skolstvi (a neni
pfimo z vaseho oboru).

Vratme se ale k naSemu 1 + 1. Tedy presné k tomu, co si nakonec
jako jediné z matematiky alespon v zakladu odnasi vétsina absolventi
skolského systému a co nakonec pro zivot jako jedinou véc z matematiky
prakticky vyuzije a bude nucen vyuzit, bez ohledu na to, jestli bude chtit.
Tvrzeni ,Neni potieba talentu, aby jedinec takto vybaven nase skolstvi
opustil.“ lze s trochou predstavivosti v dnesni dobé rozporovat. To je
realita.

No a to je naSe parketa a duvod, pro¢ zde prezentuji hru Abaku.
Neni to 1ék, je to jen hra, ale... Piisobi na dité jako kouzlo a triky, je
napinava a za chvilku ji rado hraje, a to prfitom normalné vsude vyklada,
ze ho matika teda moc ,neba“.

le-mail: abakuman@seznam.cz
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No feknéte sami: neni to ndhodou kouzlo a trik, ze mizete objevit,
Ze variace Cisel 849756 v sobé skryva operace: 84 -9 = 756, 84 + 9 = 75,
49 — 7 = 56, a také jesté 72 = 49. Tedy tohle neni ten trik, trik je to, ze
to muze objevit kazdy a uz ten trik nezapomene.

Za jak dlouho budete vnimat a znat podobné leh¢i ¢i tézsi variace
a to, co skryvaji? Mohu vam slibit, Ze pokud nasadite tuto hru pfimo
do vyuky a budete ke hrani déti pékné motivovat, ubude vam prace a
pribude nam talent — v necekané kratké dobé.

Pokud vés uvedené oslovilo, najdete na strankich [1] pravidla hry.
Metodiku vyuky ,,Matematické vychovnévzdélavaci skolni pomiicky“ pro
krabicovou i online podobu verze navrhnul a sestavil tym A. Vavrové a
V. Lisseho. Volné ke stazeni ji naleznete na adrese [2].

Pokud maéte chuf hledat a najit skrze tuto hru poétaiské talenty i na
vasi Skole, muzete se se svoji tfidou ¢i celou skolou prihlasit na adrese
http://abakuliga.seznam.cz/default.aspx#uvod do online skolni ce-
lostatni ligy.
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Prvni zkuSenosti s Abaku na lounské zakladni Skole
Vlastimil Lisse, ZS a MS, Louny !

ABSTRAKT. Od konce roku 2012 se dobrovolnici z 8. a 9. ro¢niku zdkladni
Skoly kpt. Otakara Jarose v Lounech zapojili do vyzkumu vztahu mezi mate-
matikou a matematickou pomickou Abaku. Na zdkladé hrani Abaku a zazna-
menanych vysledki her byly odvozeny pruni obecné zakonitosti a prekvapiveé
zaveéry. Pravidelnym hranim Abaku dochdzi ke spontdnnimu tréninku, upevno-
vant a rozvoji aritmetickych dovednosti, pozdeéji logického myslent, a to pouze
vyuzitim prirozené détské hravosti. Tato zjisténi pasuji Abaku do role vgborné
matematické pomicky rozvijejici obecné matematické predpoklady Zactva s vy-
uzitim 71z od pruvniho stupné zakladni skoly.

Le-mail: zslouny@3zslouny.cz
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Obecnéa nechut zéki k matematice je velmi ¢astym jevem na soucas-
nych zakladnich skolach. Klesa poctarska gramotnost nasich zaku, kteri
se ani pii zakladnich matematickych operacich neobejdou bez kalkulacky.
Pritom snem kazdého kantora je zapaleni jiskry poznani v ocich zaka,
aby sami chtéli. Je tento sen uskutecnitelny?

Pred rokem jsme v Lounech zacali s nékolika zaky pilotovat hru
Abaku. Po pocatecnich nezdarech a plném pochopeni pravidel, bez roz-
dilu ,znamky z matematiky“, dochazelo k zajimavému zadoucimu jevu.
Zaci pocitaji sami a radi. Mald, velka nésobilka, komutativnost, moc-
niny, odmocniny ... vSe formou hry. Béhem her dochézi k pozvolnému
vylepsovani vysledktl, coz samo o sobé motivuje k dalsi hie a tim padem
k dalsimu tréninku s ¢isly. Po nesmélém pouzivani 2 cifer v tvodu se
nakonec nebali prilozit vSech 5 Cisel, a to tak, aby vzajemnou kombinaci
radkt, sloupci i ¢isel samotnych probéhlo co nejvice operaci.

Pri prvnim posouzeni nashromazdénych vysledki byly odhaleny zvla-
$tni bodové skoky. Pozvolné vylepSovani skére se oproti ptivodnim pted-
pokladim u vSech hrac¢t v uréity moment na cas zastavilo. Dulezité bylo
najit odpovéd na otézku, co zpiisobuje op&tovny nartist skére a proc se
hra¢ nemuze nékolik her bodové pohnout z mista.

Jednoduse feceno, hrac¢ potiebuje plné pochopit strategii hry a zapo-
jit co nejvice cifer. Hranim se zaci ucili z vlastnich chyb a z taht soupere.
Dokola vyuzivali znalosti a dovednosti, které ziskali jiz na 1. stupni za-
kladni skoly a nadéle je upeviiovali. Béhem jedné hry dokazali prohléd-
nout a propocitat az stovky jednoduchych prikladu.

Pritom tvodni hra dopadla u vSech hrac¢t obdobné. S letmo pre-
¢tenymi pravidly nepfekrocila 200 bodd (spiSe o dost méné nez 200),
protoze se ptriklddala predevsim 2 cisla bez jakékoli strategie. Nastésti to
trvalo jen par ivodnich her, nez prisel prvni rychly posun az ke 400 bo-
dim. Spocival v dukladném procteni pravidel a hlavné ve vyuziti mocnin
(i u mladsich zdkt, ktef{ mocniny neprobiraji). Pfed dalsim vykonnost-
nim skokem se zaci naucili pfikladat 3 cifry, i kdyz zatim jen nahodile.

Dalsi posun pfisel s pochopenim toho, ze lze kombinovat operace
v fadku i sloupci najednou a zaroven vyuzivat komutativni zakon v rdmci
polozenych cifer (je lepsi 842 nebo 8247). V této fazi Zaci vétsinou ne-
prekro&i 600 bodi. Rada zakt se zde i na nékolik desitek her ,zasekla® a
pritom stacilo velmi malo. Pfemyslet o strategii. VSimnout si postaveni
bonusovych poli a zamérit se na né, zejména pak na trojnadsobna bonu-
sové pole (3x). V této fazi zaci ziskavali od 700 do 1 000 bod1, nejéastéji
800 az 900. Doba posunu odpovidala desitkam her.
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Hlavni posun prisel ve chvili, kdy se zac¢alo vSe kombinovat. Cilené se
zamérovat na bonusy a do nich vkladat vyssi cifry v co nejvyssim poctu,
vyuzivat fadky a sloupce a vicenasobné operace. V tento moment jsme
se pohybovali pravidelné na hranici 1 200 bod1.

Na zavér bych zminil 2 osudy konkrétnich hract a poznavaci znak
kazdého zapaleného hrace Abaku.

Lukds. Podpramérny zak, ktery byl dlouhodobé na 4 z matematiky a
v nékterych jejich partiich dokonce na 5. Na podzim 2012 zacal s Abaku
a 31. 1. mél na vysvédceni 2 z matematiky a pozdéji patfil mezi nej-
lepsi ve t¥idé v geometrickych tlohéach fesenych vypoctem. Cast zasluh
prikladam Abaku — ziskal sebevédomi a numerickou jistotu. Hru Abaku
hraje pravidelné.

Bdra. Druhym prikladem je zakyné, ktera se pro pfirozenou lenost
nikdy moc matematicky neangazuje. Presto si Abaku doma ze zvédavosti
vyzkousela a v hodiné informatiky jako prvni pfesdhla 1 000 bodu a
pozdéji dokonce hranici 1 300 bodt. M4 talent a je na ni vidét, ze ji hra
bavi. Zaroven je to dukazem, ze ne kazdy musi zacinat na 200 bodech.

Jak poznat pravidelného hrace Abaku? Dfive nez zvedne telefon, ma
tendenci preskupit ¢isla volaného pro vétsi bodovy zisk. M4 velmi silné
nutkani ¢islo popisné zménit, poptipadé jiz nyni vi, které ¢islo v ném
chybi. V automobilové znacce vidi matematickou operaci. Zkratka vi,
které c¢islo a kam prilozit, aby ¢isla davala smysl. Pokud i vy méate po-
dobné nutkani, pak vas hra donutila premyslet v ¢iselnych souvislostech.
A to je uspéch.

Zkratka, pokud hledate pro své zaky nastroj, ktery v kratké dobé
nastartuje a postupné vylepsuje jejich zdkladni poctaiské dovednosti,
zkuste vyuZzit ovéfenou matematickou hru Abaku.

ABAKY
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ABAKU  Mogicks:

ABAKU Mogick
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Poznamky:

prvnipéticetranspoziénich Siferbyla Gvodem dosoutéze v oblastikryptologie,

soutéze IQUHK se celkem z(€astnilo 126 student S5, ale jen 31 ludtilo 3ifry,
ztabulky je vidét, e u vétsinasoutzicich trpalivost pFinesta ovoce =body,
Gspé3nostieseni jevyznatena promérmymbodovymaiskem, kdy:
maximum bylo100bodd,
kazdy chybny pokus se1 bod odecet,
zakazdy dennad7-dennilimit se odeZetly 2 body
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