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UVODEM

Uvodni slovo k patému setkani

V letosnim roce probéhl jiz paty rocnik konference Ani jeden mate-
maticky talent nazmar. Znamend to vzhledem k dvouleté periodé, Ze se
jiz deset let muzeme setkdvat na konferenci, ktera je tematicky oriento-
vana na talentované zaky v matematice a pfirodovédnych oborech. Jde
o dilezitou skupinu zaki, kteri v budoucnu budou hybateli pokroku, a to
nejen v nasi republice.

O vyznamu této konference neni zajisté pochyb. Proto ponékud pre-
kvapil maly zajem ze strany ucitell, piipadné administrativnich pracov-
nikd na vsech stupnich statnich instituci. Je nutné pfiznat, Ze letos se
prihlasilo na konferenci nejméné ucastniki za dobu jeji historie. Dou-
fejme, ze se nejednd o nastupujici nezdjem spolecnosti o tyto zaky. Jako
vérohodnéjsi se jevi probihajici ekonomicka krize, kterd omezuje finan-
covani ucitelti ze strany Skoly pii Gcasti na takovéto akci.

Programovy vybor s touto eventualitou proziravé pocital, proto se
klasické tiidenni setkani zménilo jen na akci dvoudenni. Véfme, ze slo
jen o kratkodobou zménu, ze se zase budeme moci vratit k predchozi
forme.

Na konferenci zaznéla fada zajimavych a podnétnych zvanych pred-
nasek. Podstatnéjsi jsou ale prihlasené prispévky a dilny tcastnikt, ne-
bot prévé ty svédéi o praci uditelt s nadanymi zéky. I v letoSnim roce
takovéto prispévky byly prezentovany v hojné a kvalitni mife.

Jiz tradi¢né se mezi Ceskymi ucastniky objevili i zahrani¢éni hosté,
i kdyz ti letosni byli pouze ze Slovenska. I zde doufejme, ze se v pristich
letech objevi vice zajemcti ze zahranici.

V soucasné dobé se nejvice hovori o statni ¢asti maturitni zkousky.
Nejinak je tomu i v matematice. Nazory ucastnikti nasi konference na
tuto novou koncepci se sice rizni, velkou podporu vsak tento proces
nema. Hlavné se v takové zkouSce obtizné objevi potencidl talentova-
nych zakt, takze z této strany pohledu jde o promarnénou prilezitost
statu. Podobné tomu bylo pfed ¢tyfmi roky, kdy byly nejvétsim hitem
Skolni vzdélavaci programy. Ani tehdy nepanoval na konferenci néjaky
presvédcivy pozitivni postoj k tomuto déni, a to hlavné opét smérem
k nadanym zaktm.



Proto se i nadale domnivame, Ze je tfeba pracovat s talentovanymi
zéky nad ramec Gsili statnich instituci, aby se talenty v nasi republice
postupné tplné nevytratily. A k tomu maji i nadéle konference typu Ani
jeden matematicky talent nazmar prispivat.

Jaroslav Zhouf



PLENARNI PREDNASKY

Mensa a rozvoj nadani
Tomas Blumenstein, Mensa CR.!

ABSTRAKT. Mensa je mezindrodni organizace sdruzugjici lidi s I1Q mezi hor-
nimi dvéma procenty populace, ma pres 100 000 clenu ve sto zemich svéta.
Mensa CR [1] nabizi svym 2 200 éleniim i vefejnosti intelektudini stimulaci
prostrednictvim zdajmouvych skupin, mistnich i celostatnich setkani, predndsek,
exkurzi a predevsim pridtelského prostvedi. Mensa CR vyddvd casopis, je zii-
zovatelem gymndzia pro nadané déti v Praze, podporuje rozvoj nadanych déti
po celé€ republice, realizuje soutéZ Logickd olympidda, projekt Mensa NTC pro
skolky, zrizuje Kluby nadangch déti, provddi testovdni 1Q verejnosti.

1. Co je Mensa?

Mensa je mezinarodni spolecenskd organizace zalozend roku 1946
v Oxfordu. Je to nevydéleéné apolitické sdruzeni nadpriamérné inteli-
gentnich lidi bez rozdilu rasy a vyznani. Jejim cilem je vyuziti inteli-
gence ve prospéch lidstva, ale také vytvoreni stimulujiciho prostfedi pro
své Cleny.

Clenem se muize stat kazdy, kdo dosdhne véku 14 let a v testu inte-
ligence, schvaleném mezinarodnim dozoréim psychologem Mensy Inter-
national, vysledku mezi hornimi dvéma procenty celkové populace (na
stupnici pouzivané v Cechéch odpovid4 IQ 130). Pro ¢lenstvi v Mense
nejsou nutné zadné jiné predpoklady (kromé povinnosti platit ¢lenské
prispévky).

2. Mensa International

Mensa International [2] zastfesuje 59 narodnich organizaci. Celkem
mé pres 110 tisic ¢lend ve vice nez 100 zemich svéta.

Zajimavym mezinarodnim programem pro ¢leny je SIGHT, ktery na-
bizi cestovatelim po celém svété drobnou pomoc, provedeni po mésté,
ale i moznost ubytovani u ¢lent.

le-mail: tblumen@mensa.cz



3. Testy 1Q

Mensa provadi zakladni testovani IQ prostfednictvim mezinarodné
uznavaného standardizovaného testu schvaleného mezinarodnim dozor-
¢im psychologem spolec¢nosti. Na spravnost provadénych testovani do-
hlizi i psycholozka Mensy CR, PhDr. Dagmar Jilkova. Test trva 40 minut
a lze jej opakovat maximalné tiikrat za zivot s miniméalné ro¢ni prestav-
kou mezi jednotlivymi pokusy. Kazdy, kdo se zti¢astni mensovniho testu,
dostane potvrzeni o absolvovani s udanym IQ. Toto potvrzeni ma mezi-
narodni platnost.

Test neni zavisly na nabytych védomostech, kulturnim, jazykovém
a spolecenském zazemi. Jednad se o vyhledavani logickych vazeb mezi
grafickymi symboly. Testovani se provadi pod dohledem, aby byly za-
ruceny shodné podminky pro vSechny ucastniky. Test nelze absolvovat
korespondencné. Testovani IQ provadi Mensa i u déti, a to od véku 5 let.

Absolvovani I1Q testu je jediny zpiisob, jak se stat ¢lenem organizace.

4. Organizace Mensa v Ceské republice (Mensa CR)

Mensa CR
podil élenl na poétu obyv.

W 0028 3200335 (1)
W 00224320028 (1)
W 001682z 0.0224 (12)
[ 0011222 00168 (15)
[ 0005632 0.0112 (30)
Oo 3% 0,006 (17)

Obr. 1: Uzemni rozlozeni poétu &lentt

U néas se se zakladdnim Mensy pocalo v roce 1989 pod vedenim
Dr. Hany Drabkové. Registrace Mensy Ceskoslovenska probéhla v 1991.
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Od roku 1993 ptisobi Mensa Ceské republiky. V soucasnosti ma Mensa
CR kolem 2 200 ¢lenti, z toho zhruba 600 déti.

5. Aktivity Mensy CR
5.1. Celostdtni setkdni

Jednou z nejvétsich akei jsou celostatni setkdni, jarni (v kvétnu) a
podzimni (v zaif). Udast se pohybuje mezi 80-120 ¢leny. Naplni jsou
exkurze, teamové hry, prednasky, sifry, soutéze, deskové hry, poznavani
okoli, ale predevsim setkani se zajimavymi lidmi z celé republiky i za-
hranici.

5.2. Exkurze

Vyznamnym zpiisobem rozsifovani obzort ¢lent i verejnosti jsou po-
f4ddané exkurze. Cilem jsou riizné instituce (napt. Vlada CR, Ceska te-
levize, Poslaneck4 snémovna, vyzkumné tstavy, Tokamak, Policie CR),
elektrarny (Temelin, Dukovany, Dlouhé Strané, Dalesice, Jaslovské Bo-

hunice, i celd fada mensich vodnich) a tovarny (napf. Hyundai, Mars,
Czech Blades, Skoda Auto a celd fada dalgich).

5.3. Zahranicni exkurze

K oblibenym akcim pat¥i zahrani¢ni exkurze. Probéhly navstévy napft.
Belgie a Bruselu (Evropsky parlament, Evropska komise), Oxfordu (ko-
1ébka Mensy) a Londyna (BBC), Strasburku (Evropsky parlament a Ev-
ropsky soud pro lidské préva) a Paifze, Itdlie (Florencie, Pisa, Rim),
nékolikrat CERNu v Zenevé, kde pracovné piisobi mistopfedseda Mensy
CR, Berlina a nyni se pfipravuje navstéva Petrohradu a Pobalti.

5.4. Predndsky

Pro ¢leny i pro vefejnost pordda Mensa CR kazdym rokem fadu pied-
nasek. Pfinosem byva nejen prednesené téma a setkani s pfednésejicim,
ale také nasledujici diskuze.

Z desitek prednasejicith hosttt uvedme napt. (bez titult a kiestnich
jmen): viceguvernér CNB Singr, poslanec Tluchot, rektor UK Hampl,
ombudsman Motejl, astronom Grygar, ekonom Sedlacek, politolog Ro-
bejsek, ministryné Kovarova a dalsi.



5.5. Mistni skupiny

Clenové v regionech a méstech se sdruzuji v mistnich skupinach. Pra-
videlné schuizky mistnich skupin probihaji zpravidla jednou mési¢né a je-
jich ¢astou néaplni jsou tematické i obecné diskuze, feseni logickych her,
planovani a pfiprava dalsich akci. K dalsim aktivitam patii rtizné vylety,
sportovni akce, extrémni sporty nebo spoleéné navstévy kulturnich akci.

Mistni skupiny pusobi v téchto méstech: Praha, Prostéjov, Ostrava,
Brno, Ceské Budéjovice, Pardubice, Hradec Kralové, Plzen, Karlovy
Vary, Usti nad Labem, Zlin.

5.6. Casopis MENSA

Mensa vydéavé vlastni ¢asopis, ktery vychézi Sestkrat rocné (kazdy
sudy mésic) ve formé tisténé i PDF. Obsahuje informace o Mense, po-
zvanky a reakce na akce, rozhovory, hry a adresar, ale mé také publicis-
tickou a odbornou funkci.

Vyroéni ¢éislo vychazi s dvojndsobnym nékladem (cca 5 000 ks) a je
shrnutim uplynulého roku (obr. 2).

Uenen Caki republiby

a™ ‘4{ jr nadheané
vénolni sudithy

a mnoho tfoti

OhIednutu za rokem 2007
a vyhled na rok 2008

Obr. 2
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5.7. Zdjmové skupiny (SIGy)

Naézev vychazi z anglického Special Interest Group — jedna se tedy
o sdruzovani ¢lenti na zakladé jejich z4jmi. V ramci Mensy CR piisobi
desitky riznych typy SIGi — globalni oteplovani, jazyky, ekonomie, jidlo,
sport, business, sci-fi, deskové hry, vytvarné uméni, psychologie a dalsi.

5.8. Internet

Internetové stranky [1] slouzi ke komplexnimu informovani vefejnosti
i ¢lentt o Mense a jejich projektech a aktivitdch. Nabizi ovsem také ha-
danky, sifry, hlavolamy, kontakty i zajimavé Cteni.

Intranet pro cleny je pak zabezpecenym pristupem k dokumentim a
vnitfnim informacim, ke vzajemné komunikaci mezi ¢leny, editaci kalen-
dére akci i administrative.

Vyznamnéjsi projekty maji své vlastni internetové systémy [3, 4].

6. Mensa pro nadané déti

6.1. Mensa gymndzium (MG)

Mensa gymnazium bylo zalozeno v roce 1993 Katefinou Havlicko-
vou. Do roku 2010 neslo ndzev Osmileté gymnazium Budéanka. Jedna se
o jedinou stiedni gkolu v CR zaméfenou vyhradné na vzdélavani nada-
nych studentii a soucasné jediné gymnézium na svété ziizované Mensou.
V této skole najdou nadani studenti optimélni podminky pro svij roz-
voj, rodinné prostiedi, pratelské ucitele zapalené pro svij obor, kolektiv
podobnych vrstevnikil, prostor pro tvorivost a uspokojovani svych indivi-
duélnich specifickych potteb. Cilem skoly neni jen rozvoj védomosti, ale
celé osobnosti studenta. Zakladni podminkou prijeti na MG je tispésné
absolvovani vstupniho testu do Mensy CR (IQ nad 130) — ¢lenstvi pod-
minkou studia neni.

Skola poskytuje svym student@im nadstandardni pééi s vysoce indi-
vidudlnim pfistupem pedagogickym i psychologickym. Podporuje jejich
radost z poznavani, tvorivost, pracuje na jejich socidlnich dovednostech
a sebepoznavani, uci je tymové praci. Studenttim je od prvniho ro¢niku
umoznéna vysoka profilace pomoci volitelnych pfedmétia a seminarnich
praci. Vyuka nékterych predmétti (matematiky, cizich jazykt) probihd
ve smiSenych skupinach podle vyspélosti studentt tak, aby student vzdy
pracoval ve skupiné, jejiz tempo a troven nejlépe odpovida jeho schop-
nostem. Nékteré obory jsou vyucovany pfimo na katedrach vysokych skol
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vysokoskolskymi profesory (napf. fyzika na MFF UK). Studenti maji
moznost sami nebo prostrednictvim svych zastupct ve studentské radé
ovlivnit rozhodnuti tykajici se skoly. Ze svych studentd vychovava MG
vzdélané, tvorivé a samostatné uvazujici osobnosti. Studenti jsou velmi
aspésni v prijimacim Fizeni na vysoké skoly.

MG poskytuje uplné vSeobecné stiedoskolské vzdélani gymnazialniho
typu intelektové nadprimérnym détem i s prihlédnutim k jejich zvlast-
nostem a handicaptim. Jednou z hlavnich zasad gymnazia je respektovani
individuélnich potfeb a predpokladi kazdého studenta. Studenti maji
od prvniho ro¢niku moznost vysoké profilace a ovliviiuji tempo vyuky
v predmétech, které je zajimaji nejvice. Ttida mé primérné 18 student.

Mensa Gymnazium sidli na Spanielové ulici 1111, Praha-Repy [5].

6.2. Détskd Mensa

Détska Mensa je platforma pro ¢lenstvi déti ve véku 5-14 let, které
takto maji pristup na mensovni akce, na intranet, casopis a dalsi vyhody
dospélych ¢lent. Slouzi k podpofe rozvoje a vyhledavani nadanych déti,
k podpote takto zamérenych skol a zastfesuje mensovni aktivity pro déti
a mladez.

6.3. Logickd olympidda

Logickd olympidda [3] je soutéz v logickych tlohdch urdend détem
a mladezi z celé Ceské republiky. Doplituje spektrum aktivit uréenych
détem a mladezi o soutéz, ve které nerozhoduji skolni znalosti, ale samo-
statné uvazovani a schopnost logického mysleni, a klade si za cil podnitit
v détech zajem o tuto oblast. Soutézni ulohy jsou zaloZeny na obecnych
principech a pro jejich feseni nejsou potieba zadné specidlni znalosti, ale
jen zdravy rozum, logika, rychly a spravny tsudek. Soutéz neni védo-
mostni, a proto v ni mohou dosahnout vynikajicich vysledki i zaci, ktefi
nejsou uspésni v tradi¢nich skolnich predmeétech nebo pochézeji z riz-
ného socialniho a kulturniho zdzemi. Uspéch v soutézi pak mtize mit
priznivy vliv na jejich integraci a motivaci. Mezi velké piinosy Logické
olympiady tedy patii vyhledavani skrytych talentu.

Hlavnim cilem je obratit pozornost déti i odborné verejnosti ke spe-
cifickému nadéani, kterym je schopnost logického mysleni a samostatného
uvazovani. Olympidda chce doplnit spektrum akci urcenych skoldkiim
o aktivitu zamérenou na oblast, ktera si v nasem vzdélavacim systému
stale hledd své misto. Mnoho kol se dnes snazi pristupovat k vyuce
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aktivné a rozvijet u déti schopnost samostatného mysleni. Cilem olym-
piady je pomoci rozpoznat toto individualni nadani a byt krokem k jeho
rozvoji.

Soutéze se v roce 2010 zucastnilo témér 15 000 zaka a studentt
z 900 skol z celé republiky. Do krajskych kol konanych ve vSech 14 kra-
jich postoupilo 1 365 soutézicich. Nejlepsich 200 soutézicich postoupilo
z kraji do findle.

Novinkou pro ro¢nik 2011 je rozsifeni kategorii o kategorii B — zaky
druhého stupné zakladnich skol (6.-9. t¥ida a odpovidajici ro¢niky vice-
letych gymnaézii, tj. prvni dva ro¢niky u Sestiletych gymnazii nebo prvni
¢tyti ro¢niky u osmiletych gymndzii). Stejné jako loni se soutéze mohou
zcastnit zéci 1. stupné zdkladnich skol (1.-5. t¥ida) a studenti vSech
druhti stfednich skol, v piipadé viceletych gymnéazii posledni 4 roc¢niky
studia, a to z celé Ceské republiky. Diky rozsifeni kategorii ocekavame
vyrazné vyssi pocty prihlasenych déti. Do krajskych kol bude postupovat
150 nejlepsich soutézicich v kraji.

Kazdy soutézici se musi na strankach www.logickaolympiada.cz re-
gistrovat. Pouze pod svym unikatnim pfihlasovacim jménem totiz muze
vyplnit online test nominac¢niho kola. Registrovat se mohou i skoly. Uzi-
vatelsky profil skoldm umoznuje prehled o prihlasenych studentech, jejich
vysledcich a slouzi i pro komunikaci s organizatory soutéze. Registrace
skol i soutézicich bude letos probihat od 1. srpna do 30. zari, a poté
budou pozadany kontaktni osoby z jednotlivych skol o ovéfeni pravosti
zéku prihlasenych z jejich skoly. Je to jedno z mnoha opatfeni, jak snizit
riziko pfipadnych podvodt v nominac¢nim kole. Jakékoliv nepravosti jsou
postihovany vyloucenim zaka ze soutéze.

Soutéz probiha ve tiech kolech. Cilem je zpfistupnit soutéz co nej-
vétsimu poctu déti a studenti, a proto nominacni kolo probéhne online,
soutézici se mohou pripojit ve skole, doma, v knihovnéch, zkratka kde-
koliv.

Nominaéni kolo pro kategorii A (Z4ci prvniho stupné ZS) probéhne
ve dnech 1.—4. fijna 2011, pro kategorii B (z4ci druhého stupné ZS) pro-
bé&hne ve dnech 5.-8. ¥{jna 2011 a pro kategorii C (studenti SS) probéhne
ve dnech 9.-12. fijna 2011.

Krajska kola se uskutecni v patek 4. listopadu 2011 ve vSech krajich.
Nejuispésnéjsi resitelé postoupi do celorepublikového findle, které se bude
konat na konci listopadu 2011 v Poslanecké snémovné Parlamentu CR.
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6.4. Letni kempy

Kazdé 1éto jsou pripravovany letni kempy a tdbory pro nadané déti
a mladez. Jsou organizovany predevsim pobytové na jeden az dva tydny,
ale také priméstské. Program a témata byvaji velmi pestra — spolecné
setkani nadanych déti, zdbavné testy, Sifry, kvizy, hlavolamy, kryptogra-
fie, funkéni gramotnost, rozbor autorskych texti, zlepSeni slohu, tvirci
psani, autorské soutéze (povidka, ndmét), rétorika, aktivity na rozvoj
debatnich dovednosti, prednasky, diskuze, dramatizace, role-playing, in-
formatika (programovani a poc¢itacové hry), kresleni komiksi, promitani
ANIME a ukézek z tematickych filmu, draci doupé a dalsi hry na hrdiny,
které rozvijeji strategii, taktiku a rétorické schopnosti, stolni deskové hry
— skrebl (scrabble), Sachy, abalone, a jiné zndmé ¢i méné znamé logické
hry pro rozvoj rtznych typt inteligence, hry v pfirodé, pribézné soutéze
tymi i jednotlived o zajimavé ceny.

6.5. Skoly spolupracujici s Mensou

Mensa propojuje skoly, které se systematicky vénuji podpofe nadani a
talentu a jeho identifikaci. Tyto Skoly aktivné pracuji s nadanymi détmi,
at uz v rdmci vyuky nebo pii mimoskolnich aktivitach se zaméiuji na roz-
voj logického mysleni (klub deskovych her, specidlni matematika/logika,
investigativni zurnalistika, debatni krouzek apod.). Nabizeji IVP, skupi-
nové vyucovani nebo troviiové vyucovani.

Mensa prosazuje princip zkvalitnovani pedagogické prace — skola se
snazi v ramci svych moznosti informovat ucitele o novych mozZnostech
prace s talentovanymi détmi, vyuziva I'T ve vyuce, pracuje na ucebnich
listech, knihach, software.

V neposledni fadé se $koly podileji na mensovnich aktivitdch (dny
plné her, Logickd olympidda a dalsi) a informuji zéky, ucitele i rodice
o aktivitdch Mensy CR.

Mensa zajistuje $kolam metodickou pomoc, vzajemnou vyménu zku-
Senosti, informac¢ni podporu a kazdy rok poradd Konferenci Mensa pro
skoly.

6.6. Kluby nadanych déti

Mensa CR zfizuje po celé republice kluby nadanych déti. Vékové za-
cileni je prvni a druhy stupen zakladni skoly. Cilem je podchytit skupinu
velmi nadanych déti jiz v raném véku a poskytnout jim nadstandardni
rozvoj a rozsifovani obzort. Kluby spolupracuji s mésty a se zédkladnimi
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skolami, které poskytuji pro jejich aktivity vhodné prostory. Dulezitym
prvkem klubu je i spolupréce s rodici, jejichz zapojeni vyznamnym zpu-
sobem rozsifuje spektrum éinnosti klubu. Cetnost schiizek je zpravidla
jednou za dva tydny a naplni jsou predevsim exkurze, prednasky, ak-
tivity rozvijejici intelektové schopnosti, odborné projekty ¢i logické a
deskové hry.

Kluby ptsobi v téchto méstech: Brno, Frenstat pod Radhostém,
Frydek—Mistek, Karvina, Kyjov, Liberec, Lubina, Opava, Prostéjov,
Uhersky Brod, Usti nad Labem, Velka Bites, Vsetin, Znojmo, Domazlice.

6.7. Mensa pro Skolky — NTC Learning System

Od roku 2009 implementuje Mensa v CR (Jitka Fortikova, Tom4s
Blumenstein) projekt Mensy International Mensa NTC Learning Sys-
tem, projekt rozvoje rozumovych schopnosti déti v predskolnim véku [4],
vypracovany tymem odborniki predevsim z Mensy Srbsko vedenym 1é-
karem Dr. Rankem Rajovicem.

Jde o systém uceni détského mozku za pomoci cviceni, které maji
védecky zaklad v prikaznosti zvyseni efektivity vyuZzivani mozkové ka-
pacity v détském véku. Tyto vyzkumy mimo jiné poukazuji na fakt, ze
détsky mozek zaklada 75 % vSech neuronovych synapsi (propoji) do
véku 7 let — a celych 50 % vznikne dokonce do véku 5 let. Tento argu-
ment se nam zda dostatecné vyznamny k tomu, abychom vénovali velmi
vyznamnou pozornost predskolnimu véku, efektivité uceni a vyuzivani
détské paméti. Pokud nase formalni zékladni a stfedoskolské vzdélani
pracuje jiz pouze se zbyvajicimi 25 % moZnosti vyuzivani potencialu
mozkové kapacity, pak je pro nas zajisté dilezité, jak je rozvijeno dité
ve véku do 6 let.

Proto se Mensa Ceské republiky ve spolupraci s odbornou platfor-
mou Centra nadani zapojila do tohoto projektu a snazi se vlastnimi
moznostmi s vyuzitim svych odbornik® v oblasti neurologie, psychologie
a pedagogiky podporit kvalitu predskolni péce v nabidce spoluprace na
tomto unikadtnim projektu.

Metoda Mensa NTC Learning System vyuziva soubor technik a speci-
alné sestavenych cviceni, které vedou ke zvyseni intelektovych schopnosti
u déti v predskolnim véku. Trénink je zaloZeny na poznatcich neurologic-
kého vyzkumu mozku a kombinuje ruzné techniky — motoricka cviceni,
ucCeni symbolti, procvicovani pozornosti, vyuziti hudby a dalsi — tak,
aby stimuloval zvySovani po¢tu neuronovych spojeni (synapsi) v mozku.
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Nejedna se tedy o néjaké umélé zvysovani inteligence, ale o vyuzivani
prirozené kapacity mozku déti, kterd byla doposud nevyuzita.

Trénink prispiva k rozvoji pohybové koordinace a motorickych schop-
nosti a pozitivné ptisobi také v prevenci dyslexie a pfi zmirnovani poruch
uceni. Ackoliv trénink vede priméarné ke zvySovani mentalnich schopnosti
vSech déti bez rozdilu, nezanedbatelnou tlohu hraje také pti identifikaci
a rozvoji schopnosti u nadanych déti. Nadané déti se prirozené v pro-
jektu zapoji a poukazi na svoje nékdy utajené schopnosti, které pedagog
ve Skolce za norméalnich okolnosti jen tézko odhaluje.

Nedilnou soucasti projektu je spoluprace s rodici, jejichz zapojeni vy-
razné zvysuje vysledky tréninku. Rodice jsou v projektu vyzvani k tomu,
aby metodu aktivné vyuzivali s détmi formou velmi jednoduchého a ca-
sové nenarocného tréninku. Dr. Rajovié tvrdi: ,,Aktivni spolupréce s ro-
di¢i vede k vétsimu efektu metody v praci s détmi, ale pomdha také
rodi¢tim pochopit, co se ve skolce s détmi odehrava. Procvicovani ne-
zabird rodi¢im zadny operativni ¢as. Mohou s détmi cvicit znacky aut
pri cesté ze skolky na parkovisté, pti sledovani olympijskych her procvici
zase vlajky statd nebo upozorni déti, ze se hraje narodni hymna USA.
I ve skolce je metoda zalozena na malych ¢asovych tsecich, nikoliv na
systémové zméné vzdélavaciho programu matetrské skoly. Zlaté pravidlo
metody zni: méalo a Casto, tak docilime nejvyraznéjsiho efektu®.

Na vyvoji tréninku se podilel expertni tym 1ékari, psychologii a pe-
dagogu z nékolika zemi a v soucasnosti je vyuzivan ve stale vice statech
Evropy — v Italii, Srbsku, Madarsku, Slovinsku, Bosné, Svycarsku, Ceské
republice a ve Francii. Na jafe roku 2009 se v Ceské republice do pro-
jektu pilotné zapojilo nékolik skolek v Brné, v Prostéjové a v Praze.
Tt meésice bylo ovéfovano, zda bude metoda vhodnd i pro ceské pro-
stiedi. Testovani v matefskych skolach ukazalo, Ze metoda bude mit své
uplatnéni i v ¢eském prostiredi. Ucitelky, které zacaly s metodou pracovat
aktivné, zjistily, ze skute¢né metoda pomaha systematicky rozvijet rozu-
mové funkce predskolaki, déti aktivity projektu velmi bavi a nevnimaji
je jako néco, co by se ve skolce délat nemélo.

Na podzim roku 2009 byly proto akreditovany tii zakladni etapy pro-
jektu, aby se mohlo zacit s vefejnou distribuci projektu. Zajem o kurzy je
znacny, od listopadu 2009 bylo v prvni fazi proskoleno vice nez 120 uci-
telek, v dubnu 2011 odstartovalo skoleni pro druhou fazi projektu. V ob-
dobi letnich prazdnin 2011 je pfipravena tieti (zavérecna) etapa $koleni
v pobytové ¢tyfdenni verzi, kdy si ucitelky nejen samy pripravi pod do-
hledem odbornikt vlastni studnici napadt a materiala, ale také si své
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vlastni ukazky pracovnich materidli vyzkousi v pfimé praci s détmi.
Vzdélavaci aktivity jsou usporadany v celek, nejdiive je tfeba absolvo-
vat vstupni Sestihodinové skoleni, druha faze vyzaduje 14 vyukovych
hodin. TTteti faze projektu je nékolikadenni soustiedéni — 24 vyukovych
hodin. K aspésné realizaci projektu ve skolce je zapotfebi vSech peda-
gogt, ktefl budou s metodou pracovat, proskolit minimalné v 1. a 2. fazi
metody NTC Learning System. Prenos mezi pedagogy je mozny aZ po
absolvovani téchto zakladnich pilift. Financéné je metoda mélo naroc¢na,
kurzy se pohybuji v intencich béznych naklad na kurzy DVPP a vzhle-
dem k akreditaci MSMT je mozné cerpat krajské zdroje MS na dalsi
vzdélavani.

Pokud by materska skola méla zdjem o institucionalni zapojeni do
projektu, muze vyuzit moznosti zakoupeni licence, ktera umoznuje pro-
vozovéani Mensa NTC Learning System s plnou podporou, poskytuje 10%
slevu na $koleni a kurzy, moznost vefejné prezentovat zapojeni MS do
projektu, telefonickou a e-mailovou podporu, zdarma dostupné puvodni
pracovni listy a materialy v digitalni podobé a dalsi vyhody.

Literatura

| www.mensa.cz

| www.mensa.org

1
2
[3] www.logickaolympiada.cz
[4] www.mensantc.eu

(5

| www.mensagymnazium.cz
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Rychlé metody tvorby iloh pro nadané zaky *
Eva Patakova, Pedagogicka fakulta UK a Mensa gymnézium, Praha !

ABSTRAKT. Prispévek je zaméren na vybrané strategie tvorby iloh na zdkladé
ulohy jiz existugici. Tyto strategie jsou interpretovdny tak, aby pomoci nich bylo
mozné tvorit v rdmci vyucovact hodiny a konkrétni didaktické situace ulohy
pro nadané Zdky. Jako poZadavky na vytvorené ulohy stanovime kvalitu (Teseni
dlohy must byt pro nadaného Zdka obohacugici) a zdroveri rychlost tvorby (aby
byla technika pouzitelnd v rdmci prace ve tridé).

1. Uvod

V clanku se budeme zabyvat rychlymi metodami tvorby tloh pro
nadané zaky. Je zjevné, ze se nebude jednat o metody, jak vytvorit no-
vou, originalni a propracovanou tlohu napf¥. do matematické olympiady.
Domnivam se, ze takové tlohy témeétf neni mozné tvotit rychle.

Budeme se tedy zabyvat tvorbou tuloh z tuloh jiz existujicich, a to
tak, ze se budeme snazit zvysit jejich potencidl pro préaci s nadanym
zékem. Konkrétné mam na mysli situace, kdy v ramci vyucovaci hodiny
nadany zak zvladl néjakou v hodiné fesenou tlohu rychleji nez ostatni
a my mu potiebujeme zadat dalsi praci — samoziejmé takovou, kterd
jej co nejvice obohati. Protoze se ale musime vénovat celé tfidé, jsou
nase Casové moznosti, kdy si mizeme zadani nové ulohy rozmyslet, velmi
omezené.

Na tvorbu tloh v takovéto situaci kladu t¥i pozadavky:

e Rychlost — Novou tlohu je potfeba vytvorit rychle, aby se ucitel
mohl vénovat i zbytku tridy.

e Kualita — Prace s tlohou musi byt pro nadaného zaka co nejvice
prinosna.

e Obsahovd pribuznost vychozi uloze (?) — ZaleZi na osobnosti na-
daného zaka. Nepopiram, ze je dobré zadavat nadanému zakovi
pestré tlohy tykajici se riznych matematickych oblasti, dle mych
zkusenosti je pak ale nékdy problém obratit zakovu pozornost zpét
k problematice fesené v hodiné.

*Piispévek vznikl za podpory grantu GAUK 303511.
le-mail: eva.patakova@email.cz
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2. Signalni slova?®

Mame-li hotovou tlohu, muzeme ji zac¢it upravovat mnoha rtznymi
zpusoby. Zmény, které na tloze provedeme, mohou byt zaloZzeny na pouhé
zméné dat v tloze nebo na zméné myslenkové podstaty tlohy. (Coz spolu
nepochybné souvisi, zména dat mnohdy vyvola zménu myslenkové pod-
staty ulohy a zména myslenkové podstaty tilohy méa obvykle za nasledek
i zménu dat. Nicméné ten vyrazny rozdil je ve zptisobu naseho mysleni,
jak tu nasi rychlou zménu ulohy ,tdhneme®“. Nepodcenujme ani nena-
rocné zmény. Pouh4a zména dat napt. z hodnoty 2 na hodnotu ‘1/—37, i kdyz
neovlivni myslenkovou podstatu tlohy, mtze zvysit obtiznost tlohy po-
mérné vyraznym zpusobem.)

Za tcelem zvyseni nasi rychlosti pretvareni tlohy je dobré mit svoji
zésobu slov — signalnich slov — kterd v sobé obsahuji impuls (jakysi kratky
vystizny névod), jak tlohu zménit. Tedy konkrétné — v situaci, kdy po-
tfebujeme rychle zménit néjakou tlohu na narocnéjsi, mize nam prole-
tét hlavou: ,Vymyslet reformulaci by mi zabralo moc ¢asu, analogie mé
nenapada, zobecnéni se sem moc nehodi, prohozeni vjchoziho a cilového
stavu — to by 8§lo.“ V tomto okamziku uz mizeme zacit formulovat tlohu.

Neni tfeba obavat se toho, Ze tloha bude v disledku malé propraco-
vanosti pro nadaného zaka prilis snadna, nebo naopak prili§ obtizna, az
nefesitelna. Podle mych zkuSenosti ucitelovy znalosti a odhad obvykle
sta¢l k tomu, aby jeho tuloha, a¢ ji sim nemé vytesenou, adekvatni ob-
tiznosti byla. A zastavam nézor, ze i jak prilis snadné, tak prilis obtizné
ulohy rozhodné patii k rozvoji nadaného zéaka.

Kazdy premyslime jinak, takze optiméalni by bylo, kdyby si ¢tenar
sam vytvoril sviij seznam signéalnich slov, ktera jsou pro néj nejvice na-
vodna a vyuzitelna. Pro inspiraci predkladam tii klasifikace pristupt
k tvorbé tiloh® s ukazkami jejich mozné aplikace na pfetvafeni ryze pro-
cvicovacich tloh. Tedy predlozené tlohy nejsou ukdzkami propracova-
nych uloh pro nadaného zaka, snazila jsem se spise ukazat, jaké ulohy je
realné mozné vymyslet béhem nékolika okamzikii.

2Pojem zaveden na namét M. Kaslové misto pojmu ,aktivni slova® uzivaného
béhem prednasky.

3Se zmitiovanou literaturou (z niz vétsina se zabyvéa tvorbou tloh zakem jako
ucebni aktivitou) pracuji volné. Presné prebirdm pouze kategorie, které prislusni au-
tofi rozlisuji, ddvam jim ale jinou (vice metodologickou) interpretaci. Ve vSech nézvech
pouzivam vlastni preklad, takze nemohu vyloucit, ze v jiné cesky psané literatufe jsou
zminované kategorie nazyvany jinak.
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3. Klasifikace podle E. Stoyanové [3]

E. Stoyanova rozlisuje tyto strategie tvorby tuloh na zakladé ulohy
existujici:
e Strategie reformulace

e Strategie rekonstrukce

e Strategie imitace

Pro ukazku pretvareni tlohy zminénymi strategiemi pouzijeme pro-
cvicovaci ulohu:

Piiklad 3.1. Najdéte vrchol paraboly o rovnici y = —222 + 2z + 1.

Reseni: Viz obr. 1.:
5 1\* 3
y=—-2"4+2xr4+1=-2(xz— = —1—5,
1 3
V e
73

18

v

-18

-15

-28

-25

Obr. 1: Parabola
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3.1. Strategie reformulace

Reformulujeme-li tlohu, pak se snazime najit takovy text tlohy, aby
zadani vypadalo uplné jinak a tloha pfitom zistala na vypocet v pod-
staté stejnd. (E. Stoyanova uvadi napf. prohozeni hodnot v komutativ-
nich operacich, nap¥. 3 -5+ 4 zménit na 4 + 5 - 3.)

Dle mych zkuSenosti vhodné reformulovana tloha ptsobi na zaky
vysoce motivaéné — nadaného zdka nastve (v nejlepsim smyslu tohoto
slova), ze premyslel 10 minut, aby v zavéru zjistil, Ze m4 fesit stejnou
ulohu jako jeho spoluzaci.

Priklad 3.2. Méjme déany funkce:

fry = 222

gy =2x+1
Uvazujme vSechny hodnoty x, pro které f(z) < g(z). Pro které x je
rozdil téchto hodnot nejvétsi? Jaka je hodnota tohoto rozdilu?

Reseni: Viz obr. 2. Hledame takové z, pro které je rozdil g(z) — f(z),
neboli (2x + 1) — 222, nejvétsi. Jingmi slovy — hleddme maximum funkce
y = —2x2 + 22 + 1. Déle viz ptvodni tloha.

L

-18

Obr. 2: Uloha — reformulace
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3.2. Strategie rekonstrukce

Strategie rekonstrukce je velmi Siroky pojem. Znamena preuspora-
dat néjakym zpusobem prvky puvodni tlohy tak, aby vznikla tloha,

vvvvv

prohozeni hodnot v nekomutativni operaci (napf. 4 — 6 misto 6 — 4).

Piiklad 3.3. Najdéte maximum funkce
y=—2-2P 4 2.1l#l 41

Resend: Viz obr. 3. Maximum je v bodé [0;1].

Obr. 3: Uloha — rekonstrukee

3.3. Strategie imitace

Strategii imitace rozumime vytvoreni tilohy takové, aby pivodni tiloha
byla jejim dil¢im krokem. V nésledujici tiloze ukazuji prepracovani této
ulohy, které je velmi nendro¢né na napad — pouhé mechanické pridani
dil¢ich ukoli, takze nadany zak ma vlastné tii ilohy misto jedné.

Priklad 3.4. Najdéte rovnici linearni funkce, jejiz graf prochéazi vrcho-
lem paraboly o rovnici y = —222 + 2z + 1 a bodem, ktery je minimem
funkce y = |2z + 1| + | + 7|
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Reseni: Viz obr. 4. Vrchol paraboly je v bodé [%, %], minimum funkce

s absolutni hodnotou v bodé [—%; %], vysledna rovnice primky tedy je
y = —dxr + 4.

28

+
-68

Obr. 4: Uloha — imitace

4. Klasifikace podle D. S. Fielkera [2]

D. S. Fielker rozlisuje tyto strategie tvorby uloh na zakladé dlohy
existujici:

Otevienost
Nepfesnost
Z0zeni
Uplnost
Prevraceni
Hloubka
Proménné

Pro ukazku ptretvareni tlohy zminénymi strategiemi pouziji procvi-
Covaci ulohu: Sestrojte stredni pricky daného trojuhelnika.
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4.1. Otevienost

Strategie otevienosti v sobé skryva nutnost podivat se na zkoumany
jev jinak. Muzeme napf. hledat alternativni klasifikace, zkoumat, jak se
vlastnosti objektd prenasi na jiné, ...

Priklad 4.1. Najdéte vSechny tsecky, které maji krajni body na stra-
nach daného trojuhelnika, jsou rovnobézné s jeho stranami a jejich délka
je rovna 1/7 délky strany, se kterou jsou rovnobézné.

(Popf. jesté: Spocitejte obsah vybarveného utvaru.)

Reseni: Viz obr. 5. Podle tirovné fesitele pak miizeme vyuzit situaci napi.
k rozpravé o redukénim thlu. Oznacéime-li S obsah daného trojuhelnika,
pak obsah vybarveného utvaru je

fa e (LY. g) 46
S'=5-3 ((7> S _495.

A B
Obr. 5: Uloha — otevienost

4.2. Nepresnost

Vytvarime tlohu zamérné chybné zadanou, tlohu s nejednoznac¢nym
nebo nepfesnym zadanim, ulohu s nejednoznacnym fesenim, ... Tato
strategie je velmi vhodna, pokud chceme vyvolat diskusi, kterou mtizeme
s nadanym zakem odstartovat a nasledné i prenést na celou tiidu.

Piiklad 4.2. Narysujte stiedni pficky pétithelniku.

Reseni: Viz obr. 6. Poznamka: Co je stiedni piickou v pétitthelniku?
Spojnice stfedu sousednich stran? Spojnice stfedi jakychkoli stran?
Cemu Fikdme stfedni piicka u ¢tverce? U lichobéznika? . ..
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Obr. 6: Uloha — nepfesnost

4.3. Ziieni

Strategie zizeni znamend, Ze pracujeme do hloubky pouze s jednim
aspektem situace. U naseho piikladu se stfednimi ptickami se zaméiime
na aspekt rovnobéznosti.

Piiklad 4.3. Dokazte, Ze stfedni pticka je rovnobéznd se stranou troj-
thelnika. (Nebo s tseckou s krajnimi body vzdalenymi od vrcholu troj-
thelnika 1/7 délky pfislusnych stran trojihelnika.)

Reseni: Vyuzijeme napf. podobnost podle véty sus — viz obr. 7. Nezn4-li
zék pojem podobnosti, mize pracovat napt. pomoci vzdalenosti krajnich
bodu stfedni pricky od prislusné strany trojihelniku.

Obr. 7: Uloha — z(zeni

4.4. Uplnost

Uplnost znamend podrobnéjsi probadani situace popsané v tloze.
Rozsitime tedy tlohu o dalsi otazky.
Piiklad 4.4. Kdybychom pokracovali dale tak, ze do kazdého ze ¢tyt
vzniklych shodnych trojihelniki bychom vepsali jeho stfedni pficky atd.,
po kolikatém kroku by byl pocet vzniklych shodnych trojuhelnikd poprvé
vétsi nez 1007 Viz obr. 8.
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Obr. 8: Uloha — tplnost

Reseni: 4-4-4=64,4-4-4-4 = 256 > 100. Trojahelnikéi bude vice
nez 100 po ¢tvrtém kroku.

4.5. Prevrdceni

Tato strategie, pokud se k tloze hodi, je na tvorbu nové tlohy velmi
rychla. Sta¢i prohodit vychozi a cilovy stav (prohodit, co je dané a co
hledéme).

Piiklad 4.5. Jsou dany tii usecky tvorici trojuhelnik, o nichz vime, Ze
jsou stfednimi pfickami jistého trojuhelniku. Dorysujte jej.

Reseni: Viz obr. 9.
A 5

C
Obr. 9: Uloha — Pfevraceni
4.6. Hloubka

Pri praci s touto strategii si vybereme jeden jev a pracujeme s nim
v riznych kontextech.
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Piiklad 4.6. V pravidelném osmithelniku mé tusecka spojujici stiedy
sousednich stran délku 2 cm. Jaka je délka praméru kruznice, kterd je
tomuto osmithelniku opsana?

Reseni: Viz obr. 10. Stfedni pficka rovnobézna s FD v trojihelniku DEF
mé délku 2 cm, proto délka strany ¢tverce BDFH je 4 cm. Uhlopticka
tohoto Ctverce je zaroven priimérem kruznice osmitithelniku opsané, hle-
dané délka je proto 4v/2 cm.

4.7. Proménné

Pii vyuziti této strategie klademe otéazky: ,,Co se stane, kdyz...7“

Piiklad 4.7. Co se stane, kdyz budeme tak jako ve ¢tvrté tloze vpiso-
vat dalsi a dalsi trojihelniky? Kdy bude strana vepsaného trojihelniku
nulova? Jak se bude lisit pocet krokt, nez se dostaneme k nulové délce
strany, v zavislosti na rozmérech (tvaru) ptivodniho trojuhelnika?
Reseni: Nulu nedostaneme nikdy, nenasilnou formou jsme se dostali
k propedeutice pojmu jako ,limita“, ,nekonecné maly*, ,soucet neko-
necna s koneénym cislem*, ...

A B

Obr. 10: Uloha — Hloubka
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5. Klasifikace podle R. Bairaca [1]

Nyni se jiz bez konkrétnich ukazek podivame na dalsi klasifikaci, a to

podle R. Bairaca. Ten ¢leni strategie tvorby tloh na zakladé vychozi
tlohy na:

e Parafrazovani — podivame se na problematiku z jiného thlu po-
hledu, zménime geometricky tvar, ...

e 7Zména dat v tvrzeni — nahradime pojmy, vztahy, zménime hodnoty,
priddme nové podminky, ...

e Analogie — pfeneseme stejnou strukturu do jiného prostiedi, napt.
planimetrickou situaci do stereometrické.

e Zobecnéni — pracujeme s vice objekty zaroven, hodnoty nahrazu-
jeme parametry, zobecnujeme geometricky tvar, ...

e Kombinace — propojime problematiku se zcela jinou oblasti mate-
matiky.

6. Zavér

V ¢lanku jsme ukézali, jak rychle tvorit tlohy pro nadaného zaka,

pomiizeme-li si vlastni zasobou signalnich slov. Praci se signalnimi slovy
jsme dolozili na praci s jednou ,nudné procvicovaci® stiedoskolskou a
jednou zakladoskolskou tlohou. Co se tyce pristupu ke tvorbé tloh, je
mozné najit dalsi ¢lenéni, ktera by se dala po prislusné modifikaci vyuzit
jako zdroj signélnich slov. Tato ¢lenéni se vsak jiz vyrazné prekryvaji
s kategorizacemi zminénymi. Ucelem ¢lanku bylo motivovat ¢tenafe, aby
si vytvorili seznam vlastnich signalnich slov, které nejvice odpovidaji
jeho zpiisobu mysleni.
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Laskavo a trpezlivo
Beloslav Rie¢an, Fakulta prirodnych vied, UMB Banské Bystrica !

ABSTRAKT. Urcitym prelomom v sledovani matematickijch talentov v Cesko-
slovensku bolo ustanovenie matematickej olympiady v r. 1951. Osou clanku je
posobenie vynikajiiceho ucitela matematiky Bedvicha Sofra na Slovensku. Na
jeho ucinkovani chceme demonstrovat také dolezité vlastnosti vo vyhladdvani
a vyjchove talentov, akymi su ldskavost a trpezlivost.

60 rokov cCeskoslovenskej matematickej olympiady

Pri jej vzniku stali dve vyznamné osobnosti ¢s. matematiky: Jur Hro-
nec (1881-1959) a Eduard Cech (1893-1960). Prazski matematici radili
k opatrnosti. Na to prof. Hronec rozhodol, Ze olympiddu spustime aspon
na Slovensku, a tak ziskame skiisenosti. Tento rozhodny Hroncov postoj
primél aj ceskych matematikov k tomu, aby sa olympidda zacala v celom
Ceskoslovensku.

Jur Hronec bol predprevratovy Slovak, ak prevratom rozumieme vznik
Ceskoslovenskej republiky v r. 1918. Tak v r. 1912 na Ijceu v Kezmarku,
kde posobil ako profesor matematiky a fyziky, zastal sa slovenskych Stu-
dentov, ktorych jedinym precinom bolo, Ze si po veceroch ¢itali slovenské
knizky. Velky tam bol vtedy madariza¢ny tutlak.

Prof. Hronec si inak pred 1. svetovou vojnou urobil doktorat v Ne-
mecku, po vojne sa habilitoval na Karlovej univerzite a stal sa profe-
sorom matematiky na brnenskej technike. Odtial viedol tispesny boj za
zalozenie slovenskej techniky:.

Druhym vyzna¢nym ¢inom Jura Hronca bolo postavenie na nohy slo-
venskej matematickej vedy v 50. rokoch. Urobil to ako vedici katedry
matematiky na Prirodovedeckej fakulte, a to najmi pri vychove Stu-
dentov, budicich profesiondlnych matematikov. Dialo sa tak v symbidze
s aktivitou skupiny okolo Stefana Schwarza (1913-1996), reprezentanta
modernych smerov na Karlovej univerzite, ako aj brnenskych priatelov
prof. Hronca, predovSetkym Otakara Borivku (1899-1995).

Ked sme uz spomenuli Eduarda Cecha, vedca medzindrodného for-
métu (o. i. jedného zo zakladatelov vSeobecnej topoldgie), ziada sa ndm
spomentt jeho zdstoj pri vyucovani matematiky. Autor tohto ¢lanku mal
moznost pouzivat v 8k. r. 1952/53 v septime jeho ucebnicu geometrie. Za

le-mail: Beloslav.Riecan@umb.sk
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cely polrok sme prebrali len rovnicu priamky v analytickej geometrii ro-
viny. Podobne jemné poziadavky mala aj jeho ucebnica aritmetiky veno-
vané limite postupnosti. Zial, radikalna reforma skolstva v r. 1953 zrusila
gymnézia a v dosledku toho sa Cechove uéebnice prestali pouzivat.

Bediich Sofr a zichrana slovenskej kultiry

Na jesei 1951 ma ucil prof. Sofr (1890-1977) jeden polrok. Robil
tak popri zamestnani mzdového uc¢tovnika mestskej nemocnice. Za ten
stvrfrok nas naudil logaritmy a komplexné ¢isla, a to tak, Ze som to
nikdy nezabudol. Hovorilo sa o nom, ze spravnu odpoved vie Ziakovi
vsugerovat: ,,No fekni to, vzdyt to umis. Ci uz to bolo tak, alebo inak,
raz ma doviedol k odpovedi, ze logaritmus nuly je minus nekonec¢no. Ja
viem, ortodoxom bude mozno chybat limita sprava, ale ja som bol vtedy
ani nie patnastroény sextan a pan profesor Sofr ma dokézal povzbudit
mozno na cely Zivot.

Bediich Sofr sa narodil 14. 9. 1890 v Rychnove nad Knéznou. Jeho
mladé roky st spojené okrem iného s menami troch vynimocénych osob-
nosti ¢eskej kultiry. Prvou je spisovatel Karel Polac¢ek. V jeho roménoch
st opisané hned dve epizédy zo Sofrovho Zivota. Druhou bol Jaroslav
Heyrovsky, neskorsi nositel Nobelovej ceny za fyziku. Trefou osobnos-
tou bol sldvny cesky skladatel Bohuslav Martinti, s ktorym Bedfich ab-
solvoval aj taneént zabavu. Pou¢na je najmi histéria Sofrovej skisky
z chémie. Na jar 1910 sa v parku Sofr uéil zliceniny siry. Prechadzajuci
Heyrovsky presvedéil Sofra, aby s nim isiel na sktsku z chémie. Sku-
Sajuci profesor bol rozc¢uleny, vyhodil zo skusky dvoch uchadzacov a ako
tretieho aj Heyrovského. Na to dal Sofrovi otazku — zluceniny siry. Kedze
Sofr mal ttito otdzku v Cerstvej pamiiti, exceloval. Zroneny Heyrovsky
si povzdychol: ,Tak dobre som to prestudoval.“ Na druhy den uz nepri-
Siel na Petrove prednasky z matematiky. Zamenil matematiku za chémiu
o odisiel na univerzitu do Anglicka.

V r. 1919 odiSol Sofr na Slovensko. UvaZme, e v tom ¢ase na Slo-
vensku existovali len siedmi stredoskolski profesori schopni vyudovat po
slovensky. V Zarnovici sa oZenil a usadil sa v Banskej Bystrici, kde po-
sobil v dvoch etapach (1920-1939, 1951-1058).

Tazko vyjadrit, ¢o Sofr pre Bystricu, ale aj pre celé Slovensko zna-
menal. V prvom rade ako divadelnik, spoluzakladatel bystrického ochot-
nickeho divadla. Podielal sa na umeleckom formovani vyznamnych osob-
nosti slovenskej kultury.
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Po r. 1938 nemusel odist zo Slovenska, lebo mal manzelku Slovenku.
Ale prave t4 sa obévala, Ze Sofr sa nebude vediet zmierif s novou po-
litickou situaciou. V r. 1939 sa usadili v Hradci Kralové, kde preckali
protektorat. Ale hned po februéri 1948 sa dostal do kolizie s novou mo-
cou, pretoze si dovolil v stkromnom rozhovore kritizovat vSemocného
ministra. Vratil sa do Banskej Bystrice. Pozoruhodné, ako pri tychto
odchodoch pomahali Sofrovi jeho Zziaci. Za slovenského §tatu sa o pre-
chod Sofrovcov do Hradca postaral Martin Sokol (1901-1957), v tom
¢ase predseda parlamentu, v r. 1950 zariadil Sofrov navrat na Slovensko
Ernest Sykora (1914-2000), v tom ¢ase poverenik Skolstva.

Dvakrat opustil Sofr aj banskobystrickych ochotnikov. Prvykrat,
v 1. 1958, sa lacil Galénom v Capkovej Bielej nemoci. Druhy odchod
bol definitivny, aj ked impozantny. Bola nim scénickd tprava Kukuéino-
vych Mladych liet. V inscenacii pohostinsky vystupili viaceri bratislavski
profesionalni herci.

Ani po odchode do penzie neprestal byt prof. Sofr aktivnym. Napisal
4 matematické prirucky, z ktorych 2 vysli knizne. V archivoch sa za-
chovali dvojdielne Divadelné spomienky a v rodinnom kruhu trojdielne
pamiti Historie mého zivota.

Existuje, pravda, odchod nenavratny, ktory caki kazdého z nés.
Bedfich Sofr zomrel 12. 2. 1977 v Banskej Bystrici vo veku 86 rokov.
V case jeho zivota bolo v Banskej Bystrici zivé heslo Za ziva v Bystrici,
po smrti v nebi. Ale vlastnosti, ktoré osobnost prof. Sofra reprezentovala,
potrebujeme teraz aj na zemi: Laskavy vztah k $tudentom, toleranciu,
vzdelanost a kultiru a jej obetavé a nezistné $irenie.

Otakar Boruvka a rozkvet slovenskej kultiry

Prof. Bortivka bol vediicou osobnostou vo viacerych oblastiach alge-
bry i matematickej analyzy. Jeho vzfah k Slovensku vznikol uz v tutlej
mladosti, ked ho otec zaviedol na moravsko-slovenskil hranicu a povedal
mu: , Tam Ziju bratia Slovéci, ktorych zivot je velmi fazky.“

V obdobi po 2. svetovej vojne pomoc slovenskym matematikom po-
skytoval Bortivka plnym priehrstim, a to najmé pri orientacii mladych
vedeckych pracovnikov. Tak na tedriu zvézov orientoval Jana Jakubika
a Milana Kolibiara, ¢im sposobil vznik slovenskej skoly tedrie zvizov.

O atmosfére v tom case v okoli prof. Hronca sved¢i epizéoda z Ko-
libiarovej Statnice, ktord opisal neskor sam prof. Kolibiar (1922-1994).
Statnica obsahovala aj pisomnt ¢ast. Kolibiar jednu otézku nevedel. Po
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zriadencovi poslal listok Vaclavovi Medekovi (1923-1994), ten ho dal
svojmu profesorovi Gabrielovi Cetikovi (1900-1956) a ten profesorovi
Stefanovi Schwarzovi (1914-1996). Schwarz vytiahol z kniznice vhodnt
knihu, dal ju Cetikovi, Cenék Medekovi a Medek odpisal patri¢né vzorce
a poslal Kolibiarovi. Presli roky, Kolibiar uz bol docentom na Hronco-
vej katedre. Diskutovalo sa o Studentskych trikoch a Hronec vyhlasil,
ze jeho nik nepodvedie. V zapale diskusie Kolibiar vytiahol argument:
»Ja som vas podviedol.“ | Pan kolega, myslite ten ruzovy listok, ¢o vam
poslal Medek?“ Udiveny Kolibiar sa opytal: ,,Ako viete, Ze mi ho poslal
Medek?“. ,, Takové blbé ypsilon pisu len dvaja ludia — Huta a Medek*,
uzavrel Hronec, ktory si bol vtedy, pred rokmi, vsimol Medekom napi-
sany listok na Kolibiarovom stoliku.

Podobny duch panoval aj na gkolach strednych, Bedfich Sofr rozpo-
znal velky talent Alexandra Matusku (1910-1975) pre literarnu vedu.
Pravda, matematika Matuskovi nesla, preto Sofr Matuskovu maturitu
zinscenoval. Nasiel sa v8ak ¢len poroty, ktory zacal vyryvat, pricom Ma-
tuska nemal potiatie, o ¢om je re¢. Sofr zahral hru, Ze Matuska je strasny
trémista a po tspesnom zakonceni Matuskovi povedal: ,,Zmaturoval si,
pretoze si mlcel.“

Do matematiky na fubovolnej Grovni, teda aj najvyssej, mozno vnikat
len rieSenim primeranych tloh. A na to bol Bortivka majster. Preto ostala
po nom taka vedeckd stopa, a to aj na Slovensku.

V stvislosti s vyberom problémov je otdzny vztah k novym tedridm.
Dovolime si uviest dva priklady.

Pred 100 rokmi rusky matematik a neskorsi rusky emigrant do Cesko-
slovenska, Nikolaj Podtjagin (1887-1970) Studoval teériu mnozin u Emila
Borela (1871-1956). Zachcelo sa mu pochvélit, zasiel preto v Moskve za
$pickovym matematikom Vladimirom Steklovom (1864-1926) (dnes ne-
sie jeho meno matematicky tstav akadémie vied). A Steklov Podtjagina
schladil: ,,Eto pustiki, molodoj ¢eloviek (to st hltiposti, mlady lovede).“

Podobny priklad sme zazili aj v sicasnosti. V r. 1965 publikoval Lofti
Zadeh zakladny ¢lanok o fuzzy mnozindch. Ked sme v r. 1992 vydali prvé
¢islo ¢asopisu Tatra Mountains Mathematical Publications, bolo veno-
vané tedrii fuzzy mnozin. Velmi to rozcililo nikoho mensieho ako Igora
Kluvanka (1931-1994). A vidime, aky respekt si ziskali fuzzy mnoZiny,
a to tak v tedrii, ako aj v praktickych aplikaciach.

Tymito prikladmi sme chceli upozornit na to, Ze nové tedrie si treba
vsimat a prave ony mozu byt cennym materidlom pri vychove matema-
tickych talentov.
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Existuje aj opacny postoj a aj pred nim sa treba vystrihat. V r. 1964
na pozvanie Stefana Schwarza navstivil Slovensko vyznamny algebraik
Alexandr Kuro§ (1908-1971). A vystrihal sa pred matematikmi-ferma-
tistami, ktori ni¢ nevytvorili, ale ,riesia tazky problém*.

Keby som bol vtackom

Vyklad skon¢ime s osobnostou, s ktorou sme zacali, s Jurom Hron-
com. Podobnti tlohu, akt hral Hronec vo vede, zohral v umeni Mikulas
Schneider-Trnavsky (24. 5. 1981 -28. 5. 1958). A pritom sa narodili te-
mer na ten isty deti — Jur Hronec (17. 5. 1881 —1. 12. 1959).

Vzhladom na nepriazenn doby nedosiahli medzinarodne uznévanych
vrcholov (Schneider mal byt ziakom Antonina Dvofdka (1841-1904), ale
Dvofdk mu neocakivane zomrel). Ale obaja vytvorili dielo, na ktorom
mohla slovenské veda a slovenské umenie stavat. Ilustrujme to na Schne-
iderovej piesni:

Keby som bol vtackom, letel by som za les,
pozriet sa ¢o robi mamicka moja dnes.

Kosielku mi $ije, na m7ia si spomina,
sy . v 7y . A .
vrat mi BoZe, vrat mi, toho maojho syna.

Moderato
m m
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1Ke - by som bol wia - ¢kom, le - tel by som za les, po - zel sa Co
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ro - bi, po - zret sa Co ro - bi, ma - mi¢ - ka mo - ja dnes.
vrat  mi, vrat mi Bo-7e wraf mi, to - ho mdj - ho sy - na
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Tvorba matematickych problému
pro talentované zaky "

Jaroslav Zhouf, Pedagogicka fakulta UK Praha’

ABSTRAKT. Ndzev prispévku je vypijéen z publikace [1] stejného ndzvu a stej-
ného autora. Prispévek si klade za cil seznamit ctendre pomoci této publikace
s tvorbou problémi, prevazné pro Zaky talentované na matematiku. Hlavni sou-
casti prispévku jsou prezenmtace tzv. principu tvorby matematickych probléma
a klasifikace uzavienych probléemu s vybérem odpovedi. Vse je dokumentovdno
mnozstvim konkrétnich matematickiych problému a ukdzkou publikaci pro tyto
ucely vytvorenych.

Uvod

Existuje jedina cesta, jak se lze ucit matematice: Tesit matematické
problémy. Proto je problém klicovym prvkem matematického vzdéla-
vani. Bez nadsazky lze Fici, Zze déjiny matematiky jsou déjinami feseni
problémt. Podobné lze fici, ze vyucovani matematiky je rozvijenim za-
kovych schopnosti fesit problémy.

V soucasnosti existuje nepfeberné mnozstvi problémt a sbirek tloh
pro kazdou oblast skolské matematiky a pro riizné irovné matematické
vyspélosti zakt. Na prvni pohled se tedy zda, ze ucitel nemusi zadné dalsi
problémy tvorit. Presto z literatury, ze zkusenosti kolegti, i z vlastnich
zkusenosti vime, ze ucitelé a zejména ti, ktefi vychovavaji matematicky
nadané zaky, sami problémy pro své zaky neustale tvori. Pro¢? Divody
jsou aspon tfi. Prvnim je skuteCnost, ze rlizni zaci potfebuji ke svému
optimélnimu rozvoji rizné problémy. Ty ale zfidka lze rychle najit ve
sbirkach problému. Ucitel, ktery dokaze tvorit problémy zakim ,Sité na
miru“, urychluje jejich proces uceni. Druhy dtivod pfichazi z matematic-
kych soutézi, kde je stala potieba mnoha novych, originalnich problémt.
Konec¢né tieti dtivod je nejzavaznéjsi. Ucitel tvorbou problémil dospiva
k hlubsimu matematickému, ale zejména didaktickému porozuméni da-
nému ucivu. Pri tvorbé problému zvazuje, jak jej asi jeho zaci budou
fesit, kde mohou mit nejasnosti nebo tézkosti, a tim hloubéji pronika do
tématu.

*Podpoieno vyzkumnym zamérem MSM 0021620862 ,, U&itelska profese v ménicich
se pozadavcich na vzdélavani®.
le-mail: jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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Didaktika matematiky a tvorba problému

Hlavnim tkolem didaktiky matematiky (mtZeme-li tento termin pou-
7it 1 na obdobi mezi valkami) bylo tradi¢né hledani metod ,,optimélniho“
vykladu jednotlivych pojmt, vztaht i tematickych celkt matematiky od
1. ro¢niku zakladni skoly po maturitu. OvSsem kratce po druhé svétové
vélce vysla kniha G. Polyi How to solve it?, ktera oteviela novy smér
badani, kdyz poukazala na klicovou roli llohy v matematickém vzdéla-
vani [2]. Badatelé si uvédomili, Ze nejen vyklad, ale i promyslené volena
struktura tuloh je cesta k matematickému poznani. Konecné po netspé-
chu mnozinové éry vzrostl na konci sedmdesatych let minulého stoleti
zadjem o FeSeni problému — zacaly se zkoumat feSitelské strategie zaku i
studentd u riznych typt tloh.

Zcela prirozené se postupné do stiedu zajmu didaktiky matematiky
dostala tvorba tloh, tedy problem posing, a této problematice byla a stale
je ve svétové didaktice matematiky vénovana znacna pozornost. Jsou dva
hlavni proudy badéani. Za prvé se jedna o problem posing zak a studentt
béhem feseni problémi, kdy je problem posing vyuzivan jako prostiedek,
pomoci néhoz zaci dospivaji k hlubsimu porozuméni matematice. Druhy
proud badani se tyka problem posingu ucitele, a pravé do tohoto proudu
nalezi prezentovana publikace. V ¢eské literatute pravdépodobné neexis-
tuje hlubsi studie, ktera by se podrobnéji vénovala procesu tvorby tlohy
ucitelem, i kdyz je tato kompetence pro ucitele matematiky nezbytna.

Vymezeni zakladnich pojmu

Publikace je vénovana prevazné problematice problem posing ve smy-
slu tvorby problému pro talentované zaky zakladnich a stfednich skol a
studenty vysokych skol motivované pro matematiku.

V kapitole 1 je kratce shrnuto, jaké zaky povazuje autor za talento-
vané nebo aspon pro matematiku motivované. Ptiklani se k nazoru, ze
vymezeni pojmu talentovany jedinec nelze provést kratkou definici, ze
je tieba definice rozsahla. Nejlépe se charakterizuje talentovany jedinec
souborem atributti. Takové soubory lze najit napt. u Kosce [3, s. 169]
nebo u Hiibkové [4, s. 92-94]. Autor doplnil nékolik dalsich podle néj
dulezitych atributt [5, s. 27-28].

Kapitola 2 se vénuje vymezeni pojmt problem solving a problem po-
sing. Problém je takova situace, kterda vede k otéazce, jak tuto situaci
vyfesit. Casto (hlavné ve gkole) se pouziva pro onu situaci termin tloha.
Ve skole se ale vétsinou predkladaji ulohy, jejichz feSeni je dano néja-
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kym algoritmem, ktery zaci znaji nebo maji znat. Naopak problém pro
zéky prislusného stupné skoly je tloha, na jejiz vyreseni nemusi byt za-
ktm dopfedu algoritmus znédm. Podobné uvadi Stehlikové [6, s. 28], Ze
waloha je tkol, pfi jehoz feseni zdk nebo student pouze aplikuje drive
naucené strategie. Uloha se stava problémem, jestlize fesitel nezna oka-
mzité Tesitelskou strategii a musi hledat novou strategii.“ Kratce feceno,
pod pojmem tuloha je v publikaci myslena situace, jejiz feSeni provéruje
zékovy znalosti a dovednosti a se kterou se setkava predevsim ve skole,
kdezto problém je situace, na jejiz vyreseni je treba vyuzit schopnosti a
dovednosti k objeveni strategie feSeni, nebo je to dokonce situace, ktera
jesté nebyla nikym vyfesena. Problém je tedy postaven kognitivné vyse
nez Uloha. Nékdy se daji oba terminy zaménit, nebot jsou situace, které
jsou pro nékoho problémem, ale pro jiného pouze tlohou.

Nejcastéji pouzivany vyznam procesu problem posing vystihuje Silver
[7, s. 20]: ,Problem posing zahrnuje tvorbu novych problémt a otazek,
abychom prozkoumali danou situaci, a stejné tak preformulovani pro-
blému béhem procesu jeho feSeni.“ Podobné se vyjadiuji Dunker [8] i
Stoyanova a Ellerton [9, s. 522]. Cobb a Bauersfeld [10] si pod pojmem
problem posing predstavuji ¢innost, ktera se sklada z jednotlivych ,kli-
c¢ovych elementd“. Patfi mezi né: ,,...porozumeéni problémovym struk-
turdm a rozpoznani vztahovych struktur, pochopeni formy problému,
rozpoznani kritickych informacnich jednotek, uméni modelovat a trans-
formovat dané struktury a vytvaret nové, znalost, zda a jak je problém
Fesitelny, uméni myslet matematicky riznymi cestami, umeéni, jak a kdy
aplikovat procesy na analogické problémy, schopnost kriticky posoudit
problémy a zkuSenosti s problémy, zpétny pohled a zvyseni efektivnosti
oc¢ekavani, zlepseni dispozic smérem k feseni problémt, tcast v tiidni
komunikaci o filosofickych a matematickych otazkach, zaujeti v kon-
struktivnich dialozich a debatéch, podil na kritické tvorbé problémd. . . ¢
Cesky termin ,tvorba problémii“ neodpovida pfesné anglickému ,,pro-
blem posing®, proto je v ¢eském textu, kde je to Ui¢elné, pouzivan pu-
vodni anglicky termin.

Na proces problem posing prirozené navazuje tzv. problem solving,
tj. TeSeni problémii. Zde nelze opomenout badatele, ktery je povazovan
za zakladatele promyslené ¢innosti problem solving, G. Polyu. Polya [11,
dil I, s. VII-VII] charakterizuje problem solving slovy: , NaSe znalost o ja-
kémkoli subjektu sestava z dat a know-how. ...nebude urcité pochyb ve

pouhé vlastnictvi dat. A co je know-how v matematice? Schopnost fesit
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problémy — ne pouze rutinni tlohy, nybrz problémy vyzadujici urcity stu-
pen nezavislosti, isudku, originality, kreativity.“ U Polyi se objevuje ¢le-
néni této ¢innosti do ¢tyr krok: porozuméni problému, vytvotreni planu
feSeni, realizace FeSeni podle planu, pohled zpét na cely problém [2]. Po-
lyovy kroky podrobnéji konkretizuje Gonzales [12, s. 79-80]. Porozuméni
problému charakterizuje jako ,zohlednéni vSech myslenek a otazek, které
vstupuji do mysli, kdyz se pokousite pochopit problém. Mate si pii tom
davat otazky ,0O cem je problém?‘, /Co mame dano?‘, ,Co potifebujeme
najit? ¢ Vytvoreni pldnu Teseni charakterizuje jako ,strategii nebo stra-
tegie, které budete uzivat, a plan pro vybranou strategii nebo vybrané
strategie“. Realizaci 7esent podle pldnu charakterizuje jako ,provadéni
potfebnych vypoctl (nebo tvoreni obrazki, tabulek atd.) a zapis krokd,
které délate”. Pohled zpét na cely problém charakterizuje jako ,kontrolu
vysledkt. Jestlize vysledky nedavaji smysl, zacne proces feSeni znovu.
Kontrolu délate, abyste védéli, zda neexistuji jind feSeni nebo strategie,
které davaji stejna reSeni.“ Gonzales déle uvadi, ,ze rozsifeni Polyova
¢tvrtého kroku o paty krok, tvorbu souvisejicich, pribuzngch probléma,
muze byt efektivnim néastrojem, jak ulehcit zaktiim pomaly prechod do
role tviircti problémi. Zaci jsou zadani, aby vytvéfeli variace problémii,
se kterymi se setkali béhem feSeni zadaného problému.“

Metodologie spojena s tvorbou matematickych problému

Jak jiz bylo feceno, historicky se vyzkum v didaktice matematiky
zacal vénovat nejdiive feSeni problému a teprve nasledné jejich tvorbé a
predkladani zakam. Proto také existuje velké mnozstvi literatury o zpu-
sobech feseni matematickych problému, zatimco literatura tykajici se
tvorby problémi (a specidlné pro talentované Ziky v matematice) je ve-
lice vzacna. Publikace o tvorbé problému jsou zpravidla zaméfeny na
jejich soubory pro rtizné cilové skupiny a nehovoii o zadnych obecnych
principech, které tvorbu tloh fidi. Tento ¢lanek a uvedena publikace se
vice zaméruje pravé na tvorbu matematickych problémii ve snaze hlou-
béji proniknout do podstaty prace, ktera se vesmés déla intuitivné.

Publikace vychazi ze zkuSenosti, ndhledi a nazori na tuto proble-
matiku, proto je v jistém smyslu autorskou sebereflexi. Vhodnost da-
ného matematického problému pro danou situaci je ovsem znac¢né sub-
jektivni a tézko méritelné kritérium, proto bylo nutno zvolit kvalitativni
vyzkumné metody. Béhem celého vyzkumu byly evidovany, archivovany
a zpracovavany i mnohé reakce zaku a kazuistiky kolegu, jejich pfipo-

37



minky a navrhy na tpravu obsahu a formy predkladanych problému a
na koncepci soubort problémii. Tim se pavodni, viceméné intuitivni au-
torské poznatky postupné systemizovaly, upfestiovaly a prohlubovaly.
Bylo zvédoméno mnoho novych souvislosti, zvysila se snaha o vystiznou
a jasnou formulaci jednotlivych principt a o jejich pfesnou charakteris-
tiku. Kazdé nové upresnéni formulace nebo charakteristiky vyzadovalo
opétovnou kontrolu pomoci problémi, které slouzily jako ilustrativni.
Dtlezitym prvkem vyzkumu byla spolupréce s kolegy i prace se zacinaji-
cimi uéiteli, kterym byly pfeddvany autorské zkusenosti (ptipad Markéta
a Eva, popis préce v seminéfi pro budouci uéitele matematiky).

Shrneme-li vSechna tato vyzkumna Setfeni, d4 se fici, ze byly ¢astecéné
pouzity metody jako kvalitativni i kvantitativni analyza zakovskych fe-
Seni, analyza produktu, introspektivni analyza procesu, kazuistiky, ne-
strukturovany rozhovor atd.

Vysledky vyzkumu
Vysledky vyzkumu lze zhruba rozdélit do tii ¢asti.

Principy tvorby problémui

Procesem popsanym v odstavci 4 bylo postupné vyvinuto schéma,
které idi tvorbu problému pro urcité cilové skupiny zakt. Toto schéma
je nazvano principy tvorby matematickych problémd (kratce principy).
Principy jsou identifikovany a popsany nejen pro oteviené problémy, ale
i pro problémy uzaviené, které se u nas vice rozsitily napi. diky sou-
tézi Matematicky klokan a mezindrodnimu testovani (TIMSS, PISA a
dalsich).

Principy se lisi nejen podle toho, zda jsou urc¢eny pro tvorbu problémti
otevirenych nebo uzavienych, ale také podle toho, pro jakou soutéz, pri-
padné pro jaké jiné pouziti jsou problémy zamysleny. V publikaci jsou
diskutovany jejich atributy ve ¢tyrech piipadech otevienych problém,
a to pro pisemné maturitni zkousky ve tridach se zamérenim na ma-
tematiku, pro matematickou olympiadu, pro korespondenc¢ni seminére
a pro pisemné prijimaci zkousky do t¥id se zamérenim na matematiku,
déle pak ve dvou pripadech uzavienych problému, a to pro soutéz Ma-
tematicky klokan a pro prijimaci zkousky na pedagogickou fakultu pfi-
pravujici budouci ucitele matematiky, a nakonec v pripadé pisemného
testu zkombinovaného z uzavienych a otevienych problémt pro vyssi
aroven statnich maturitnich zkousek. Konkrétni problémy jsou cerpany
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z publikaci [13-21]. Pro nékteré oblasti pouziti byly principy jiz diive
publikovany v pracich [22-23].

Za zasadni teoreticky vysledek mnohaletého systematického vyzkumu
lze tedy povazovat prezentovany soubor nejméné 33 principi tvorby di-
dakticky ucinnych problému, potazmo jejich souborti zaméfenych k jis-
tému cili. (Tento pocet se zdd velky, ale je tfeba uvédomit si, ze jde
o principy pro vice oblasti pouziti a v kazdé oblasti jsou uplatnovany
tfeba jen nékteré z nich.) Vyznam a zptisob vyuziti principti jsou do-
kumentovany na autorskych souborech matematickych problémt. Zde
je také diskutovan vliv jednotlivych principti na tvorbu matematickych
problémi a test® pro konkrétni tcely.

Identifikované principy jsou vnimany jako soubor pozadavki, které
jsou kladeny na nové tvofené problémy i na cely test, protoze prave
pozadovana vysledna podoba problémt a testu mé zasadni vliv na proces
jejich tvorby. Jsou to tyto principy:?

1. zarazeni problémi clenénych na diléi ukoly a vyZadugicich lokdlnt
strategit resent
zarazeni probléemu vyzZadugjicich globadlni strategii Tesent
nezdvislost jednotlivyjch strategii v problémech s dil¢imi ukoly
propojent vice oblasti matematiky v jednom problému
zastoupent sirokého spektra matematickych témat v testu
gradace obtiznosti kazdého problému i celého testu
obtiznostni vyvdzZenost paralelnich problémi v testu

® NSO W

zarazeni problémi tesitelngych zobecriovanim, experimentovdnim,
analogit. . .
9. zavddéni novych pojmi a jejich propojovdni se znamymi pojmy
10. redlnost problémi, aktualizace problémi (napt. podle data), kon-
text, autenticnost
11. zohledneéni studenty oblibenych partii matematiky
12. zarazeni ,vyznacnych témat®
13. moznosti resent problému vice zpusoby
14. nezarazovdni problémi s trikovym resenim pro skolni testy

2Principy jsou zde uvedeny v jednom souboru bez kontextu, proto je mezi nimi
mozné najit fadu protiklada. Pro kazdé vyse uvedené pouziti je tfeba vybrat uréi-
tou skupinu princip, coz je v publikaci specifikovano. Na druhou stranu nejde od
sebe oddélit skupiny principti podle typu testu, nebot vétsina principt je pouzitelna
univerzalné, a to dokonce soucasné pro oteviené i uzaviené problémy.

39



15. zarazeni ,triku“ pro mimoskolni testy

16. zartazeni problémi s obrazkem, grafem v zadani

17. primerend mira sloZitosti uprav pro Zdiky i opravovatele
18. , citelnost” textu a jeho jednoznacnost

19. nestandardni formulace problémi

20. tematickd ndavaznost problémi

21. zasazeni problémai do literarniho pribéhu

22. jednotnd forma vloZeni problémdi do pribehu

23. zatazeni problémi s riuznymi strategiemi TeSent v testu
24. usporadani nabidnutych odpovédi podle jistého pravidla
25. nezarazovani jasne neredlnych distraktori

26. zarazeni stejné atraktivnich distraktori

27. zatazeni ,neurcité odpovédi“

28. jednotnd forma problémi v celém testu

29. zatazeni problémi v testu jak s kladnou otdzkou, tak se zdpornou
otdzkou

30. zarazeni ,paralelnich problému“
31. rovnomeérné rozdeéleni spravnych odpovédi na ruzné pozice
32. nezarazovdni problémi se stejnou tematikou bezprostredné za sebou

33. zarazeni uzavienych ,problémi do sé€rie se spolecnymi vstupnimi
daty

Principy jsou v publikaci dokumentovany konkrétnimi autorskymi
problémy a jejich soubory. Pfitom byla téz udélana analyza charak-
teru typd problému pro jednotlivé ucely (rtizné typy soutézi, prijimaci
zkousky, maturitni zkouska), kterd je opét ilustrovdna problémy. Napt.
je uveden problém, ktery byl v jedné podobé pouzit jako problém ma-
tematické olympiady a v jiné podobé jako problém pisemné maturitni
zkousky. Je také naznaceno, jak se daji pomérné obtizné problémy z me-
zindrodni matematické olympiady pretvorit pro vétsi skupinu talentova-
nych zakid do pisemné maturitni zkousky a naopak zobecnit natolik, aby
byly velice nédro¢né, a to dokonce i pro matematiky-profesionaly. Tato
situace ma ukéazat, jaké Siroké moznosti skyta proces tvorby problémt
pro jejich tvirce.

Pro popis procesu tvorby problémi je dulezitd identifikace jeho jed-
notlivych fazi, ktera je uvedena v kapitole 3. Kazdy autor novych tloh
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vystupuje ve tfech pozicich: jako tvirce (vytvari problém i jeho textaci),
jako feditel (snazi se vzit do role riiznych z&ku a v jejich ,duchu‘ problém
vyfesit) a jako hodnotitel (hodnoti kvalitu i kvantitu jednotlivych tkolt,
celého problému, celého testu i jeho zaludnosti pohledem tvtirce i fesSi-
tele).

Faze autorského procesu tvorby problémi jsou tyto:

. faze pristupu k problému, neboli uchopeni problému

. faze hlubstho uchopeni problému

faze matematizace, vypoctu a interpretace

faze sémantické zkousky

faze zhodnocent naplnéni principt v analyzovaného problému
. faze tvorby dalsich ukoli a otazek

. faze vybéru ukoli a otdzek

. faze sestavent celého testu

. faze externiho hodnoceni

. faze finalizace

Uzaviené problémy s vybérem odpovédi a jejich analyza

Druhym vyznamnym vysledkem uvedenym v publikaci v kapitole 10
je analyza formy uzavienych problémi s vgbérem odpovédi. Ta vykrysta-
lizovala v sestaveni vicedimenziondlni kriteridlni tabulky, podle niz lze
jednotlivé problémy klasifikovat. Kazdé kritérium se déli na nékolik pa-
rametri. Svoji formou pfipomina zde uvedena klasifikace vicedimenzio-
nalni (napf. revidovanou Bloomovu) taxonomickou strukturu. V p¥ipadé
klasifikace uzavienych problémi s vybérem odpovédi pripadd v tvahu
vice kritérii, jako je napt. strategie fesitele problému, potence problému
(vyuziti dovednosti, schopnosti, vhledu), vztah textu problému a na-
bidnutych odpovédi (zavisly, nezavisly), polarita otdzky (pozitivni, ne-
gativni), obtiZnost problému, redlnost problému, uréenost pro vékovou
skupinu fesiteld. U kazdého kritéria je také dilezita jemnost jeho ¢lenéni
na jednotlivé parametry.

Pro publikaci byla vybrana prvni ¢tyfi uvedend kritéria a jejich ne
prilis jemné ¢lenéni, aby se tim zachovala prehlednost. V pripadé mate-
matickych uzavienych probléma jsou totiz problémy kratsi a jednodussi,
proto pri jemnéjsi klasifikaci dochazi k vyraznéjsimu prekryvani krité-
rii a jejich parametrd. Prvni dvé vybrand kritéria se vice tykaji vztahu
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problému a Fesitele, dalsi dvé kritéria se naopak vice tykaji problému sa-

motného. Vybér kritérii a k nim pfifazenych parametri, podle kterych se

daji ¢lenit uzaviené problémy s vybérem odpovédi, vychazi z mnohaleté
zkuSenosti s fesenim a tvorbou takovych problémt. Podrobna analyza
uvedend v praci je v ceské literatuie ojedinéla.

Kritérium zalozené na pracovnich postupech fesitelil rozdélené podle
téchto parametru:

(A) Resitel problém vyresi a podle vysledku oznaci spravnou odpovéd,
tj. Tesi ho jako otevreny.

(B) Resitel postupné testuje jednotlivé odpovedi, dokud menarazi na
sprdvnou odpovéd. Testovdni odpovédi miZe probihat
(B1) od zacdtku do konce,

(B2) od konce k zacdtku,
(B3) podle pruniho dojmu, napt. od jednoduchgch odpovéds,
(B4) jakkoli (intuict).

(C) Resitel si situaci predstavi nebo nacrtne, ¢imz ziskd vhled do pro-
blému; na zdakladé vhledu pak najde dominantni jev, ktery mu umozni
(C1) eliminovat nékteré distraktory a se zbylymi pracovat ddle (podle
nékteré ze strategii),

(C2) rychle problém vyresit.

(D) Resitel vyuzije grafickou informaci v textu nebo mezi nabidnutymi
odpovédmi, coZ mu pomiZe ziskat vhled do problému; na zdkladé
vhledu pak najde resitel dominantni jev, ktery mu umozni
(D1) eliminovat nékteré distraktory a se zbylymi pracovat ddle (podle
nékteré ze strategit),

(D2) rychle problém vyresit.
Kritérium zalozené na potenci problému fazené podle matematické
vyspélosti:

(ZD) Resitel vyuZije svijch znalosti a dovednosti, které jsou podstaty
(ZD1) matematické, kdy vyuzivd odborngch znalosti a dovednostt,
(ZD2) komunikacni, kdy znd matematické konvence, zdpisy.

(MS) Resitel vyuzije svijich matematickych schopnosti
(MS1) analyticko-syntetickych,

(MS2) experimentdlnich.

(VT) Resitel vyuzivd vhledu ¢i triku pri veSeni a uchopi problém

(VT1) procesuding, kdy si stanovi jasny fesitelsky postup,
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(VT2) konceptudlné, kdy vidi situaci jako celek.

Kritérium zalozené na vztahu textu a nabidnutych odpovédi s para-
metry:

(ZZ) Spravnd odpovéd zdvisi jak na idajich uvedengch v textu problému,
tak na udajich uvedenych v odpovédich.

(ZN) Sprdvnd odpovéd zdvisi na idajich uvedenych v textu problému, ale
nezdvisi na udajich uvedengch v odpovédich, tj. problem lze Tesit
jako otevreny.

(NZ) Sprdvnd odpovéd nezdvisi na ddajich uvedengch v textu problému,
ale zdvisi na udajich uvedenych v odpovedich.

(NN) Spravnd odpovéd nezdvisi ani na ddajich uvedengch v textu pro-
blému ani na udajich uvedenych v odpoveédich.

Kritérium zalozené na polarité otazky s parametry:

(K) Otdzka v textu je formulovdna kladné.
(Z) Otdzka v textu je formulovdna zdporné.

U prvniho kritéria je 9 parametrd, u druhého 6 parametri, u tretiho
4 parametry a u ¢tvrtého 2 parametry. Z parametru lze vytvorit ctytrdi-
menzionalni tabulku, kterd ma celkem 9-6-4 -2 = 532 bunék. K vétsiné
bunék se da prifadit uzavieny problém s vybérem odpovédi, ktery spl-
nuje prislusné parametry. Nékteré parametry ale zaviseji jen na fesiteli,
tvirce problému je muzZe ovlivnit jen malo. Napf. parametry (B1)—(B4)
se nejevi z pohledu tvirce problému jako odlisné. Téz prakticky neni
mozny parametr (NN) a také neni mozné kombinace (A,NZ). Proto mii-
zeme tabulku zredukovat na 6-6-3-2—1-6-1-2 = 204 bunék. I po
této redukci jsou rozdily parametrti v mnoha ptipadech malé, takze se
tabulka mtze jesté zmensit.

K mnoha bunikam kriteridlni tabulky jsou uvedeny v publikaci pfi-
klady matematickych problému s komentarem, ktery osvétluje jejich za-
fazeni. Jde sice o subjektivni autorskou klasifikaci, ta je ale zalozena na
objektivnich vlastnostech prakticky vytvarenych uzavienych problémt
s vybérem odpovédi.

Seteni tykajici se tvorby problémii
Publikace prezentuje v kapitole 11 vysledky nékolika Setfeni z nej-
riznéjsich oblasti tykajicich se tvorby problému: komentate zkusenych
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tvircd, sebereflexe z tvorby matematickych problémi u zacinajicich tvar-
cu, konfrontace otevienych a uzavienych problému. Kazdé z téchto Set-
feni prispiva k uceleni mozaiky o tvorbé problémii.

Ke sledovani prace kolegti byla pouzita metoda polostrukturovanych
rozhovorti. Ty byly vedeny zhruba v této linii: jak se dotazovany angazuje
v tvorbé problémt, jak se proces tvorby u néj vyvijel ¢i vyviji, ma-li
dotazovany néjaky systém pravidel, podle néhoz problémy tvoii, a na
zaveér je stocen rozhovor na v publikaci prezentovany systém principi.
Tato Setfeni vedla ke korekcim v systému téchto principt.

V publikaci jsou dale popsany dva pripady diplomovych praci u stu-
dentek Markéty a Evy, které se zabyvaly Setfenim na poli tvorby ma-
tematickych problémi. Metoda Setfeni spocivala v pozorovani, jakym
vyvojem studentky pfi tvorbé problému prosly. V mensi mife byla tato
metoda pouzita se studenty v seminaii Metody feseni tloh. Opét to
vedlo ke korekcim pfi tvorbé problému jak u studentek, tak u vedouciho
diplomovych praci.

Posledni v publikaci uvedené Setfeni se tyka porovnani vhodnosti,
resp. nevhodnosti, pouziti oteviené a uzaviené formy problémd v ma-
tematice. Existuji zastanci zasadniho pouzivani otevienych problémii,
podle nichz jediné tato forma dovede odhalit matematické schopnosti a
dovednosti. Vedle toho existuje liberalnéjsi ¢ast odbornikti, kteri pracuji
i s uzavienymi problémy. Setieni v publikaci ukazuje na to, Ze nejsou
velké rozdily v tispésnosti vypracovani testd s otevienymi a uzavienymi
problémy — je zde citovan vyzkum studentky Katefiny zpracovany v di-
plomové praci.

Zavér a pokracovani vyzkumu

Zatimco na trovni aplikacni jsou podstatnym vysledkem predlozené
publikace konkrétni vytvorené problémy, na Grovni teoreticko-vyzkumné
je jim identifikace, popséani a ilustrace obecnych forem a typt matema-
tickych problému a odlisnych pristupt k procesu jejich tvorby. Proble-
matiku tvorby tloh je sice mozné rozvinout jesté do vétsi site, tj. zabyvat
se tvorbou problémil pro dalsi oblasti jejich uplatnéni, je to vsak cesta,
kterd jde na tkor hlubsiho pohledu na tuto ¢innost. Cennéjsi je po-
drobnéjsi rozbor tvorby nékolika konkrétnich problémt nez jejich pouhy
povrchni prehled.

Publikace je svym zaméfenim didakticko-matematickd, ale obsahuje
i prvky psychologizujici. Je také odborné matematicka, i kdyz matema-
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tika zde primarné slouzi jako ilustrace stranky didakticko-matematické.
Toto zpracovani publikace muze poslouzit tvurcim problémua pro zaky
a studenty vsech typu a stupnu skol a jako teoreticky ramec i tém, kteri
dale chtéji problematiku tvorby problémi studovat. Ma téz fadu apli-
kaci v pfipravé uciteld matematiky i v dal§im vzdélavani uciteld, nebot
pfinasi velmi podrobny pohled na kompetenci ucitele matematiky tvorit
ulohy.

Predlozeny vyzkum neni rozhodné ukoncen. V zasadé pokracuje dve-
ma proudy. Prvni z nich podrobnéji zkouma implementaci toho, co bylo
vytvotreno, tedy zpusoby, jak rtzni ucitelé s nabizenymi principy pra-
cuji, co prebiraji beze zmén a co si prizptsobuji pro vlastni potfeby.
Druhy proud rozsifuje cilovou skupinu zaku, kterym jsou tvorené pro-
blémy adresovany. Méni se i charakter vyzkumu, protoze ke spolupraci
jsou ziskdvani zdjemci o systematicky vyzkum problematiky problem
posing (napft. dvé doktorandky).

Pripadné dopliujici vétve vyzkumu, napi. pii rozsifeni spektra cilo-
vych skupin zaki o zaky pramérné nebo dokonce slabé, si vynuti rozsireni
uvedeného seznamu principt. Urcité se zde ukazi dualezité jevy, jako je
nutnost dat prilezitost uspéchu i tém nejslabsim zakdm, zvysit nazor-
nost zadani, hledat adresné motivacni dominanty, volit kratké véty, volit
kratsi zadani problémi apod. Cely vyzkum pak mtze byt koncipovan
podobnou metodologii jako vyzkum v publikaci popsany.
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KRATKE PRISPEVKY
A PRACOVNI DILNY

Dvé tlohy pro talenty
Emil Calda, MFF UK Praha'

ABSTRAKT. V prispévku jsou pripomenuty dva starsi ¢ldnky z Rozhledii mate-
maticko-fyzikalnich a z Ucitele matematiky pojedndvagici o problémech, které
mohou byt pro talentované studenty zajimavé a podnétné.

Uvod

Pfi probirani svymi star$imi materidly jsem narazil na ¢lanky [1] a
[2], které pojednavaji o zajimavych problémech, ale vysledky, ke kterym
dochézeji, uvadéji bez dikazu. A protoze tyto diikazy neznam, fekl jsem
si, Ze bych obé ulohy mohl t¢astnikim konference pfipomenout v na-
déji, ze je predaji svym talentovanym studentim, ktefi tyto dukazy jisté
zvladnou a nékdy mé s nimi tfeba i seznami.

Prvni aloha

Clanek [1] byl publikovan v Rozhledech matematicko-fyzikalnich pied
patnacti lety a je v ném TeSena nasledujici aloha: Ddamy D1, Do, ..., Dy,
které jsou clenkami Klubu pro vzdjemnou komunikaci a Siveni zaruce-
nych zprav, si kazdy vecer telefonicky sdéluji novinky, které se béhem
,pracovniho® dne dovédély. Urcete nejmensi pocet t(n) telefonnich roz-
hovori, které musi probéhnout, aby se vsechny dovéedély vsechno, co pres
den zjistila kaZdd.

Snadno zjistime, ze pro n = 2, 3,4 nejmensi pocet hovorti je: t(2) = 1,
t(3) = 3, t(4) = 4. Pro n = 4 miZe veéerni vyména novinek probéhnout
napt. takto: Nejprve dama D, pohovoii s Dy a dama D3 s Dy; kdyz pak
Dy (kterd uz zné vSe, co zjistila Dy) zavold ddmé D3 (kterd uz zna vse,
co zjistila Dy), budou po vyméné ziskanych poznatki obé damy D; a D3
védét vsechno, co vi celd ¢tverice; s podobnym vysledkem pak probéhne
telefonat mezi ddmami Dy a Dy, takze po skonceni téchto Cty¥ hovora
budou vsechny ¢tyfi ddmy védét vse, co se béhem dne dozvédéla kazda.

le-mail: ecalda@volny.cz
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Na zékladé tohoto postupu pro n = 4 odvodime potfebny pocet
hovort pro libovolné n > 5 takto: Zvolime jakékoli ¢tyti ¢lenky klubu,
tteba D1, Dy, D3, Dy, a povéfime damu D1, aby postupné zavolala kazdé
z Clenek D5, Dg, ..., Dy,; po skonceni téchto n — 4 telefonatt, bude Dy
védeét vse, co kazda z téchto n — 4 ¢lenek klubu zjistila. Nyni nechame
vyse uvedenym zptisobem probéhnout ¢tyfi hovory mezi ddmami Dy,
Do, D3 a Dy, po jejichz skonceni bude kazda z této ctverice znat vsechny
novinky, které se béhem dne dovédéla kazda z n ¢lenek klubu. Nakonec
pozadame damu D;, aby zatelefonovala kazdé z ¢lenek Ds, Dg, ..., D,
¢imz doséhneme toho, Ze po téchto zavérecnych n — 4 telefondtech bude
kazda z n ¢lenek védét vsechno.

Timto zpusobem jsme zjistili, Ze pro n > 5 pocet telefonatl, které
stacl k tomu, aby kazda clenka klubu znala vsechny novinky, je roven
(n—4)+ 4+ (n —4) = 2n — 4; je vidét, ze tento vysledek plati i pro
n = 4. Zustava ovsem otdzka, zda pro kazdé n > 5 je 2n — 4 = t(n), tj.
zda vyraz 2n — 4 vskutku udava nejmensi pocet potrebnych telefonnich
hovorii. (V ¢lanku [1] se sice tvrdi, Ze tomu tak je, ale diikaz chybi.)

Druha uloha

Clanek [2] v Uciteli matematiky z roku 1995 ma v podstaté jen in-
formativni charakter a seznamuje ¢tenare s vysledky feseni nasledujicitho
problému: V jednotkovém ctverci urcete n bodu tak, aby vzddlenost mezi
dvema nejblizsimi byla co nejvétsi.

Jde o zajimavy problém, a to i v pripadé, Ze se omezime pouze na
prirozend ¢isla mensi nebo rovna deseti. Pro n = 2,4,5,9 napovida in-
tuice, Ze Teseni této ulohy by mohlo byt znazornéno na obr. 1, v némz
plné krouzky predstavuji hledané body a vzdalenost nejblizsich boda je
oznacena d.

n=2 n=4 n=>5 n=29
d d d
d d d d d
d d d d d
d d | |d d d
d d d
Obr. 1



Pro n = 3 je feSeni na obr. 2 — hledané body lezi ve vrcholech rovno-
stranného trojuhelniku, jehoz jednim vrcholem je jeden z vrcholt da-
ného cCtverce a zbyvajici dva lezi uvniti protéjsich stran. Vzdalenost
d = (71 + \/5) V2 nejblizsich bodd, tj. strana tohoto rovnostranného
trojuhelniku, se vypocita ze dvou pravouhlych trojuhelniktt o stranach
délek 1, d, z a1l — =z, 1 — z, d. Reseni dané tlohy pro n = 6 znazoriiuje
obr. 3, odkud se snadno uréi d = /13/6.

n=3 n==06
I 3
|
d l—a &------ il
________ I________
|
d . 7N |
|

d=VZ(V/3-1) d= 13
Obr. 2 Obr. 3

Na obr. 4 je pak Teseni pro n = 8, hledané body lezi ve vrcholech
rovnostrannych trojihelnikt vepsanych podle obr. 2 do kazdého ze ¢tyr
shodnych ¢tverct pokryvajicich ¢tverec dany; vypoctem zjistime, ze hle-
dana vzdalenost d je v tomto ptripadé rovna poloviné vzdalenosti nejbliz-
sich bodt pro n = 3.




Pokud je mi znamo, pro n = 7 a n = 10 neni tento problém dosud
vyfesen, takze studenti se mohou pokusit hledanou konfiguraci navrh-
nout sami. Dokazat, ze ma pozadované vlastnosti, tj. ze neexistuje jina,
v niz je vzdalenost d nejblizsich bodt vétsi, bude asi velmi obtizné.

Zavér
Dtikazy uvedenych tloh nejsou jednoduché. Doufam, ze nékterym

z talentl, na néz je tato konference zamérena, se otazky podaii zodpo-
védét. Budu rad, pokud mé budete o téchto diikazech informovat.
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Talent na jazykové skole
Michaela Kaslova, Pedagogicka fakulta UK, Praha!

ABSTRAKT. Nadprimérny ik druhého stupné na skole, odkud odchdzi rela-
tivné malo Zdku na gymndzium, se lisi od sloZeni Zdku jazykové skoly, do které
délali Zaci ve tretim roéniku prijimact zkousku. Tito Zdaci vykazuji nadpriumeér-
nost vzhledem k vyuce cizim jazykim a tada téchto déti odchdzi po patéem a
sedmém rocéniku do gymndzii. Maji tito Zaci néjaka specifika a jakd, pokud
zustanou v jazykové skole a vykazuji nadpriumeérnost?

1. Zakladni Skola s rozsSifenou vyukou jazyku

V tomto ¢lanku diskutovana Jazykova zékladni skola je vyjimecna
v nékolika aspektech:

a) jsou do ni zapsdny déti, které od tietiho ro¢niku vykazuji alespori
mirné nadprimérné jazykové schopnosti (na konci druhého ro¢niku dé-
laji vstupni zkousky napft. ze ¢teni s pochopenim, maji minimalni miru
logického mysleni, schopnost reprodukovat co nejpfesnéji zvuky apod.);

Le-mail: michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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b) rodi¢tim téchto déti zdlezi na jazykovém vzdéldand jejich déti, nékdy
i na dobrém vseobecném vzdélani (coz ovSem neznamend, ze svym détem
poskytuji zvlastni domaci podporu, dohled, castéjsi jsou az prilis vysoké
naroky na dité ne vzdy spojené s dislednosti ve vychové, nékdy je skolni
vyuka doplnéna domécim doucovanim predevsim jazyki);

c) je vy$st hodinovd dotace jazykové vychovy (matefsky jazyk a cizi
jazyky v poméru k hodindm matematiky), tj. postaveni matematiky je
zejména na druhém stupni odlisné od matematiky na béznych skolach.

2. Prvni stupen jazykové Skoly

Na prvnim stupni jsou Zaci této $koly dlouhodobé (vice nez 20 let)
sledovani [1]. Vétsina nadprimérnych zaka byla/je ¢leny Klubu pfatel
matematiky — déle jen KPM (kromé dalsich élenti, které matematika
sice bavi, ale k nadpriiméru je nelze fadit). Vyuka na prvnim stupni je
posilena o vyuku ciziho jazyka v jazykovych tfidach, ale jinak je vyuka
pojata vSestranné a komplexné. Skola pouziva Sirokou organiza¢né di-
daktickou skalu, zapojuje se na prvnim stupni do fady soutézi relativné
vyrovnané (sportovni, vytvarné, jazykové, pfednesové; z matematickych
soutézi napt. Matematickd olympidda, Matematicky klokan, ze skolnich
napf. Logickd olympiada). Na konci prvniho stupné se vétsina zakia nad-
pramérnych v matematice uchézi v pfijimacim fizeni o pfijeti na osmi-
letd gymndzia (jednak na gymnézia s prohloubenou jazykovou vyukou,
jednak na $pickovd gymnazia, jako napt. Jana Keplera v Praze 6). Tito
zaci zpravidla uspéji vzhledem ke své nadpriimérnosti v kombinaci s vse-
strannosti a ctizddostivosti (pokud je tam nenuti rodice). Nékteii z nich
jsou dale dlouhodobé sledovani.

3. Druhy stupen jazykové Skoly

Na druhém stupni zustavaji jednak zaci vice ¢i méné nadprumeérni
prevazné vSeobecné, ¢i ti, ktefl podavaji nadprimérné vykony v oblasti
jazykové, zpravidla ale méné ctizadostivi ¢i soutézivi. Ostatni zaci od-
povidaji slozenim druhému stupni béznych zékladnich skol. Minoritu
mezi nadprumérnymi zaky tvoii zaci nadprumérni v matematice, kteri
se z nejruznéjsich divodl na nizsi gymnazium nehlésili, nebo u pfijima-
cich zkousek neuspéli; napiiklad nizsi vykon v ¢eském jazyce, pro nechut
soutézit nebo ménit skolu a podobné. Dalsim z odkrytych divodi je to,
ze nadpriimérnost v matematice nebyla odhalena nebo nebyla zejména
rodi¢i brana v tvahu (napf. Martin — otec sdm je matematik s vysokymi
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naroky; Martina — celkové rodi¢i podcenovana; David — rodi¢e tomu ne-
chtéli vétit, coz ho vrhalo do pasivity). Zdjem téchto rodi¢ti byl o to vice
smérovan predevsim na maximéalni vykon v jazykové pripravé, nebo na
zvyseni aktivity viibec. Druhy stupen navazuje na prvni v aktivizujicich
forméch véetné Matematické olympiady, Matematického klokana, zavadi
Pikomat, Pythagoriadu, zavedl Malou maturitu z matematiky.

4. Role nadpramérnych zaku

Pokud na prvnim stupni systematicky pozorujeme nadprimeérné zaky
v matematice, pak lze v dlouhodobém horizontu registrovat pestrost
osobnost{ téchto zékl, ktefi zastdvali (kazdy relativné stabilng) jednu
z nize uvedenych roli pri feSeni matematickych problémt nejen v KPM,
ale i pfi vyuce.

Role nadprimérného zdka pii feseni tlloh mohou byt [1]:

A) Fesitel matematik-kolega rad fesi, zejména plyne-li z toho, Ze
bude moci diskutovat o Teseni s dospélym jako s partnerem nebo se
stejné inteligentnim spoluzakem; mezi zaky prvniho stupné se objevuji
taci, kteti si hledaji takového kamarada mezi zéky vyssich ro¢niki (Jirka,
1993, v prvni t¥idé vyhledaval zéky Sestych t¥id k diskusi; Vlada, 1963,
chodil za zdky tYetich a ¢tvrtych rocnikil) — tento jev na malotiidkdch
neni tak evidentni; David a Marko z druhého stupné jsou typicti svym
uzavienim se do sebe, pokud nenavazi komunikaci s ucitelem;

B) sélista nebo také izolant/poustevnik/védec v podstaté ne-
potfebuje spoluzaky, ani ucitele, pro roli je typické zaméfeni na zdroj
zajimavych dloh k fesSeni; zpravidla zvazuje, zda je tloha hodna jeho
pozornosti a pokud ano, pak ho hodnoceni za feSeni ani moc nezajima,
podobné ho nezajimé negativni hodnoceni v pripadé, ze ,nezajimavou”
tlohu nefesi nebo ji ,,odbyde“; pokud nemé zajimavé ulohy, Casto se
myslenkami ,tould jinde“ nebo vymysli jiné aktivity netykajici se vyu-
c¢ovaného predmétu;

C) herec je zék vyzadujici k FeSeni divaky, zpravidla jiz od zacatku,
rad Tesi u tabule, pfipadné fesi za vSechny ve skupiné; slabsi vykony
podava pri samostatné praci v lavici; u této skupiny se také castéji vy-
skytuji jedinci, ktefi pii feseni potiebuji slySet svtij hlas (pfi samostatné
préci si relativné ¢asto Septaji, pokud to uditel toleruje);

D) samaritan je zak, ktery poddvd maximalni vykon (co do pres-
nosti a uplnosti vyjadfovani, systemati¢nosti a uzivani alternace), pokud
citi smysl takové komunikace — naptiklad pomoci nékomu, zkontrolovat
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vysledky i postup, poradit s feSenim, pak také promysli feseni jinak, de-
tailnéji; do prezentace se nepousti, pokud k jeho vlastnimu feseni doslo
vhledem, pokud ano, pak je jeho komunikace velmi stru¢né; ve vyucovani
je vzhledem k pokyntim ucitele submisivnéjsi nez ostatni typy;

E) koordinator je zdk, ktery rdd promysli rychle strukturu feseni a
pak praci rozdéli, ptipadné kontroluje, dokéze celkem dobte odhadnout,
co kdo zvladne; vétsinou nerad zapisuje nebo jinak se graficky vyjadiuje,
feseni v predstavé dokaze slovné nacrtnout a nechat to délat jiné; pokud
pracuje sam, nerad dotahuje feSeni do konce; miluje nacit, nacrtnout
feSeni a prejit k dalsimu; ve skupinové praci si zhruba polovina z nich
z uvedeného dtivodu hleda ,asistenta“, ktery za né ohlida dotazeni feseni,
dodrzeni pozadované formy prezentace; diky tomu unikaji nékdy detaily
feseni, podminky, metody;

F) vzor/hraé, konkurent citi potfebu mit nasledovniky nebo sou-
pere, nékteri z nich neresi, pokud citi silnou konkurenci, u které jsou si
témeér jisti, ze zvladnou cil feSeni diive nebo 1épe; vyzaduji vétsinou oce-
néni ze vSech stran (ucitel, spoluzéci, rodi¢e), u jinych z této skupiny se
vyskytuje chut jit do rizika jen za cenu toho, ze budou prvni (na $picce),
pak jde o vylozené soutézivé typy, avsak téchto zakd je minimum; své
vysledky maji radi zvéénény (v Zakovské kniZce, na nasténce, na webu
skoly, ...);

G) gurman/estét rdd hodnoti tlohy, které fesi (vétSinou nahlas),
a s nadSenim fesi nestandardni tlohy, slovni tlohy zajimavé jak kontex-
tem, tak matematickou podstatou; pro nékteré z nich navic zalezi i na
tom, jak je uloha zadana (jazyk, obrazek, formatovani, barvy, rozlozeni,
velikost symboliky, ... ), které nstroje mize/nesmi pouzit (tabulka, vy-
skrtavani, konstrukce, kalkulacka, ...); ostfeji nez ostatni hodnoti ob-
tiznost ulohy vzhledem k mife obecnosti i k dalsim parametram; rad
vymysli podobné tlohy, pokud je rad ocenén pak za originalitu; vétsinou
preferuje praci s kvalitnimi ,,neskolnimi publikacemi®;

H) smiSené/jiné ...

V pfedmatematické vychové [2] v matefské Skole byly vymezeny tii
skupiny déti (a, b, ¢) — FeSitelt situaci. Tyto typy lze pozorovat i u star-
sich déti:

a) aktér — dité, které m4a vnitini potfebu se ihned zapojit do jakékoli
nové situace, a to bez ohledu na to, zda si s pfipadnym problémem vi rady
nebo ne; situaci proziva a teprve s odstupem je schopné se k situaci vratit
a uvédomit si, co se délo; aktérem muze byt dité jak v pripadé, ze bude
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mit vyjimecnou roli sam jako jedinec a ostatni budou v roli pozorovateli,
nebo je vedle jedince dalsi role jedinecna, ale odlisna; nebo bude aktérem
v ,opakované“ — hromadné — roli, kde situace se zticastni vice déti a délaji
vice méné totéz samostatné, relativné izolované paralelné, kompetitivné
¢i kooperativné; role aktértit mohou byt hierarchizované;

b) pozorovatel — dité, které potfebuje mit jasnou predstavu o tom,
co a jak se bude dit, jakou muze mit roli, jaké se nabizeji eventuality a ¢im
aktivita bude/mize byt zakoncena; u nékterych je dulezité vidét, jaka je
Sance na uspéch, respektive za jakych podminek; mezi témito détmi jsou
takové, které na zakladé mluveného slova obtizné tvoti predstavy, potre-
buji ukazku a ¢asovy plan ¢i pomoc v ¢asové orientaci pti sledu vice déji;
u nékterych situaci potfebuji vSe znat dopredu i s delsim ¢asovym pied-
stihem; pozorovatel mize byt pouhym piihlizitelem, hry/zadané situace
se v ramci TeSeni nezucastni, ale mize z jakéhosi odstupu zaujimat role
posuzovatele, hodnotitele, soudce nebo poradce (pokud se na ného aktéri
obréti), pfipadné komentétora pritbéhu/reportéra, sty¢ného dustojnika
mezi aktéry a ucitelem, ktery vSak za Ciny aktért nezodpovida;

¢) adaptér — smiSeny typ, ktery dava prednost té které z roli a), b)
podle okolnosti, respektive vzhledem ke svym a pravé potfebnym schop-
nostem; pokud prevazuje predstava, ze vi, co se bude dit a ze to néjak
zvladne, je vyssi tendence zaujimat roli aktéra, ale je schopné se ji vét-
Sinou vzdat, jde-li o roli aktéra jednotlivce.

V hodinéch skolské matematiky mizeme rovnéz pozorovat zaujimani
jedné z roli a), b), ¢). Pozorovéni nadprimérnych déti v mateiské skole
a pozdé€ji na prvnim stupni v matematice naznacuje, ze dité vstupem
do 8koly vyrazné neméni svoji roli (kterou zaujimalo v matefské skole).
Vstupem do skoly typ a) se nékdy méni na c), podobné jako b) na ¢) a
naopak z c) se ve gkole jiné dité preradi pak spise k jedné ze skupin a)
¢ b). Na tom se podili pfedevsim socidlni zrani a mira obtizi v procesu
socializace; u nékterych déti zménu iniciuje pocit nedspésnosti. Zména
role nemusi byt pii pfechodu do Skolniho vzdélavani stabilni. Jsou vsak
déti, u kterych ke zméné v podstaté nedochézi.

Nadpriumérny zak neni jednoznacné zatraditelny do jedné skupiny.
U nadpramérnych ptevazuje typ aktér nebo adaptér. Pokud je tiloha (sé-
rie tloh) pro nadprimérného snadna, ma tendenci v ramci role adaptéra
zaujimat vice roli pozorovatele-hodnotitele, ndpovédy, jindy spontanné
vyuziva této pozice k zobecnovani.

54



I kdyz roli pozorovatele mizeme chapat svym zpusobem jako osob-
nostni rys (psychologickd skola pfedndsend v Bruselu), z dlouhodobého
pozorovani nadprimérnych v hodinadch matematiky plyne, Zze na domi-
nanci té které role a), b), ¢) mé vyrazny vliv ucitel svym stylem préce,
vybérem tloh, tvorbou didaktickych situaci. Jinymi slovy dominantné
roli pozorovatele zaujimaji jen néktefi nadprimeérni zaci, a to vyjimecné
za specifickych okolnosti, kdy prevazuje v praci ucitele frontalni zptsob
prace, relativné jednotny, neindividualizovany pristup k zaktim. Pokud
ucitel individualizuje vyucovaci proces, pak u nadprimérnych v mate-
matice koncem prvniho stupné dominuje role aktéra jednotlivce nad roli
aktéra kooperujiciho v hromadné roli.

Odchodem nékterych nadpramérnych zaku z jazykové skoly se situace
méni. Jak plyne z kapitoly 2, zistava na skole ztzena skupina nadpri-
mérnych a soucasné s tim lze pozorovat u nadpriamérnych i zazeni typu
smisené (K). Zistéva typ herec (C), velmi ¢asto (mozné pravé proto, ze
mu neni z riznych divodi ddvéna casto piilezitost k pfedvadéni se) neni
okolim fazen k nadpriamérnym. Podobné, i kdyz zridka, se objevuje fesi-
tel matematik-kolega (A), pro svoji relativni uzavienost, zejména neni-li
soutézivy. Podobné ztustéva typ estét (I), ktery ma vnitini potiebu speci-
fickych podminek pro to, aby byl rozpoznén v kontextu zdurazinovaného
jazykového vzdélavani. Jeho vzdorovani (nefeseni nékterych typt uloh)
je chapano jako zaujimani opozice k autorité — tedy projev prepuberty ¢i
puberty (napf. Ondra, Marko) misto pfesnéjsi kombinace vyhranéného
,alohového vkusu® s jistou pohodlnosti. Pfechod z prvniho stupné na
druhy neznamenad jen redukci poétu nadprimérnych zakd, ale i redukci
typt nadprimeérnych. Jakési ujednoceni typu roli snizuje pestrost diskuse
k problémum, zuzuje skalu postupu feseni, na druhé strané zjednodusuje
uciteli volbu strategii.

5. Motivace zaka jazykové Skoly na druhém stupni

V idedlnim pripadé je realizovan prechod od sekundarni k primarni
motivaci v matematice jiz na prvnim stupni. Na prvnim stupni je moti-
vace nadprimérného zaka vyrazné snazsi. Kromé adaptace na typ nad-
priumérného zaka (vyjit ¢astecné vstiic typu zdka) staci na poc¢atku skolni
dochazky volit jina témata nez v ucebnici, posilit akcent na logické pro-
cesy, uzit viceciferna ¢isla, nez s kterymi se pravé pracuje, pozdéji spojit

vvvvv
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stupy, pozadovat takovou metodu ¢i zptusob Feseni, ktery ostatni obtizné
zvlddaji (napf. zpaméti), v ,partnerském vztahu“ vyzadovat pfesnéjsi ¢i
obecnéjsi zpusob verbalni komunikace, nové hodnotit.

U soutézivych typt mize byt, vedle radosti ze samotného procesu fe-
Seni, motivaénim prvkem rychlost (zvladnout feSeni diive nez ostatni),
nebo kvantita (vyfesit v daném ¢asovém limitu vice tloh nez ostatni).
Dlouhodobé podporovani zminéné motivace na prvnim stupni (uéitel, ro-
di¢e) se v pozorovani vyrazné nadpramérnych zdkt ukazuje jako kontra-
produktivni pfedevsim ze t¥i divodi: a) i soutézivé typy diive ¢i pozdéji
(na druhém stupni) motivace rychlosti a kvantitou omrzi; b) omezuje
u nadpramérnych rozvoj strategii uéeni; ¢) deformuje jejich sebehodno-
ceni, protoze rychlost ¢i kvantita feseného se jim jevi jako nejdulezitéjsi
pro hodnoceni jeho vykonu, coz mize mit za nasledek demotivaci, i de-
formovany pohled na kulturu feSeni a mysleni, na matematiku jako obor.
Akcentovani kvantity a rychlosti na prvnim stupni od poc¢atku dochazky
omezuje kladeni otdzky ,,Proc¢?“ a jistym zpusobem muze zpohodlnét
mysleni i ovliviiovat postoje k obtiZznéjsim ulohdm (zejména ve spojeni
s nastupujici prepubertou). Pokud jsme zkoumali motivy vysoce nad-
pramérnych zaka prvniho stupné, ktefi opustili KPM, zjistili jsme, ze
slo o zaky, ktefi ve t¥idé hrali prim pravé diky témto fenoméntim teseni.

Akcentace kvality feSeni, naro¢nosti fesené tlohy na myslenkové pro-
cesy jim (ve srovnéni se snadnym dosaZzenim uspéchu ve t¥idé) ndhle d&la
problémy; na rozdil od predchozich let je najednou nutnost se soustie-
dit, byt samostatnéjsi — respektive zodpovédny za celé feseni s minimalni
odstupnovanou dopomoci. Pokud se ve tfidé nepreferovala kvalita pred
rychlosti ¢i kvantitou, pak v KPM v odpolednich hodinéach to predstavo-
valo hodné ndmahy bez odrazu na Skolni ohodnoceni (napiiklad Honza,
Eligka, Natdlie, Dan), coz se promitlo do poklesu motiva¢ni hladiny.

Pokud zak vstupujici na druhy stupen byl navykly na feseni vhle-
dem, ¢i na rychlé uplatnéni nacvienych algoritmt (pfipadné uzitych
modifikované), pak na druhém stupni potfeba zménit postoje k feseni a
sebehodnoceni mize vést (piipadné v kombinaci s ndstupem pubertalni
pohodlnosti) i ke snizeni snahy uplatnit své schopnosti v matematice.

Zaci zvykli na zajimavé a naroc¢néjsi ulohy vstupuji na druhy stu-
peni dobfe motivovani pro matematiku. K problémim s motivaci do-
chézi u nové latky, ktera ma nyni jiny charakter a vyzaduje jiné zptisoby
prace. Na rozdil od prvniho stupné, kde nemuseli vynakladat témér zad-
nou energii na uceni, vyzaduje druhy stupen od zaka zvladnuti technik,
pro jejichz zautomatizovani je nutny delsi ,trénink* nez doposud — pro-
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pojovat nové s jiz zvladnutym. Nezvladnuti novych technik, stereotypie
v uceni brani v rozvoji zaka:

) Zak sklouzava k rtiznym strategiim, jak se nacviku novych technik
vyhnout, omezit je, pokud neciti smysluplnost opakované aktivity.

Situace 1, Tomas (zaf{ 2009), opakovani za sedmy ro¢nik

U (ucitelka): Proc¢ hledas kalkulacku?

T: Nepotrebuji se to ucit, staci, abych to zadal do pocitace, jsou na
to programy.

U: Jak poznds, Ze to tvd kalkulacka zvlddne?

T: Porovnam vysledek s tim na tabuli, nebo ve vysledkdch.

U: Co kdyz se bude lisit? Jak poznds, kde byla chyba?

T: K ¢emu mi to bude?

U: Naucis se pracovat s chybou. Dostavds tak cit pro TeSent, a pro
praci se zlomky.

T: Kde to budu potrebovat?

U: Pozdéji napriklad u funkci, v algebre, ..., v lékaTstvi, ve staveb-
nictvi, na ekonomii, ve statistice, ...

T: Tak jo.

Tomas travi hodné ¢asu na pocitaci, je v feseni velmi pohodlny, nerad
prijima nové, pokud néco vymysli sam, rad to zarazuje do rejstiiku reseni.
Je pro ného diilezité, aby védél, k ¢emu mu vynalozend namaha je. Stve
ho, pokud pronikl do podstaty, ale pak to pro vynechani doméci pfipravy
neumi uplatnit, zejména v zajimavych tlohach. Nacvik novych technik
povazuje za metodu urcenou pro slabé zaky. Jeho postoj je i na ctyfletém
gymnéaziu obdobny.

Situace 2, Sara (2007), sedmy ro¢nik, kraceni zlomkt

U: Proc¢ pocitas s tak velkyma cisly, to stacilo vykrdtit, . ..

S: Krdcent je pro ty, co nemaj kalkulacku nebo to nedovedou spocitat
jako jd (zakryvé to, ze neumi kratit, respektive nerozumi plné vyrazu
kratit, jeji pozornost v hodinach je navykové z prvniho stupné primeérna
az slabsi).

U: Jak prevedes zlomek do zdkladniho tvaru?

S: Budu to zkouSet délit?

U: Budes hledat pro ctyrcifernd c¢isla nejvétsiho spolecného délitele?

S vahad: To se musi?

U: Proc¢?

S: To uzZ jsem zapomnéla.

U: Slo by to jinak?
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S: Zkousela bych to.

U: Netrvalo by to dlouho?

S: No prdve, a to mé nebavi.

Situaci zménilo zadani zlomkového algebrogramu

A B D

BTCTE
Pro Saru byla navic prace s vicecifernymi ¢isly doposud znakem nad-
prumeérnosti, coz mimo jiné ovliviiovalo jeji postoj ke zvladnuti kra-
ceni zlomki. Dle dalsiho Setfeni si v pfedchozim roce vzhledem k typu
tloh v ucebnici pro 6. ro¢nik neosvojila bezpecné techniku vyhledavani
nejmensiho spolecného nasobku, ani nejvétsiho spole¢ného délitele, pro-
toze u dvojcifernych cisel to celkem spolehlivé odhadovala, opirala se
o obrazové predstavy a nechtélo se po ni popisovani postupu, protoze
patii mezi nadprimérné. Ani po prechodu na Sestileté gymndzium se
jejl postoj nezmeénil.

B) Zak se uchyluje k ¢asteénym fesenim (blizce role koordinétora),

kde nemusi plné uplatnit nacvicované nové — napf. navrhne strategii.

Situace 3, Alex (2010)

A: Nejdriv to vyndsobime, pak vydélime a pFicteme polovinu (z toho,
co zndme).

U: Tak to udélej, uz se tésim, jak to ocenim. (Nasleduje ndznak vy-
poctu a zcela nesmyslny vysledek.)

U: Prepocitej si to, nékde ses spletl.

A: Ale bylo to dobre (nédvrh postupu)/?

U: Napad byl dobry, ale musis ho taky realizovat.

A: Ach jo. Asi mam blbé to délent, Ze jo?

U: Proc¢ myslis?

A: Mé¢ to ndsobeni zlomki nejde. Mdm piehodit (mysli pfevratit) ten
proni nebo druhy?

Jednou ze strategii, které jsou u n€ho Gc¢inné, je zavedeni bodovani
uloh, kde kazdému jevu/kroku je pfifazen jeden bod, a Alex piedem vi,
jakou ma tloha ,cenu“. Od tretiho ro¢niku nebyla diferencovana volba
uloh. Alex u vétSiny uloh zac¢ne dobfte, pro tlohu se nadchne, pokud
pronikne do problému, ale neni schopen/motivovan (?) dotdhnout feseni
do konce (desetinnd ¢arka, jednotky, ..., neschopnost postup jakkoli
popsat, komunikuje naznakem, nedostate¢nost komunikace kompenzuje
vykiiky, ze feSeni je snadné). Pfetrvava u ného pojeti nadprameérnosti:
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rychle ve spojeni s napadem. U ostatnich Fesitel pak neni vzdy s to
posoudit, zda maji vysledek dobfe, pokud nepopisuji postup podobny
jeho napadu. Stfedem zajmu je vzdy pouze jeho postup, podobné jako
jeho role ve skupiné, coz souvisi s jeho osobnostnim profilem.

Situace 4, Marko (2009), osmy ro¢nik, lomené vyrazy

M: To se asi rozloZi podle vzorce, budeme kratit, dokud to pujde, pak
taky podminky.

U: Skvéle! Tak pojd k tabuli. UZ se tésim.

M: No, ja ty vzorce neumim.

U: Mizes si néjak pomoct?

M: Musel bych ten rozklad zkouset, to se mi nechce, to chce cas. ..
radsi mi jednicku neddvejte.

Uc¢innou strategii je u ného zadani slozité alohy jiz na zacatku se-
znamovani s novou latkou, kterd mu pak umozni/usnadni FeSeni tlohy,
ktera u ného vzbudila zdjem. Reseni ho musi bavit, silnym motivaé¢nim
prvkem je pro ného prvek novosti.

7) Zék se orientuje na jiny pfedmét (napi. Sam, Honza, Leo, Magda,
Tim, Tereza, ...). Pokud vSak najdeme téma, které ho plné zaujme, je
»ochoten se k matematice vratit* i za cenu dohanéni probrané latky.

Situace 5, Sam (2009), IQ 135, devaty ro¢nik, téma funkce
Kvili funkcim byl ochoten doucit se latku casti sedmého a osmého
ro¢niku, ze znamky 3 to dotahl na 1.

Situace 6, Leo (2008), nadprimérny

Diky propojeni logiky, filosofie a sociologie s matematikou byl ochoten
doucit se znac¢nou ¢ast uciva a dotdhnout hodnoceni na 2, z ¢ehoz byl
sam prekvapen. Po proniknuti do zakladt algebry zacal o algebte hovorit
jako o ,zdznamu myslenek, nejen c¢isel.

Situace 7, Terezka (2009)

Zacala se nadpriumérné vénovat zemépisu a béhem Sestého roc¢niku
V momenté, kdy zjistila, ze potfebuje urcity matematicky aparat pro
hlubsi proniknuti do urcitych okruhti, vyhledala odbornou radu. Vyuziti
konzultace k zadanému okruhu bylo spoustécim momentem k néavratu
k matematice.

Poznamka: U vsech jmenovanych zaka bylo poradnou diagnostikovano
IQ nad 125, v soutézich jako Matematicky klokan, MO, Pythagoriada,
testy CERME, Logickd olympidda, Geometricka olympiada vykazovali

99



vyborné matematické napady, avsak s nedostatky blizkymi vySe popsa-
nym. Nepodarilo se vSak vSechny k matematice ptritdhnout zpét.

5.1. Problémy nadpriimérnych spjaté s praci ucitele

Mezi prvnim a druhym stupném mizeme na mnoha skoladch pozoro-
vat skok v narocnosti na vykon zaka, pokud na prvnim stupni tuto na-
ro¢nost nestupnovali béhem poslednich dvou roénikd. Na druhém stupni
u jednoho nadprtimérného zédka mutizeme pozorovat radost z narocnost-
niho zdvihu, u jiného naopak nezvyk vynakladat vyssi usili nez na prv-
nim stupni, coZ pusobi demotivujicim zptsobem. To, jak nadprimérného
zéka udrzet na jisté vykonnostni hladiné, souvisi nejen s jeho motivaci,
ale i s ucitelskymi strategiemi. Ucebnice nejsou materidlem, ktery by
uciteli v praci poméhal. Webové stranky jsou vyuzitelné, pokud mé uci-
tel Casové, technické a ekonomické podminky tlohy hodnotit, vybirat,
stahovat a mnozit. Problémy: Je malo skol, kde muze ucitel nechat zaka
pfimo ve tfidé smysluplné pracovat na internetu tak, aby to nerusilo
ostatni; chybi ucebnice pro nadpriimérné zaky, kterd by mimo jiné na-
vazovala na ucivo tak, aby ukazovala smysluplnost tréninku urcitych
technik.

Na druhém stupni jazykovych skol nartsta pocet hodin, ve kterych se
vyucuje jazyk (dva cizi jazyky a jazyk matefsky), pro nékteré zéky jesté
treti jazyk v Case volna. Tim se méni pomeér mezi metodami uceni, uceb-
nimi styly v neprospéch matematiky. U jazykt jde ¢asto o pamétné uceni
(slovné akustickd pamét pro slova, obraty, fraze, o fonetickd a gramatickd
pravidla, kterd se tréninkem aplikuji, az se jejich uziti zautomatizuje). Po
probrani jednoho tematického okruhu se zpravidla k tématu vraceji jen
v pripadé avizovaného opakovani. Na rozdil od toho skolni matematika
druhého stupné predstavuje strukturovany celek, ktery stale potfebu-
jeme a ktery neustale obohacujeme zasahy do strukturace celku, kde
dochézi propojovanim a porovnavanim k prechodu do vyssSich trovni.
S naroky na vyssi miru zobecnéni stoupaji i naroky na kvalitu argumen-
tace, dokazovani a ovéfovani. Pouzivani tfidéni, analogie, komparativni
metody, systemizace a dalsich vsak neni dan takovy prostor, aby si je zak
uvédomoval a mohl s nimi védomé operovat; je casto zaskocen, ze po-
trebuje v podstaté stale to, co se v predchozich letech naudil, coz v fadé
dalsich pfedmétii pro dosazeni tispéchu nepotiebuje (zemépis, déjepis, . . .
zapomene-li na kraje Vysocina, muze byt i tak relativné aspésny, pro-
toze zvladl kraj Ceskobudéjovicky; miize byt ispésny v angli¢ting, i kdyz
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nezvladl téma ,u lékaie, ale zvlada zaklady gramatiky).

Neztratit nadprimérného zaka druhého stupné zejména v kontextu,
kde je pomér jazykovych predmétt k matematice tak nevyvazeny (13 : 4),
je velmi narocné a je témér nemozné, pokud se s zaky oteviené o odlis-
nosti technik uceni nemluvi.

Poznamka: Prirodopis, fyzika a chemie jsou stavény predevsim na poku-
sech, na zpracovani konkrétniho, ostatni informace mohou ukladat bez
vétsich problémt do mechanické paméti, aniz by je to srazilo do podprii-
méru.

74k druhého stupné ¢asto trpi tnavou z prudkého riistu, je rozté-
kany, htife se soustfeduje pod vlivem hormonélnich zmén, s ohledem na
zmény socialnich vztaht a postoju ve tfidé je tendence ,,nebyt nejlepsi®,
u fady z nich se snizuje chut mluvit pfed ostatnimi (coz ovSem nezna-
mend, ze nevyhledaji konzultaci individuédlné mimo t¥idu). Pfistupuje i
nechuf trénovat nékteré techniky, byt okofenéné adaptaci na schopnosti
zéka. Bezproblémové zvladnuté matematické Femeslo (nemuset myslet
napfiklad na podminky u lomenych vyrazi a zabyvat se jimi automa-
ticky), umoziiuje zakovi u tézsich tloh pracovat tvorivé a energeticky
aspornéji, dosdhnout tak radosti z objeveni, z vyreseni. Pfedstava, c¢asto
vytvofend okolim nebo na prvnim stupni, ze tvorba je dar nevyzadujici
namahu (coz je samoziejmé omyl), Ze tvofit pfedstavuje ndmahu a uréité
znalosti, vede k omrzelosti, ze nahle nelze néco vytvorit, vymyslet hned.
Zvysuje se mira netrpélivosti v procesu reseni. Matematické osvojovani
technik smétujici k prohloubenému pochopeni, k zobecnéni, k ekonomi-
zaci procedur, ... se nemuze odehravat stejnym zptiisobem, jako se zaci
uci jazyku, je tfeba hledat nové technologie uceni se. V takovém prostiedi
je naroc¢néjsi zaka motivovat.

Spagnolo (na pfedndsce v Londyné v dubnu 2010) v souvislosti s in-
formacemi o matematickém vzdélavani v Ciné zminil strategii pii praci
s pubertélnimi zéky (zjednoduSené feceno): nutnost posilovani koncent-
race a trpélivosti, posilovdni védoms, Ze pro dosazeni urcité urovné, ktera
je zadouci, je nutné vynalozit usili, a to opakované, tedy posilovat volni
vlastnosti. Tyto strategie je tfeba nejprve rozvijet vné matematiky, aby
mohl zadk v matematice postoupit dal.

Pro nadprimérného zaka druhého stupné je podminka uplatnéni tvo-
7ivosti jednim ze silngch motiva¢nich faktord. Sarrazy (ve vystoupeni
v Plzni 31. 3. 2011) jasné vymezil zptsob vyuky matematice: ,,...je
nutné vyvazit objevovani, experimentovani a trénink technik ...“ Tvo-
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Fivost v matematice prirovnal k tvofivosti v hokeji: ,,Hra¢ muze byt
na ledu tvorivy, zvlada-li potfebné techniky a pravidla, v ramci kte-
rych se hra smi odehravat. Podobné je to v matematice.“ Nadprimérny
zdk mé z prvniho stupné prevazujici zkusenost, ze se tréninku technik
staci vénovat minimalné. Pfic¢ina je i v tom, ze pokud zak tesil ilohy na
prvnim stupni zpaméti (byl mu ¢asto odpoustén graficky zaznam, po-
pis postupu), nemusel se pfi nacviku uréitych technik tolik podfizovat.
Tento postoj a nékteré potrebné techniky z prvniho stupné mu nahle
chybi. Vyssi procento takto reagujicich zakid zaujimaji chlapci, vétsina
nadprimérnych divek se z nejriznéjsich dtivodu snadnéji adaptuje (do-
méci piiprava, procvi¢ovani technik, ...). To ovSem neznamend, ze pii
ztizeni podminek se viibec neuchyluji ke strategiim ,iniku“ nebo ,ome-
zeni tréninku“. Z uvedenych davoda se v nékterych tridach vyskytuje
i u nadprimérnych snizeni znamky z matematiky a relativni vyrovnani
s priumérnymi, ale motivovanymi a pracovitymi zaky, ktefi nékdy svoji
systematickou doméci piipravu (véetné doucovacich kurzi) taji.

Pro ucitele neni v takovém pfipadé snadné najit rovnovdhu mezi
obéma cili: stimulaci tvofivosti a rozvojem potfebnych technik. Jsou uci-
telé, ktefi jeden z cild znacné redukuji, zpravidla tvorivost spojenou s ob-
jevovanim, coz sice vyhovuje primeéru a slabsi ¢asti tfidy a do jisté miry
i nadpriimérnému pohodIlnému zakovi, ale aktivni nadprimeérni, zejména
typy estét, gurman a védec, se citi demotivovani.

5.2. Zdk na jazykové skole

V jazykové skole je tvorivost stimulovana v jazykovych predmétech
systematicky, ale tato tvorivost (az na respektovani gramatiky) neni tolik
podminovana specifickymi technikami, zejména kdyz k opravé pisemné
domaéci prace vyuzivaji PC. V ramci tstni komunikace i v pisemnych
slohovych pracich ¢i projektech se velmi ¢asto hodnoti kladné prave roz-
vinuti myslenek, pouzivani atributi, emotivita — tedy v komunikaci se
(s vyjimkou gramatickych a fonetickych cviceni) sleduji jiné jevy nez
v komunikaci v matematice.

V jazykovych hodinach se ocenuje originalni vyjadfovani vlastnich
myslenek. Soucdasny zak druhého stupné, na rozdil od filmu Skola zdklad
Zivota, si nevytvari tak specificky jazyk, ale jeho mluvend komunikace
redukuje slova na minimum, uziva nedokoncenych vét, systém ,laskavy
posluchad si domysli sam“, ,vzdyt je to jasné“, nebo ,,v tom je ten fér* —
pokud jde o nejednoznacnost informace. Jazyk matematiky ale musi mit
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jinou charakteristiku. Uvedené jevy ztézuji nejen vyuku matematice, ale
i rozvoj nadprimérného zaka.

Nadprimérny zak na druhém stupni je vybiravejsi v kontextovych
zadani. Je citlivéjsi na jazyk, na volbu slov, na zadani slovni tlohy jako
slohovy utvar, na realnost zadani slovni tlohy, ale nepohrdne fantasy.
Nema tolik rad tlohy, jejichz zadani vyzaduje diskusi, doplnovani pod-
minek, pokud to nesouvisi s tématy finan¢ni matematika, pravdépodob-
nost, funkce v bé&zném zivoté — netrividlni tlohy apod. Je také casto
vyraznéji rozhoi¢en, pokud mu néco v textu zadani unikne (plyne z ana-
lyzy feseni Matematického Klokana 2008, 2009, 2010, 2011), nez zaci
z nejazykovych skol.

V sebehodnoceni nadprimeérného zaka je necitlivost ¢i nizsi citlivost
na jazyk (vliv rodiny nebo zaméfeni skoly) chdpana jako néco nezddou-
ciho, jistym zptisobem je u nékterych zakt vnimana jako vétsi provinéni
nez samotné nevyteseni tlohy.

Nadprimeérny zak jazykové skoly ma specificky vztah k pismentim a
role pismen v raznych kontextech je néco, co ho upoutéa, co rad fesi, ale
musi byt k tomu vyzvan. Dokonce néktefi pro feSeni probléma davaji
prednost uziti pismen pted c¢islicemi.

Situace 8, Prokop (2011)

Prokop mél hledat magické ¢tverce a polomagické (rovnaji se soucty
ve sloupcich, Fadcich, nikoli na thlopfickach) ¢tverce pro ¢isla do 100.

P: S cislama je to na dlouho, mizu tam ddt pismena?... najdu
vsechny (Tesent). Asi ne jen jedno ¢islo! ... No, asi pak je jedno, jestli
tam je zrovna a, mohlo tam bejt m nebo t...! To pruni staci votodit, tak
to staci. Treti jen prohodi sloupecky. Posledni (¢torty) nejde ddt cislo,
ktery meé napadne. Moznd sudy-lichy, to musim promyslet. Jesté jinak,
madm dalst. .. je to néjak symetricky. .. na kriZ to nejde... b+ d je na-
sobek a?, e+ c taky? To je dobry, to se mi libi. Ty jsou pro & (pismen).
Pro ¢tyri to nejde?. .. To zkusim. Souvist to s deviti?

U: Pro¢ deviti?

P: Devét (poli) tady... (uz fesi jen v predstavé) Jo, étyri jdou dvé
na kriz, jeden uprostred, dvé proti sobé v rozich. Viastné ne, to je vic
resent!

U: Jak to?

P: No, jsou to pismena a ne cisla.

U: Rozumim dobre, Ze podle tebe kazdé zapsané Teseni predstavuje
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nékolik Tesent ciselngch?

P kyve radostné hlavou: NO! Ted téch Sest... Ne, co devét (rizngch
cisel/pismen)? A co zaporny, to by bylo! Nechcete taky desetinng?

U: Proc?

P: To nechci. Ale zdporny zkusim.

U: Pak musis odlisit ¢isla opacnd.

P: No — (a, —a).

U: Pro¢ nepracujes?

P: Nesla by tam bdsnicka? (Mysli souc¢asné na ¢isla a na text.)

a|m]| b alalb albl|a al|lb|c b|lc|b
b a | m al|lbla blala d|lel|b alala
ml| b | a bla|a alalb d|d]| a d|el|d

Zvysena kriticnost u zakid daného véku méni pohled na vybérové
tlohy pro nadané. Nezajimavy namét, namét s generac¢nim posunem
nebo ,,umélé tlohy“ jsou prvky demotivujici zéka v feseni tiloh v Mate-
matické olympiddé a podobnych soutézich. Z Matematické Rallye 50 %
nadprimérnych odmitlo fesit ,,umélé tlohy* (o dortu krdjeném na se-
dmnéctiny, o fleku na utérce na naddobi, o poétu krokii na schodisti, ... )
a dokonce o nesmyslnosti tlohy v nékterych pripadech presvédcovali
ostatni. TTi z nich navrhovali slohovou tpravu tlohy tak, aby byla bliz
realité.

Zajimavé tulohy jsou pro nékteré zaky v dusledku omezeni schopnosti
pouzit nové techniky nebo pozadované zptisoby komunikace nefesitelné ¢i
jen obtizné Fesitelné. Resit zajimavou nestandardni tlohu, kdy# ostatni
fesi néco jiného, vyzaduje i uréitou sebedivéru. Tvofivost v matema-
tice [5] je podminéna tim, ze autor-zdk je dostateéné odvazny a prezen-
tuje sviij ,puvodni“ ndvrh pied ostatnimi, soucasné je tvotivost (aby
byla tvofivosti) zavisld na reakci okoli na novinku, na ocenéni pivod-
nosti. Uznani jiz neni jen potifebou osobni vzhledem k typu nadprimeér-
ného zaka, ale uz je i nutnosti pro feseni vybérovych nadstandardnich
tloh. Tvorba tloh nebo tvofivost uplatnénd v procesu feSeni je na jedné
strané vysoce cenéna, ale na druhé strané v oblasti socialni v obdobi
puberty ne zcela jednoducha.

Situace 9, Honza, osmy ro¢nik
H septa: Co délas, v...?
Ondra: Tvorim.

H: Jen jestli nesplhas!
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O: Nerus.

H: Sem se lek, Ze néco Tesis.

Komplexné pojaté ulohy projektového nebo poloprojektového typu
nebo referaty (napiiklad: Velk4 éisla v cizich jazycich, Cisla a jejich zapis
v historii, Vyjadfeni poc¢tu jinak nez zakladni ¢islovkou, Golf a mate-
matika, Pravdépodobnost vyhry, Méfeni v historii a dnes, Grafy funkci
v 1ékarstvi, Grafikony a funkce, Uziti pismen v matematice, Geometrie
v architektufe, Symetrie v zahradni architektute apod.) sice zéky moti-
vuji, ale ne vSichni si troufaji je prezentovat pied celou t¥idou.

Situace 10, Tereza, sedmy roc¢nik

Tereza chce prezentovat svij projekt Historie — vytvarné umeéni a
télesné proporce. Domlouvéa se s Petrem.

P: Ty uz to chces tikat?

T: No a?

P: Jd to mdm a nechlubim se s tim.

T: UZ jsem myslela, Ze ses na to vyflak. Nech mi bejt, jo.

Situace 11, Honza, osmy ro¢nik

H: Nemohl bych misto referdtu tesit ulohy, treba algebru, nebo alge-
brogramy?

U: To myslis, Ze bych ti je zadala, nebo bys je vymyslel.

H: Moznd @ vymyslel.

U: Tak dobre, ale tak, zZe nékteré budou mit jedno Teseni, jiné vic
a zarad i takovou wulohu, kterd veSeni memd. Pokud nékde budes hledat
inspiraci, napis, odkud jsi cerpal.

Vasek: Muzu taky?

U: Tobé zadam néjaky novy problém, musis najit vlastni resent a rict
mi, jak jsi uvaZoval.

Zjevné je ukol motivujici, avSak pfes pékné vztahy ve tridach jsou zde
jisté obavy z prezentace, ktera u nékterych omezuje chut kol fesit. Nejde
jen o obavu z prezentace pred ostatnimi, ale i o obavy z kritiky obsahu,
jazyku, zajimavosti prezentace informaci a zptsobu prednesu (nékdy i
obrazové doprovodné prezentace), matematika je v obavach z kritiky
v pozadi. Takové parametry jsou v jazykové skole nastaveny v jazyko-
vych hodindch (Casto zafazované projekty a referdty). V matematice
nejde o volné téma k procviceni jazyka, ale je zde dan nesnadny obsah
a naroc¢nost na uplnost informaci a presnost vyjadirovani. Ke zpracovani
témat je potieba pracovat s riznymi prameny, coz je nové. Jistym kom-
promisem pro prezentaci v jazykové skole je tedy prace ve skupinach. Re-
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feraty jsou prezentovany soucasné na vice mistech a zaci si podle zajmu
voli skupinu, jejiz téma je zajima. Velmi tc¢inné je zadani tvorby tloh
v ramci zadanych podminek pro nizsi ro¢niky — zpravidla zajimavé nebo
soutézni tlohy pro mladsi.

Za zamysleni stoji i analyza tstni komunikace: uzivané vazby, ,,mate-
matickd® slovni zasoba a jeji strukturace. Sledovani slovni zasoby v sou-
vislosti s mentalnimi mapami na prvnim stupni jazykové skoly vyka-
zuje znacnou pestrost, na druhém stupni se ve vyssim poctu vyskytuje
sgrupovani na jinych principech, nez je tfidéni dle témat, a nékdy nece-
kané chybi hierarchizace. Vypis ,matematické slovni zasoby* v limitova-
ném case vykazuje i jazykova kriteria, napt. shodné pocatecni pismeno
(polomér, primka, pocitat, porovnat, ...) nebo shoda v posledni slabice
(mensenec, scitanec, ctverec, . .., Citatel, mengitel, délitel, .. .).

6. Zvlastni RVP, nebo individualni plany v ramci SVP?

Z dlouhodobych diskusi k pojeti prace s nadprumérnym zakem a z po-
rovnani zkusenosti mych evropskych kolegti plyne, ze prace s nadprameér-
nym zékem na prvnim stupni ZS by méla byt vSestrannd, v matematice
by neméla preskakovat ve velkych celcich, ale vice sméfovat do hloubky,
méla by umoznovat zobecnéni, rozvijet intenzivnéji alternativni a vzta-
hové mysleni, spojovat matematiku s jeji historii. Ukazuje se vhodné
zaradit, dfive nez u praumérnych, v souladu s principem uziti véasného
kontrastu nad plan RVP obor celych ¢isel a v ném predevsim zahdjit ope-
race s¢itdni a od¢itani (¢tvrty rocnik), dfive rozvinout praci se zlomky
a zavést praci s pismeny jako pfipravu na algebru. Naprostou nutnosti
jsou nestandardni slovni tlohy, kombinatorické tlohy, tlohy zaloZzené na
kterych hraje roli orientace v prostoru a v ¢ase, prace s podminkou ne-
readlnou. U metod prace cilené pouzivat ve vhodnych situacich metodu
vylucovaci, tabulkové metody, lokani diikaz sporem, posileni funkce mo-
delu, zpfesnéni feci.

Na druhém stupni jazykovych skol 1ze zahajit vyuku algebry diive nez
v osmém rocniku, u probirané latky lze zobecnénou zkusenost zapisovat
algebraicky, posilit v ramci probrané latky tvorbu tloh s respektovanim
specifickych podminek (napi. Sestav dlohu tak, aby v ni byly viechny
Gtyri operace, nejmensi/nevétsi ¢islo bylo ... a vysledek ilohy vysel zd-
porny, ale vétsi neZ ...), s vy$§imi ndroky na podet Feseni, pouzité jed-
notky, s naroky na metodu feseni, zaradit ulohy parametrické. V sestém
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ro¢niku jsou relativné oblibena témata: kriteria délitelnosti a vypocty
v jinych pozicnich ¢iselnych soustavach. Motivacnim zpestienim je zaia-
zovani vybranych stolnich her s tikoly na objeveni optiméalnich strategii,
na hledani souvislosti hry s matematikou, tvorba vlastnich strategickych
her, vyhledavani matematiky v informacich podéavanych v médiich — in-
terpretace informaci (napf. v souvislosti s reklamou, finanéni matemati-
a pravdépodobnosti, prace s narocnéjsimi funkcemi, nez jsou v RVP.
Pro jazykové orientované zéky je zajimavé téma Sifrovani, které posiluje
védomé uziti substituce. V ramci projekti ¢i podprojektt je zajimavé
propojovani matematiky s pfipravou na rtiznd povolani, femesla, vol-
nocasové aktivity véetné sportii (golf a matematika a podobné). Radu
nadprimérnych zakt zajimé spojeni matematiky s praci politiki, at jde
o politickou reklamu (prezentace preferenci, argumentace pro projekty
apod.) nebo rozpoctovani (Honza (2011), sedmy roénik: Jak je mozné,
Ze se v rozpoctu snémovny zapomnélo na dané a jak se to pocitd? — na-
sel vzor pro ostatni). Celkové je vhodné posilit praci s kvantifikovanymi
vyroky a s védomym zpracovanim negace nejen jednoduchych vyroki.
Referaty o praci s vyroky nebo s negaci zaci ¢asto chapou jako jazykové
cvi¢eni vné matematiky. Propojeni literatury/filmu s matematikou jim
otvird nové tematické okruhy (napiiklad: Vyhledej, kde vgpocet pomohl
k vylusténi zahady/zachrdnil hrdinu.).

Byla jsem nékolikrat vyzvana k pfipravé individualniho studijniho
planu zfejmé v domnéni, ze lze sestavit obecny plan pro libovolného
nadprimeérného zdka. Jak bylo uvedeno vyse, je zfejmé, ze mezi nad-
prumérnymi zaky na druhém stupni jsou znacné rozdily, které zaviseji
na osobmnostnich rysech, na pfedchozim zptisobu vyucovani, na pianich
rodictt a na jejich filosofii vyuky, na deficitech v nékterych oblastech
(nejen v matematice, ale i v niz$im rozvinuti nékterych schopnosti, v za-
Zeni zkuSenostniho spektra), na specifickych zkuSenostech vzniklych ve
volnocasovych aktivitach, na slozeni t¥idy a na jedincovych motivac¢nich
faktorech. Jak se ukazalo, tak i typ skoly a proporce mezi hodinovymi do-
tacemi mohou mit vliv na rozvoj jeho potencialu i na pripadné sestaveni
individualniho planu. PohliZzejme tedy na nadpriumérné jako na zaky vy-
zadujici zvlastni péci. V sestavovani planu je tteba dalsiho dlouhodobého
zkoumani. Individualni plan téchto zakt by mél byt proto flexibilnéjsi,
nez je tomu u zaku se specifickymi potfebami.

67



Literatura

[1] Kaslovd, M.: Komunikace a talent. In: Zhouf, J. (ed.) Ani jeden matematicky
talent nazmar 2003. Pedagogické centrum, Hradec Kralové, 2003, s. 49-58.

[2] Kaslova, M.: V§voj pisemné komunikace v matematice na 1. stupni ZS aneb
cesta zaka P k ¢islu a. In: Zhouf, J. (ed.) Ani jeden matematicky talent nazmar
2005. Pedagogicka fakulta UK, Praha, 2005, s. 71-82.

[3] Kaslové, M.: Rozdily ve strategiich Feseni u devitiletych zaki. In: Zhouf, J. (ed.)
Ani jeden matematicky talent nazmar 2007. Pedagogicka fakulta UK, Praha,
2007, s. 138-146.

[4] Kaslova, M.: Predmatematické ¢innosti. Raabe, Praha, 2010.

[5] Sarrazy, B.: Tvorba v matematice: nezbytna iluze? Predndska na védecké kon-
ferenci porddané ZCU a JCMF. Plzeii, 2011.

[6] Spagnolo, F.: Matematické modely a jejich tskali. Predndska na konferenci CIE-
AEM. Londyn, 2010.

O talent je tieba se starat uz na ZS

Kléra Krej¢ickova ', Aneta Mirova?, MFF UK Praha

ABSTRAKT. Cldnek pojedndvd o talentovanijch détech, jak se nejcastéji cho-
vajt, jaké maji problémy, vyhody, jak se s nimi vyporddat. Dale je predstaven
matematicky korespondencéni semindy Pikomat MFF UK, ktery zastituje, jak
sam nazev napovidd, Matematicko-fyzikalni fakulta Univerzity Karlovy. Dale
se zde pojedndvd o jednodenni matematicke soutezi MaSo pro Zaky zdkladnich
skol, kterd spadd pod zminény semindr Pikomat MFF UK.

Jak se pozna talentované dité

Nejdiiv jsme se zamyslely nad otazkou, jak takové talentované déti
poznat v kolektivu, ¢im se vyznacuji nebo ¢im zaujmou. Ze zkuSenosti
z tabord a soustfedéni Pikomatu MFF UK bychom chovani téchto déti
rozdélily na dva typy. Bud jsou to déti hyperaktivni, které narusuji vy-
uku, vétsinou z dtvodu, Ze se nudi, rady na sebe upoutavaji pozornost
a vSem maji potfebu ukazovat, ze jsou lepsi. To jsou déti, které vi, ze
vynikaji. Ale pozor, ne kazdé hyperaktivni dité musi byt nutné talento-
vané.

le-mail:klara.krejcickova@seznam.cz
2e-mail:anetica@seznam.cz
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Nebo jsou to naopak déti presného opaku. Déti, o kterych ani nevite,
Ze je ve t¥ide mate, jsou velmi tiché. Jsou to déti skromné a hodné. Jsou
to ty déti vzadu ve tiidé, které si potichu ctou néjakou knizku. Ziejmeé ne
kazdé dité, které ¢te pod lavici, musi byt darebak; dost ¢asto je to proto,
7e dané latce rozumi a nudi se a ma potiebu se vzdélavat dal. Tyto déti
velmi rady pomohou svym spoluzdktim, poradi, napisou ukol. ..

Bohuzel presny navod, jak poznat talentované déti, neexistuje.

Problémy talentovanych déti

Miize se zdat, ze talentované déti to maji v zivoté jednoduché, vsechno
umi, vSechno znaji. Ale pravé naopak. V nasi spole¢nosti si stale jesté
zvykame, ze je nékdo ,jiny“. Chytré déti maji problém se zaclenénim
do kolektivu, protoze bud nemaji potiebu a sedi s knizkou v rohu, nebo
zase jsou to ty vidcovské typy, které ostatni déti nemaji rady.

Dost casto se stava, ze nejsou pochopeny ze strany spoluzaki, ucitelt
a co je nejhorsi, tak mnohdy ani ze strany rodi¢i. Nechapou jejich touhu
po védéni, ucitelé nemaji cas se jim vénovat tolik, kolik by potiebovaly.
Matematicky nadané déti doma casto slysi, ze matika je k nicemu, ze
ji v zivoté nebudou potifebovat a at se vénuji néfemu prakti¢téjsimu.
7 toho plyne i nedostatecna motivace nadanych déti pro rozvoj nadani,
ztrata nadseni a postupné se z téchto déti stava ,,normalni“ dité, protoze
pokud talent neni rozvijen, upada. Pokud je dité motivovano, tak se ale
Casto setka z nedostatkem informaci pro dalsi rozvoj.

Navrhy Feseni téchto problému

Kazdy problém se d4 fesit, kdyz je o néj zdjem. Talentovanym dé-
tem mutzeme s jejich problémy také pomoci. Problém s kolektivem se
da vytesit tak, ze budeme sdruzovat déti se stejnymi zajmy; na to jsou
idealni matematické tabory, soustfedéni, seminafe. S tim souvisi i pro-
pagace matematickych soutéz pro ZS, které tato soustfedéni a tabory
organizuji.

V dnesni dobé je velmi dilezité zacit matematiku popularizovat, aby
rodice a spoluzéaci pochopili, Ze to neni zas tak strasnd véda. A je v ni
spoustu zajimavého a pékného.

Matematické soutéze

Uz jsme se zminily o matematickych soutézich, ty se déli na korespon-
dencni seminéfe a ,,ty ostatni“. Korespondenc¢ni seminéfe trvaji cely rok,
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dité fesi doma, FeSeni sepiSe a posle, organizatori dosla feseni opravi a
poslou zpét se zadanim dalsich prikladu. Na konci roku jsou nejlepsi
fesitelé odménéni vécnou cenou, soustiedénim apod. Mezi tyto soutéze
patii napfiklad [2]: Pikomat MFF UK, ,Prazsky“ Pikomat, ,Brnénsky“
Pikomat, KoKos a dalsi regionalni soutéze.

Mezi ostatni matematické soutéze mizeme zaradit Matematickou
olympiadu, Pythagoriddu, Matematického klokana, MaSo, ... Prvni tfi
asi vsichni divérné znaji, k MaSu se vratime pozdéji.

Pikomat MFF UK a MaSo blize

Nyni predstavime matematické soutéze, které organizujeme.

Pikomat MFF UK [1] je korespondenéni seminaf pro zaky 5.-9. t¥id
78 a piislugnych roénik gymnazii. Mame dlouholetou tradici, letos pro-
bih& jiz 26. ro¢nik. Organizatoii jsou predevsim studenti MFF UK pod
vedenim Klary Krejcickové. Pikomat ma Sest sérii po sedmi tlohéch,
ale do vysledkové listiny se zapocitava pouze Sest nejlépe hodnocenych.
Déti se nauci i matematickym formulacim, protoze po nich chceme slovni
komentar jejich feSeni. Samotny, i kdyz spravny vysledek je pro nas
nedostatecny. K feSeni prikladi je dilezité jisté matematické mysleni,
které déti mohou postupné rozvijet a vylepsovat. Potfebny matematicky
aparat se déti nauci ve skolach. V sérii se vyskytuji zajimavé naiiklad
geometrické, logické, kombinatorické nebo stereometrické tulohy.

Pro nejlepsi fesitele poradame jarni tydenni soustiedéni, kde se déti
cCastni dopolednich nejen matematickych prednések, odpoledne hraji
vétsSinou nematematické hry v prirodé. O matematiku, ale ani o pohyb,
nouze neni. O prazdninach pro vSechny pripravujeme letni tabor, ktery
je dvoutydenni a mé program podobny programu soustfedéni. Nudit
se nebudou ani déti, které matematika tolik nezajima. Posledni roky
se Pikomat MFF UK setkava s ipadkem fesiteltl, v minuljch roc¢nicich
bylo aktivnich pies 200 fesiteld, nyni mame problém ziskat Tesitelt sto.
Nejspis to bude zminénou nedostatecnou propagaci matematiky.

Pod Pikomat MFF UK spada taktéz jednodenni MAtematickda SOu-
téz pro Ctyiclennd druzstva zaka 5.-9. t¥id ZS a piislusnych rocéniki
gymnazil. MaSo probihd dvakrat ro¢né — jarni a podzimni béh. Letos
v kvétnu probéhlo MaSo jiz po jedenéacté. Organizatori jsou taktéz pre-
vazné studenti MFF UK. Jeden den se sejdou zZaci prazskych skol do
budovy MFF UK na Malostranském nameésti, kde hodinu a ptl v tymu
pocitaji priklady, které ve skole nepotkaji. K tomu hraji doprovodnou
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hru, aby se naucili pracovat s pridélenymi body za vypoctené priklady.
Vétsinou se jedna o upravu néjaké deskové hry. Jak uz bylo feceno, MaSo
je zatim pouze pro prazské skoly, ale ostatni neodmitame, jen je nezveme.
Prazské skoly zvladaji kapacitu pokryt. Dokonce zac¢iname mit problém,
jejich zajem presahuje kapacitu. Chapeme, ze se kvili jednomu dni ne-
budou na MaSo do Prahy plaho¢it zaci naptiklad z Ostravy. Proto nasim
cilem je, spojit se s jinou skolou, nejlépe na Moraveé, a tim MaSo rozsitit.

Literatura

(1] Kolektivy autoru: Pikomat MFF UK. Rocenky soutéze.

[2] Zhouf, J. a kol.: Matematické pribéhy z korespondencnich semindri. Prome-
theus, Praha, 2006.

Geometrie pro vSechny a geometrie pro talenty

Frantisek Kufina, UHK, Hradec Kralové!

ABSTRAKT. Cilem tohoto prispévku je ukdzat na nékolika tlohdch, Ze dosti
casto lze bézné skolnt ucivo rozvinout tak, aby zaujalo © Zdky nadané.

Uvod

Ve své dlouhé praxi jsem se se studentem mimoradné nadanym na
matematiku nesetkal. Nebo — i to je mozné — jsem to na ném nepo-
znal. Talentovany student se totiz nemusi projevit jako student ,vzorny*“,
ulohy skolni matematiky ho mohou i odpuzovat svou ,nejapnosti“. O jed-
nom z genidlnich matematiki Evaristu Galoisovi (1811-1832) napsal
polsky matematik a fyzik Leopold Infeld poutavy romén, v némz o Skole
mladého Evarista piSe napt.: ,Vétsina zaki se ucila matematice stejné
jako Tec¢tiné nebo latiné, pfeménujici ji v mrtvou kostru, ve sbirku nud-
nych vzorcl, kterym se zaci ucili ze dne na den nazpamét. Vidél, jak
v této skole dovedou s nedostiznym uménim zmeénit krasu v nudu, logiku
v dogmata, feckou svatyni v rumisté kament ([1], s. 56).“ Muzeme se di-
vit, ze jeho ucitelé o ném napsali: ,,Je povidavy. Nelze u ného pozorovat
ani stin lasky k néjaké praci. Je nedbaly... Neustéle se zabyva nécim,

le-mail:frantisek.kurina@uhk.cz
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co by nemél délat. Je to s nim den ze dne horsi ([1], s. 62).“ Tento stu-
dent pise svému otci: ,,Zkousejici mi zacal sy¢ivym hlasem klast idiotské
otézky... Zadal pouze, abych ze sebe chrlil vzorce, nezajimaje se o to,
zda jim vibec rozumim. Chtél, abych vSechno vysvétloval podle nejap-
ného textu z ucebnice. Mit vlastni metody a napady povazuje ziejmé za
velké provinéni ([1], s. 66).¢

Galois zahynul v souboji ve svych jednadvaceti letech v roce 1832,
v roce 1909 byly jeho védecké objevy proslulé v celém svété a rozhodu-
jicim zptusobem ovliviiovaly rozvoj moderni matematiky ([1], s. 273).

Genius se neda zlomit, pro ného je kazdd skola dobrd, jak napsal Otto
Wichterle [2]. Rozvijet zdjem a udit matematiku zaky s ndznakem zajmu
a talentu je ovSsem dtlezité a o praci s nimi se chci s vami podélit.

V dalsim uvedu Sest geometrickych tloh, které mohou Tesit zaci na
konci zakladni skoly, fesil jsem tyto tlohy s osmi absolventy stfedni skoly,
ktefi zadné zvlastni matematické nadani nevykazovali, méli vsak o mate-
matiku zajem. Prvni tii tlohy jsou spjaté s ucivem probiranym ve skole,
druhé trojice uloh vzesla z podnéti historickych.

Prvni trojice tiloh

Uloha 1. Na pifmce o sestrojte po fadé body A, S, B, C tak, ze plati
|AS| = |SB| =4 cm, |SC| = 6 cm, a kruznici £(S;4 cm). K libovolnému
bodu X kruznice sestrojte bod X’ poloptimky X C tak, ze [ X X'| = 6 cm.
Co vyplni body X', probihd-li bod X kruznici k (obr. 1)7

Obr. 1

Reseni tlohy zac¢ind pozornym piectenim textu, na néz navazuje nary-
sovani danych prvki. Tuto ¢ast ilohy by méli zvladnout vsichni zaci. Na-
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sleduje konstrukce nékolika bodt X’ pfi rtizné volbé vychoziho bodu X.
Nékterym zaktm jiz déla konstrukce potize, ackoliv textu rozuméji. Ve-
deme je vhodnymi otazkami, pfipadné opakovanim konstrukce mimo ob-
rézek se zvolenymi body X a C. Nadani Zaci jiz tusi vysledek: body X'
vyplni jistou k¥ivku a kladou si otazky typu: Bude krivka prochdzet bo-
dem C'? Bude soumérnd podle osy o? ReSeni tilohy je na obr. 2.

Obr. 2

Uloha 2. Sestrojte kruznici k(S;5 cm) a jeji k sobé kolmé priméry AB,
CD. K libovolnému bodu X kruZnice k sestrojte bod z’ polopfimky SX
tak, Ze je od bodu S stejné vzdaleny jako bod X od pfimky AB. Co
vyplni body X', probiha-li bod X kruznici k (obr. 3)?

c
X
X‘
A S
k

D
Obr. 3
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Reseni tlohy zac¢ind stejné jako u tlohy 1. Po etapé experimentovani,
které ma raz rysovani (obr. 4), nastava formulace hypotézy a jeji diikaz.
Ten patné zvladnou samostatné jen nadani zaci devatého rocniku.

c-=c'

D
Obr. 4

Uloha 3. Sestrojte kruznici k(S;5 cm) a jeji teénu p v bodé T'. K libo-
volnému bodu X tecny p sestrojte bod X’ jako patu kolmice sestrojené
z bodu T na pfimku SX. Co vyplni body X', probiha-li bod X pfimku p
(obr. 5)7

| x
XI
r
S
k
P
Obr. 5
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Resen{ je analogické k feseni tilohy 2 (obr. 6).

Obr. 6

Ve vsech tfech tlohach jsme vysli od zakladnich konstrukei a dospéli
jsme prirozené k otazkam o obrazu kruznice, respektive piimky v po-
psanych zobrazenich. Vysledky mohou byt pro zvidané zaky zajimavé:
v prvnim pfipadé je obrazem kruznice ,osmicka®, v druhém dvé kruz-
nice, ve tfetim pripadé je obrazem pfimky kruznice.

Druha trojice iloh

Podnétem pro zajimavé tlohy pro nadané zaky budou nyni tlohy
pocetniho charakteru.

Uloha 4. CiSe tvaru rota¢niho kuZele je z jedné poloviny vysky naplnéna
vinem. Jakd ¢ast objemu ¢ise je prazdné (obr. 7)?

tola
<

JAKA CAST

OBJEMU 2

ol
<

Obr. 7
75



Je zajimavé, ze trvalo cely tyden, nez jedna studentka dosla ke spravné
odpovédi (7/8 objemu). Pfitom tento vysledek ziskala vypoctem objemu
,malého“ a ,velkého* kuzele, nikoliv tvahou o objemu dvou podobnych
téles. O tuto problematiku mutze probudit zajem otéazka typu: Dité vdzi
27 kg. Kolik bude vdzit dite, jehoZ ,kaZdy“ rozmér bude trikrdt mensi
nebo trikrat vétsi? Spravnou odpovéd miize navodit obrazek ,trpaslika‘
a ,obra“ v kvadru (obr. 8).

OBR_

TRPAGLIK_

il

Obr. 8

Uloha 5. Vypoditejte objem pravidelného ¢tyisténu, jehoz hrany maji
délku a.

V dloze je potfeba osvétlit stereometrické souvislosti. Nadani zaci
by si ovsem meéli polozit otazku, pro¢ objem jehlanu se vypocita podle
vzorce

1
V= gS’U

Elementédrni odpovéd lze uvést zndmym postupem s uzitim Cavalie-
riho principu, ktery je zaktim dobfe pfistupny v Archimedové formulaci:
Jestlize do dvou nddob pritékd voda tak, Ze v kaZdém okamZziku mad hla-
dina vody tyz obsah, pak md voda v obou ndadobdch tyz objem. Podrobnéji
je tématika zpracovana v knize [3].

Ackoliv Jaroslav Kurzweil napsal Matematika je krdsnd. Co bylo
pravda véera, je pravda i dnes, muzeme zaktim zadat tlohu, ktera doku-
mentuje, ze i v matematice musi byt nékteré vysledky po ¢ase revidovany.

76



Uloha 6. Ukazte, ze souc¢et obsahti kruhti sestrojenych v rovnostranném
trojuhelniku podle obr. 9 je mensi nez soucet obsahii kruhii sestrojenych
podle obr. 10.

Obr. 9

Obr. 10

Vypocet je sice dosti pracny, ale nadany student jisté ndmahu rad po-
stoupi, sdélime-li mu, ze od roku 1803 se pokladal za spravny Malfattiho
vysledek, ze k maximu souctu obsaht kruhii ,,vepsanych“ do kruznice
vede konstrukce na obr. 11, nez v roce 1929 dokazal Michal Goldberg,
Ze tomu tak neni. Je zajimavé, ze k vyvraceni Malfattiho omylu staci
pohled na obr. 12 a 13.



Obr. 11

Obr. 12

Obr. 13

Zavér

Podle mého nazoru je mozné rozvijet matematické nadani zaku a
studentt kladenim zajimavych a ne prili§ naro¢nych otazek v pribéhu
dobfe organizované normalni Skolni vyuky. Nékolika priklady jsem se
snazil tuto tezi dolozit. Posudte, zda je takovyto pfistup v praxi redlny.

Literatura

(1] Infeld, L.: Vyvolenci bohd. Mir, Praha, 1952.
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K vyhledavani talenti *

Josef Molnar ', Pf¥F UP Olomouc

Jana Slezékova 2, Slovanské gymnézium Olomouc

ABSTRAKT. Ezistuje vada kritérii slouZicich k vyhleddvdni matematicky na-
Do mozaiky nabidky metod slouZicich k tomuto ucelu patri bezesporu didak-
ticke testy. Jeden z mich, konkrétné test geometrické predstavivosti ovéreny na
vice nez tisici resitelich je zde nabidnut k verejnému uZiti.

Talentovani jedinci potrebuji ke svému rozvoji podporu. Jak ale roz-
poznat, kdo si tuto prizen zaslouzi, koho povazovat za nadprimerné
nadaného?

Zjistovani mimorddného nadani provadi podle vyhlasky ¢. 73/2005
Sb. (o vzdélavani zaku se specidlnimi vzdélavacimi pot¥ebami a zaka
mimotadné nadanych) skolské poradenské zafizeni. V rdmci projektu
,Prace s talenty“, ktery je fesen na ZS Ctyilistek v Uherském Hradisti
(ve spolupraci s 8. ZS Zlin-Malenovice, Gymnaziem Zlin-Lesni ¢tvrt a
UP v Olomouci), jsme k identifikaci nadpramérnych zaku zvolili néasle-
dujici 4 kriteria: (1) didaktické a diagnostické testy, (2) vysledky v inte-
lektovych soutézich, (3) hodnoceni vyucujicich, (4) nézory rodi¢i.

K ziskdvani objektivnich nazort rodic¢i zejména u déti predskolniho a
mladsiho skolniho véku byl pouzit pripraveny popularizac¢ni letak s infor-
macemi o projevech talentovanych déti a dotaznikem. Zaklad hodnoceni
uciteli tvori znamky ze sledovanych predmétii, které jsou dle potieby do-
pliiovany dalsimi informacemi. Zohlednovany byly vysledky v soutézich
typu Matematicky a P¥irodovédny klokan, oborové olympiady, Pythago-
ridda, korespondenéni soutéze, SOC, Cmelda Pepik aj.

Na zékladé brainstormingu projektového tymu bylo pristoupeno
k tvorbé vlastnich didaktickych testid pro jednotlivé vékové kategorie.
K testovani zak 1. a 2. ro¢niku ctyfletého gymnézia a jejich vrstev-
nikd ve viceletych gymnéziich, kde se vyhledavali nadprimérné nadani
zaci na matematiku, byly zpracovany tii testy — test vSeobecné inteli-

1
2

e-mail: molnar@inf.upol.cz
e-mail: slezakov@seznam.cz

*Clanek byl zpracovan za podpory projektu ESF OP VK CZ.1.07/1.2.08/02.0017
»Prace s talenty — Vyhledavani talenti pro konkurenceschopnost a prace s nimi“.
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gence, test geometrické predstavivosti a test zaméreny na Feseni slovnich
uloh. V nasem pfispévku se podrobnéji zamérime na Test geometricke
predstavivosti TP2.

Test, jehoz zadani naleznete v zavéru prispévku a jehoz hlavni autor-
kou je Jana Slezdkovéa, byl inspirovan Testem ¢tverci, ktery je subtestem
Amthauerovych IQ testi a ktery je odvozen z tzv. Rybakovovych figur.
Spravné feseni kazdého ze 40 tkolu testu je hodnoceno jednim bodem,
doba urcena k reseni byla stanovena na 20 minut. Testovani probéhlo
v Cervnu 2010 a zGcastnilo se ho 1 142 zaka (421 chlapct a 721 divek)
z gymnazii, kterd jsou fakultnimi skolami P¥F UP v Olomouci.

Podrobné statistiky zpracovanych vysledkt jsou soucasti disertac¢ni
prace spoluautorky prispévku a vytah z nich byl odevzdan k publikovani
v casopise E-pedagogium. Zde proto jen stru¢né: Pramérny bodovy zisk
¢inil 29,7 bodu, coz je 74,2 % maximélniho bodového zisku, chlapci do-
sahli mirné lepsich vysledkt nez divky a prokazala se souvislost vysledkt
testu se zndmkou z matematiky.

7 naseho Setfeni dale vyplyva, ze pokud budeme tlohy radit podle
stoupajici obtiznosti, budou sefazeny takto: ¢. 14, 9, 2, 30, 3, 28, 21, 7,
33, 38, 23, 15, 25, 36, 1, 34, 27, 32, 16, 8, 5, 40, 39, 13, 4, 29, 20, 24, 18,
17, 10, 11, 22, 26, 31, 6, 12, 35, 37, 19.

Reliabilita testu TP2 byla zjistovana metodou piileni a porovnévéna
s vysledky Testu ¢tvercti — u TP2 je reliabilita » = 0,837, u Testu ¢tverci
¢ini » = 0,812 [5]. Nase méfeni lze povazovat také za validni (na hla-
diné vyznamnosti 0,05), pficemz k posouzeni validity byla jako vnéjsi
kriterium zvolena znamka z matematiky a k vypoctu korelace pouzit
Spearmantiv koeficient.

Vznikl tak sice nestandardizovany didakticky test, ktery byl nicméné
ovéren na dostatecné velké skupiné probandt, a muze tedy slouzit k po-
rovnavani trovné geometrické predstavivosti studenti 1. a 2. ro¢niki
¢tytletych gymnézii a jejich vrstevnikia z viceletych gymnéazii, pripadné
dalsich stfednich skol.
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Priloha: Test TP2

Mnohothelnik jednim Fezem rozdélte tak, aby po premisténi jedné
¢asti ke druhé (pouze v predstavich) vznikl rovnostranny trojthelnik.

1. 2. 3.
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Inspirujici svét klasickych jednoduchych substitu¢nich
Sifer
Michal Musilek, PiF, Univerzita Hradec Kralové !

ABSTRAKT. Kryptologie md velky motivacni a mezipiedmétovy potencidl. Sub-
stituéni Sifry lze chdpat jako zvldstni typ zobrazeni. Sifry slouZici k utajeni
zprav @ kody slouZict k usnadnént prenosu zprav na dalku lze zndzornit pomoct
prevodovych tabulek. V clanku je uvedeno nékolik graficky zajimavych Sifer
a kodu. Formou teSenych prikladi seznamuje s dvéma zdkladnimi metodami
lustent jednoduché zameény, lustéenim pomoci predpoklddany slov a pomoct frek-
vencnt analyzy. Mimo to obsahuje celkem dvandct uloh k samostatnému resent,
jejichz vysledky jsou uvedeny souhrnné na konci clanku.

Uvod

Jednou z cest, kterou lze zpestfit vyuku matematiky talentovanym
zaktm, je zaclenéni uciva vénujiciho se zakladim kryptologie, tj. nauky
o tajné komunikaci (z feckého kryptds — skryty), ponékud zjednodusené
feCeno o Sifrach. Jde o ucivo s velmi silnym mezipredmétovym potencia-
lem, protoze pro praci se Siframi, zejména pro jejich lusténi potfebujeme
jazykové znalosti (matefsky nebo cizi jazyk podle toho, jaky otevieny
text byl zasifrovan), matematiku (Sifrové systémy lze popisovat matema-
tickymi prostfedky), informatiku (fadu rutinnich postupt v ramci Sifro-
vani, desifrovani ¢i lusténi 1ze zapsat jako algoritmy ve vhodném progra-
movacim jazyce). Neméli bychom vynechat vyucovaci pfedmét déjepis,
protoze historie tajné komunikace sahd do doby starovékych civilizaci a
skryva velmi zajimavé a dramatické ptibéhy.

Zakladni pojmy

V minulém odstavci jsme pouzili nékolik pojmt, které bychom si
méli ujasnit. Otevieny text (OT) je bézny &itelny text v daném jazyce.
Pomoci $ifrovdni (angl. encryption) z néj vytvofime na prvni pohled
naprosto necitelny Sifrovy text (ST) pomoci predem daného algoritmu
jsou urceny jen algoritmem. Opaénému postupu, kdy ze ST ziskdvame
OT se znalosti algoritmu a klice, fikdme deSifrovani (angl. decryption).

le-mail: michal.musilek@uhk.cz
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wevs

kdy se lustitel snazi ze ST ziskat OT bez znalosti Sifrovaciho algoritmu
nebo bez znalosti klice [8]. Anglické ekvivalenty pojmi uvadim proto,
ze se v jejich prekladech chybuje a slovo ,,deciphering®* se velmi c¢asto
chybné preklada jako desifrovani, nikoliv spravné jako lusténi.

Nauka o pouziti riznych Sifrovych systému, tedy o Sifrovani a deSifro-
vani, se nazyva kryptografie, zatimco lusténim Sifer a v§im, co s lusténim
souvisi, se zabyva kryptoanalyza [1]. Tteti soucésti kryptologie je stega-
nografie, zabyvajici se ukryvanim tajnych zprav tak, aby byla utajena
sama jejich existence (napf. pouzitim neviditelnych inkoustt, ¢ fotogra-
fickych mikrotecek).

Vsechny klasické sifry i jejich moderni pocitacové obdoby vychazeji
ze t¥i zdkladnich principti. Prvnim je substituce, ¢ili zdména znaku (pis-
mene, resp. skupiny znaki) OT jinym znakem (resp. skupinou znaku).
Druhym je transpozice, ¢ili zména potadi znakt zprivy (promichani
podle urcitého klice). Tretim je jednotkové pripoctent hesla. P¥i ném mu-
sime pismena OT nejprve prevést na cisla, ¢imz ziskdme mezitext, ktery
potom s¢itdme modulo dany zdklad (napf. 26 pro pismena mezinarodni
abecedy) s ¢iselnym heslem. Nakonec provedeme ptevod z ¢isel zpét na
pismena. Pokud pfrevedeme znaky do série dvojkovych dislic a pak sci-
tame bit po bitu s bindrnim heslem, mizeme misto s¢itdni modulo 2
hovorit o logické operaci XOR (¢ili nonekvivalence).

Monoalfabeticka substituce

Daéle se budeme zabyvat jednim typem sifer, kterym je jednoducha
zdména (¢ili monoalfabetickd substituce). To znamend, ze kazdé jed-
notlivé pismeno OT nahradime vzdy stejnym jednotlivym znakem, pro
riznd pismena pouzijeme vzdy rizny znak. Z matematického hlediska
se jedna o prosté zobrazeni mnoZiny pismen OT na mnoZinu znaka ST.
Pritom OT zpravidla upravime tak, ze odstranime veskerou diakritiku a
text zapiSeme kapitalkami, takze vychozi mnozina pismen OT je sloZena
z 26 velkych pismen mezinarodni abecedy {A, B,C, D, E, F,G , H,I, J, K,
L’M’N’O7P’Q?R7S7T’U?KW’X’KZ}'

Zobrazeni mnoziny pismen OT na mnozinu znakt ST miiZeme zna-
zornit pomoci prevodové tabulky, kterda ma v prvnim fadku zapsano
26 pismen OT a ve druhém fadku v piislusnych sloupcich znaky ST.
Stejny typ prevodové tabulky mtzeme ovSem pouzit nejen pro jednodu-
ché substitucni sifry, ale také pro kédy. Zatimco Sifra je urcend k utajeni

86



obsahu zpravy pred nepovolanymi osobami, tj. pouzitd substituce by ne-
méla byt znama nikomu jinému nez dvéma korespondujicim stranam,
kéd také pouziva substituci, ale duvodem je zpravidla vyssi spolehlivost
prenosu jednotlivych znaktd, kdyz je zprava prendSena na dalku. Kdéd
byva obvykle obecné znam mnoha lidem, smyslem jeho pouzivani je sro-
zumitelnost a spolehlivost.

Nejstarsimi zndmymi Siframi jsou okolo roku 500 pf. n. 1. biblické Sifry
atbas a albam, které se objevuji v knize Jeremjas. Hebrejska abeceda
méa dvacet dva pismen, z nichZ prvni dvé jsou alef a bet a posledni dveé
Sin a tav. Kdyz spojime prvni pismeno s poslednim (alef-tav) a druhé
s predposlednim (bet—Sin) dostaneme, po vozeni samohlasky .a“, slovo
atbas. Pokud pouzijeme stejny princip na nasi mezinarodni abecedu,
ziskdme prevodovou tabulku [2]:

A

= O <=
= || o
ol =| -
| J| <=
T w|| cald
Q1|32
| G| v2| =
= <|| | —
ol 2| O] —

Z
N
M

>Nz 2

| =<|| O £

Q| || B~

Vsimnéme si, ze jde nejen o prosté zobrazeni mnoziny pismen mezina-
rodni abecedy samé na sebe, ale navic také o relaci, ktera je symetricka a
antireflexivni. Diky tomu lze pouzit stejnou prevodovou tabulku jak pro
Sifrovani, tak pro desifrovani a také iplnou prevodovou tabulku nahradit
zkracenou prevodovou tabulkou polovi¢éni sitky:

A|/B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
Z|Y | X|W|V|U|T|IS|R|Q|P|O|N

Druhou podobnou biblickou Sifrou je albam, kterd nejprve rozdéli
abecedu na dvé stejné dlouhé ¢asti (prvni zacind pismeny alef a bet,
druhd pismeny lamed a mem) a pak spoji prvni pismeno z prvni ¢ésti
s prvnim z druhé, druhé s druhym, tteti s tfetim atd. Pokud opét nahra-
dime hebrejskou abecedu mezinarodni latinkou, dostaneme prevodovou
tabulku:

A[B|[C|ID|E|JF|[GJH|[I]J][K|[L]|M
N O|P|Q|R|[S|T|U|[V|W[X]|Y] Z
N[O[P[Q|R[S[T|U[V][W][X[Y] Z
A|B|C|ID|E|F|G|H|I]|J|[K|[L|M
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Také tato substituce je relaci antireflexivni a symetrickou, takze staci
zkracena tabulka:

A[B|[C|ID|E|JF|[GJH|[I]J][K|[L]|M
N|O|P|Q|R|[S|T|U|[V|W|[X|Y] Z

Uloha 1 (jednoduché zdmény a kombinatorika). Jednim, ale zda-
leka ne jedinym, kritériem bezpecnosti Sifry je pocet moznych Sifer da-
ného typu. Urcete pocet navzajem riznych

a) jednoduchych zameén pro mezinarodni abecedu s 26 pismeny, tedy
prostych zobrazeni mnoziny s 26 prvky na sebe,

b) sifer typu atbas—albam, tedy jednoduchych zdmén, které jsou nejen
prostymi zobrazenimi mnoziny s 26 prvky na sebe, ale jsou to zaroven
zobrazeni antireflexivni a symetricka.

Pozn.: Reseni tloh jsou uvedena na konci ¢lanku.

Polybitv ¢tverec

Nejstarsim znamym kédem je patrné Polybiuv ¢tverec, kéd pouzivany
v prvanim zndmém bezdratovém telegrafu. Polybios (203-120 pf. n. 1.) byl
starovéky fecky politik a historik, ktery ve svém dile Historiai (Dé&jiny)
mimo jiné popsal princip predavani zprav pomoci hoficich pochodni.
Signalizujici vojak zvedl a chvili drzel v kazdé ruce jisty pocet hoticich
pochodni (od 1 do 5), ¢imz kédoval pismena abecedy. Ukazme si to opét
na mezinarodni abecedé s tim, ze pismeno W, které se v ceskych slovech
témét viibec nevyskytuje, spojime s pismenem V (tedy pfi odstraiovani
diakritiky v pfipadé potieby zaménime W za V):

112345
i1la|Blc|D|E
olFr(GlH]|T]|J
3[K[TL M| N]|]O
I[P|Q[R]|S|T
sIU VI X[ Y| 2Z

Nahradime-li Polybitiv ¢tverec klasickou pfevodovou tabulkou, do-
stavame:
A | B C|D|E F |G| H I J K| L | M
11 |12 | 13 | 14 | 15 | 21 [ 22 | 23 | 24 | 25 | 31 | 32 | 33
N|IO|P|Q|R S T U |V W |X|Y|Z
34 | 35 | 41 | 42 | 43 | 44 | 45 | 51 | 52 | 52 | B3 | 54 | 55
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Kédovaci Polybitv ¢tverec mizeme ovSem snadno nahradit sifrova-
cim, kdyz k vyplnéni vnitiku ¢tvercové tabulky pouzijeme heslo. Ukazme
si to na piikladu. Nechf heslo je ,Hradec Kralové“. Pismena hesla po
odstranéni diakritiky zapiseme postupné do tabulky s tim, ze jednou za-
psané pismeno nelze jiz znovu pouzit. Pismena V a W opét spojime do
jednoho pole tabulky: v pifipadé potfeby zaménime W za V):

Nl || < H]| o

rslislielie) U

X O @ e e

@i lesTien] f=v) B\

o | o o =
= l=-keoll==1 I

Uloha 2 (Polybiova digraficka substituce). Nésledujici ST byl zis-
kan Sifrovanim pomoci vyse uvedeného Polybiova c¢tverce, v némz je
abeceda prehazena podle hesla ,,Hradec Kralové“. Desifrujte jej.

14524 53421 23242 51522 13122 45514 15235 23515 43545 11113
33241 21345 42135 11234 21134 55134 51245 13455 42134 15445
23122 45525 13115 21351 24521 15253

Pozn.: Digraficka subistutuce nahrazuje vzdy jedno pismeno OT dvéma
znaky ST. V piipadé Polybiova ¢tverce jedno pismeno dvéma é&islicemi.

Morseova abeceda

Velmi znamym a dutlezitym kédem byla Morseova abeceda, spojena
s vynalezem elektromagnetického telegrafu. Samuel Morse patentoval
sviyj telegraf v roce 1837, prvni linka na svété (Washington—Baltimore)
byla zprovoznéna roku 1844 a jen o dva roky pozdéji byla zprovoznéna
prvni linka na nasem tzemi (Brno—Viden).

Morsetiv kéd nahrazuje kazdé pismeno mezinarodni abecedy sérii
kratkych a dlouhych impulzi, tzv. tecek a ¢arek. Graficky se mohou zné-
zorfiovat jako tecky a pomlcky. Nejéetnéjsim pismentm (E, I, A, N, T)
jsou pritazeny kratké znacky. Zajimavé je, ze s rozmachem telegrafu se
také ustalil zvyk zapisovat Sifrové texty do pétimistnych skupin. Pti-
slusné nafizeni vzniklo proto, aby duvodem Sifrovani nebyla snaha uset-
it na telegrafnich poplatcich, které se tradi¢né vymeérovaly podle poc¢tu
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slov zpravy. Sifrové texty musely byt rozdéleny na pétimistné skupiny a
zaplaceny podle poc¢tu téchto skupin.

E — A R | - K
1| - |[U| . —~|F|—1]Q
S B A e I o X
... | H - | W L |- Y
RN

Nyni mizeme definovat zobrazeni mnoziny pismen mezinarodni abe-
cedy na sebe tak, ze kazdému pismenu pritadime pismeno, ve kterém
v Morseové abecedé tecky zaméni ¢arky a naopak. Tedy E nahradime T,
A nahradime N, R nahradime K atd. Protoze touto metodou nemiiZzeme
sparovat vSechna pismena, vytvofime navic uméle dvé dvojice: C-Z a
D-H. Ziskdme tak substitucni sifru typu atbas—albam, jejiz prevodova
tabulka je:

=zl z| >
w| O —|m
>l N aQ
irslib=llv]
=~ =8| =
O|w||o|H
= 1l S|@
Q|| <| =
o <) 2| -
O =|| W|—
| | B R
[l
QIN||—~| 2

Tato jednoducha zaména, obvykle nazyvand Morseova zaména, je
stejné jako Sifry atba$ a albam symetrickd a antireflexivni, takze ji mu-
Zeme popsat zkracenou prevodovou tabulkou:

AIB|C/D|E|F|G|H|I|K|L|O|P
N J|Z2/W|T|Q|U|V M R|Y S |X

Uloha 3 (Morseova abeceda). Dekédujte text zapsany pomoci Mor-
seovy abecedy:

P I Y e ot o Y o Y e e
o o T B ol el e P Bl e P P
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Uloha 4 (steganografie a Morseova abeceda). Poznéavate Morseovu
abecedu i v tomto notovém zapisu? Rozlustéte:

Uloha 5 (Morseova zaména). Degifrujte:

GZMEO TJTCX KTILO YTAMB TCJLE TZATX KTILO
YTEJT CGZTA MATJT CXTZA TRSAQ GZMGO

Zednarské kody

V riznych sifrovacich hrach se setkavame s dalsimi grafickymi sym-
boly, které vychazi z méné znamych koédu. Zajimavé jsou napi. kédy
podle kiize, kterym se fika pro jejich pouzivani zednafskymi l6zemi také
zednarské kédy. Méné poetickym nazvem pro kod velky kriz, ktery si
nyni ukdzeme, je pojmenovani kéd prasecich chlivkid. Pomiicku pro ké-
dovani a dekédovani vytvorime z tabulky 3 x 3 s obdélnikovymi policky,
do nichz napiSeme vzdy 3 pismena. Odstranime-li vnéjsi ohraniceni ta-
bulky, je kazdé pismeno urceno polohou a poctem ,prepazek“ a umisté-
nim v ramci ,chlivku“ (vlevo, uprostted, ¢i vpravo):

ABC| DEF | GHI ABC DEF GHI
JKL | MNO | PQR JKL MNO PQR
STU | VWX | YZ7? STU VWX YZ7?

Kromé kédu velky kiiz byvaji pouzivany také kédy maly kiiz a hebrej-
sky kriz, které lze snadno najit na Internetu.
Uloha 6 (zednaisky kéd velky k¥iz). Desifrujte:
s | e[ ol|e |[o || [s][¢e e[ & e[ = |e]

sl s [o e |"®]||e|[s]e ["s]| s "s][s [o s |9
Le “Slle|[Slle o [T#]| & “S]|e]|]| &

Semaforova abeceda

Dalsim grafickym kédem je tzv. semaforova abeceda, ktera miize byt
zobrazena nejen v podobé postavicek mavajicich rukama pripadné i pra-
porky, ale také steganograficky prevedena napt. do podoby cifernikti ho-
din, kde jsou ruce signalizujiciho ndmoinika nahrazeny rucickami hodin.
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Takovou ,hodinovou“ semaforovou abecedu najdeme na internetu v po-
dobé specidlniho TrueType fontu [7].

AR
4 G 0% W SN
NI hLE
YL i

Také semaforovou abecedu miZzeme vyuzit k vytvoreni prevodové ta-
bulky substitucni Sifry, kterou mizeme nazvat semaforova zameéna, a to
tak, ze kazdé pismeno nahradime pismenem signalizovanym osové sou-
mérné k ptivodnimu (tj. levd a prava ruka si vyméni pozice) a zbyld dvé
pismena L a T se budou také vzajemné nahrazovat:

=

A[B[C[DIEJF[G[H[I|J[K[L[M
G|F|E|[D|C|B|A|Z|X|P | V|[T]S
N[O|[P[QIR[S|T[U[V[W | X[Y] Z
N|{W|J|Y RIM|L|U|K|O|1|Q|H

Vsimnéte si, ze semaforova zaména neni Sifrou typu atbas—albam,
protoze neni antireflexivni (pismena D, N, R a U se zobrazi sama na
sebe). Podminku symetrie ovSem spliiuje, takze i v jejim p¥ipadé pouzi-
jeme stejnou tabulku pro Sifrovani i pro desifrovani.

Uloha 7 (steganografie a semaforova abeceda). Desifrujte:

0LCOCOOL KOO0V
0 DOOCGOLV
O OOOVVOCVOL KO GOV
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Caesarova Sifra

Podminku symetri¢nosti nespliuje jina, pomérné znaméa a soucasné
pomérné slabd Sifra, které se fikd Caesarova, protoze ji pouzival a ve
své knize Commentarii de bello Gallico (Zdpisky o vdlce galské) popsal
Gaius Julius Caesar. Jde o jednoduchou zaménu spocivajici v posunuti
celé abecedy o 3 pismena, tedy A se zaméni D, B se zaméni E, C se zaméni
F atd. Posledni tii pismena abecedy X, Y a Z se nahradi pismeny A, B
a C. Prevodova tabulka pro Sifrovani vypada takto:

A|B|C|D|E|F| G|H|T|J|K|L|M
D|/E|]F|G|H|T|J | K/ L{IM|N|O|P
N{O|P|Q|R|S| T|U|V|W|X|Y|Z
Q|IR|S|T|U|IV|IW|X|Y|Z|A|B|C
Prevodova tabulka pro desifrovani ovsem vypada jinak:
A/B|C|D|E|F|G|H|T|J|K|L|M
X|Y|Z|A|B|C|D|E|F|G|H|TI]|J
NIO|IP|Q|R|S|T|U|V W |X|Y|Z
K|ILIM|{N|IO|P|Q|R|S|T|U|V|W

Caesarova Sifra nepfedstavuje symetrickou relaci, pfislusna relace je
antireflexivni a antisymetrickd. Nékdy se jako Caesarova Sifra oznacuji
vSechna posunuti o k pismen, kde k € {1,2,3,4,...,24,25}, tedy nejen
posunuti o 3 pismena. Vidime, Ze takovych Sifer je celkem pouze 25,
takze se jednd o velmi slabé sifry.

Uloha 8 (t¥i jednoduché zamény). Nésledujici t¥i ST vznikly z jed-
noho OT zasifrovanim tfemi rtiznymi jednoduchymi zdménami. Poznate
kterymi? Jaky je pouzity OT?

VWTXV MXBCR HNGML WTXVR GLPMX VRQJL WARGB CS
NROLN VLIHU CQDVW ROLNU DWMVL NUBSW RJUDI HP
RSYMR OMQTK CANOE SYMRK NEBOM RKLXE SUKNQ TI

Uloha 9 (jednoducha zadména s napovédou). V sifrovacich hrach
se ¢lovék obcas setkd s origindlnimi jednoduchymi zadménami. Nasledu-
jici sifra je prevzata z 1. kola soutéze Technoplaneta 2009, kde byla
publikovana pod nazvem Vzdélané postavicky. Bez podrobné obrazkové
napoveédy by tuto Sifru nebylo mozné vylustit. Naopak s vyuzitim napo-
védy, ktera predpoklada urcité znalosti z déjin prirodnich véd, je lusténi
zajimavym a napinavym tkolem. Vylustéte Sifru [4]:
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Frekvenc¢ni analyza

Jako zajimavost si muzeme uvést literarni Sifru, kterou popsal sir
Arthur Conan Doyl ve své povidce The Adventure of the Dancing Men
(Tancici figurky). Uspésnym lustitelem sifry v této povidce samoziejmé
neni nikdo jiny nez Sherlock Holmes. Autor svézim jazykem vysvétluje
princip lusténi jednoduché zamény metodou frekvencéni analyzy textu.

Jako prvni ovSem metodu frekvencni analyzy popsal o vice nez ti-
sic let dfive Abu Jusaf Jakub ibn Isdk al-Kindi (801-873), jak potvr-
zuje Rukopis o lusténi kryptografickych zprav, objeveny v Siilajmanove
osmanském archivu v Istanbulu v roce 1987 [6]. Je velmi pravdépodobné,
ze ke vzniku frekvencni analyzy prispélo studium koranu, které bylo tak
dtikladné, ze zkoumalo nejen cetnost vyskytu jednotlivych slov v stréch,
ale dokonce cetnost jednotlivych pismen. V arabstiné se velmi ¢asto vy-
skytuji pismena a a 1, jisté také proto, ze spolu tvori urcity clen al-,
zatimco Cetnost pismene j je asi desetkrat nizsi. Podobné rozdily v cet-
nosti pismen vykazuji vSechny jazyky.

Jesté, nez se budeme vénovat frekvencéni analyze ceského textu, ukéa-
zeme si jinou, ¢asem provérenou metodu lusténi jednoduché zameény. Je ji
metoda predpokladanych slov, ktera pomohla k rozlusténi fady tajnych
zprav. Vysvétlime si ji na nasledujicim prikladu.

Priklad 1 — lusténi metodou predpokladanych slov

Podarilo se nam zachytit tajnou korespondenci mezi Antoninem a
Bohumilem a navic jsme zaslechli, Ze Sifrovana zprava se vztahuje k ta-
jemstvi. Vylustéte néasledujici ST:

ETWZE GANXM ANHLX KMJTV ENBTI OEHMH TYRTV SHSAE NSWBN
KSOYN HNQSU YNKNB TESOG XTKRA MCRN

Slovo ,tajemstvi“ je vhodné prepokladané slovo, protoze se v ném
opakuje pismeno T. Lustime tak, Ze si Sifrovy text napiSeme po pisme-
nech v pravidelnych rozestupech a na maly prouzek papiru si napiseme
predpokladané slovo ,tajemstvi“ po pismenech ve stejnych rozestupech
a opakujici se pismeno vhodné zvyraznime (pastelkami, podtrzenim).
Obéma znakim T musi odpovidat v jednoduché zameéné stejny Sifrovy
znak. Ostatni znaky odpovidajici pismentim slova ,tajemstvi® musi byt
naopak navzajem rtzné. Tedy asi takto:

ETWZEGANXMANHLXKMJTVENBTIOEHMHTYRTVSH
TAJEMSTVI
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SAENSWBNKSOYNHNQSUYNKNBTESOGXTKRAMCRN
TAJEMSTVI

V tomto pripadé lze umistit slovo ,tajemstvi“ dokonce na dvé rtuzna
mista. Vyzkousejme doplnit pfevodovou tabulku pro desifrovani nejprve
podle prvniho umisténi:

A|/B|C|D|E|F|G|H|I|J |K|L| M
N|J T V| M I
NIO|P|QIR|S|T|U|V |W  X|Y]|Z
A S E

Tuto netplnou prevodovou tabulku pouZijeme na Sifrovy text, a tak zis-
kéame nasledujici netiplné feseni:
ETWZEGANXMANHLXKMJTVENBTIOEHMHTYRTVSH
TE T NA INAV I E TAJEMSTVIVE E v

SAENSWBNKSOYNHNQSUYNKNBTESOGXTKRAMCRN
NTA A S AVA A AJET S E NI A

Jesté chybi dost velkd cast zpravy, ale zda se, ze prevodova tabulka
odpovida symetrické relaci. Takze zkusime doplnit zamény plynouci ze
symetrie a odhadneme dalsi dvojici pismen L a Y:

A[B[C|[D|E|F|[G|H|I][J]|K|L[M
N|J T V| M| B Y [ 1
NJO|[P|Q|R|S|T|U|V]|W][X]|Y] Z
AlS O E o L

ETWZEGANXMANHLXKMJTVENBTIOEHMHTYRTVSH
TE T NA INAVY IBEHTAJEMSTVIVEL EHOV

SAENSWBNKSOYNHNQSUYNKNBTESOGXTKRAMCRN
ONTAO JA OSLAVA O LA AJETOS E NI A

Po tomto doplnéni je uz zprava z velké ¢asti rozlusténa a zbyva odhad-
nout néktera slova v objevujicim se OT. Zda se, ze text zaina slovy
,Ted ¢tu napinavy piibéh*:

A[B[C|[DI[E|[F|[G[H|[I[J[K|L[M
N|[J|Z|W]|T U|V|M|B|R|Y]|I
N[OIP[Q[R[S|[T|U|V|[WI[X]|Y]Z
AlS X K|O|[E|[G|H|D P|L|C




ETWZEGANXMANHLXKMJTVENBTIOEHMHTYRTVSH
TEDCTUNAPINAVYPRIBEHTAJEMSTVIVELKEHOV

SAENSWBNKSOYNHNQSUYNKNBTESOGXTKRAMCRN
ONTAODJAROSLAVAFOGLARAJETOSUPERKNIZKA

OT: Ted c¢tu napinavy pribéh Tajemstvi Velkého Vonta od Jaroslava Fo-
glara. Je to super knizka.

Kdybychom si chtéli usnadnit mechanickou praci s posouvanim slova
Jtajemstvi® proti znaktm ST, mtizeme pouzit skript, ktery sam vyhle-
dava mozné pozice predpokladaného slova proti danému ST. Skript [5]
umoznuje zadat az ¢tyfi riznéa predpokldadana slova, resp. spojeni slov,
a posunovat je proti ST nezévisle na sobé. Umisténi slova ,tajemstvi“
proti textu v zadani tohoto prikladu vidime na obrazku.

TAJEMSTVI
il ] [ ]

ETWZEGANXMANHLXKMJTVENBT ICEHMHTYRTVSHSAENSWBNKSOYNHNQSUYNKNBTESOGXTKRAMCRN

[ iPosun slova [1]: ] [ Posun slova [2] ] [ Posun slova [3] ] [ Posun slova [4] ]

[ zestf) |[ Uioz[i) | [ zpat2) J[ Uioz[2] | [ zpetf3) |[ Uioz[3) | [ zpsti4) || Uloz4] |

TE..T..A.I.AV...I.E.TAJEMSTVIVE..E..V..TA..JA..S5.AVA....A.AJET.S..E...I..A

[ zpatin [ wozinl | [ zpeti2) | [ uloz[2) | [ zp&ti3) |[ uloz(3] | [ zpati4l | [ Uloz[4] |

TE..T..A.I.AV...I.E.TAJEMSTVIVE..E..V..TA..JA..S.AVA....A.AJET.S..E...I..A

Uloha 10 (jina literarni Sifra). Lustéte dany ST metodou ptedpo-
kladanych slov. Predpokladejte slova , jednoduché“ a ,v povidce“. Po
ziskani OT zrekonstruujte pfevodovou tabulku pro Sifrovani a urcete
heslo, podle kterého byla sestavena:

YTRZJ ZDZFH GYHGH MZDDP MNYFU KYTFG TPAOY XZEYF WQHGQ UTAYN
OYRGD TLPRK YKUXO JTUFG QYTUC WQWDP MNYFU MUBJG QYOGN YVNPF
ZKTGP PCJWN WHGCD ZT

Uloha 11 (&eska literarni $ifra). Lustéte nasledujici ST metodou
predpokladanych slov. Predpokladejte slova ,detektiv® a ,kombinovany“.
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Po ziskani OT zrekonstruujte prevodovou tabulku pro Sifrovani a urcete
heslo, podle kterého byla sestavena:

MXBIR ZILBI DPIMI BMKRE KDJFD XEQAX EXWXY JXEUX AFLIV XLBRF
JIZBI NFRJX WPXRW XLMFQ GIEKA ICQLM IEKLK VJUPQ CIWKM FQLFQ
ZXLMK PIAIE IAIPE XLIWP IRLXB FAIPE FPQZN FQWXD IEQXC IFLCF
WKMUB FDYKE FRXEU LKVJF RULUL MID

Priklad 2 — lusténi metodou frekvencni analyzy

Lustéte metodou frekvenéni analyzy nasledujici text, vztahujici se
k historii informatiky:

ADJDOB MTUD ZD GECOBINY PGUDPGUBN KBOQZQK G AYEGODZID ILGFODT
HGHHGCD EDMDE TDTUFQMBO RQIBUGIB TUFQM RFQ RQLQJOED
GVUQPGUBIND TDTUGADEB UGHVODN PGUDPGUBINYIL KVENIB G EGTUBEBO
NQEIDRIB VEBADFZGOEBLQ RQIBUGID EG RGFEB RQLQE GOD UGND EGTDO
QFBCBEGOEB ZRVTQH OVTUDEB RQOYGOKGHDUBIND TVHTUBUVID

T RDFBQJBINYP LDTODP

Nez se pustime do feSeni tlohy, je tfeba védét, ze v bézném ceském
textu jsou péti nejcastéji pouzitymi pismeny E, A, O, I a N (v uvedeném
poradi) [3]. Dalsi mize byt souhldska T. Naopak téméf viibec se nevy-
skytuji Q, W a X a velmi malou frekvenci maji F a G. Nejen v ¢eském
jazyce, ale i v fadé dalsich jazyku se souhlasky a samohlasky pomérné
pravidelné stiidaji. Dalsi pravidla se tykaji nejcetnéjsich bigrami a tri-
grami (dvojic a trojic po sobé jdoucich pismen), ale zkusme se prozatim
obejit bez nich.

Tabulka frekvenci jednotlivych znak $ifrového textu (pismena S, W
a X se nevyskytuji):

A|/B|C|D|E|F|G|H|I|J|K|L|M
4 1263|3119 |8 27| 7 |16

w
W
D
B

N[O[P[Q|R|S|T|U|V[WI[X|Y]|Z
10177 18[10]0]15]19 0
T N

oo

Po dosazeni prevodové tabulky dostavame:
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-E-E-0 --NE -E AI--0--- -ANE-ANO- -0-T-T- A --IA-E--E --A--E-
-A--A-E IE-EI -E-N-T-0- -T-ONA-Q -N-T- --T -T-T--IE

A-NT-ANO--E -E-NA-EI0 NA---E- -ANE-ANO----- —- I--0 A IA-NOIO-
-TI-E--0 -I0-E--A-I0-T -T-ONA-E IA -A-I0 -T-TI A-E NA-E IA-E-
T-0-0IA-I0 ----T- ---NEIO -T--A--A-ENO--E ----NON--E

- -E-0T-0---- -E--E-

A vidime, Ze sti¥idani samohlasek a souhlasek neodpovida. Zkusime tedy
misto I psat N, misto N psat T a misto T psat I. Tato zaména se nabizi,
protoze Cetnosti odpovidajicich si pismen jsou velmi podobné (19, 19
a 18). V upraveném textu se teprve nyni objevuji ¢dsti textu, které davaji
smysl, napt. tfi po sobé jdouci slova ,ale také nasel“:

-E-E-0 --TE -E AN--0--- -ATE-ATO- -0-I-I- A --NA-E--E --A--E-
-A--A-E NEJEN -E-T-I-0- -I-0TA-0 -T-I- --I -I-I--NE
A-TI-ATO--E -E-TA-ENO TA---E- -ATE-ATO----- —- N--0 A NA-TONO-
-IN-E--0 -NO-E--A-NO-I -I-OTA-E NA -A-NO -I-IN ALE TAKE NASEL
I-0-ONA-NO ----I- ---TENO -I--A--A-ETO--E ----TOT--E

- -E-0I-0---- -E--E-

Na zakladé vyse uvedené vymény a odhadnuti slov ziskame uprave-
nou tabulku:

A|\B|C/ID|E|F|G|H|T|J | K|L|M
O E|N A J
NIO|P|IQIR|S|T|U|V|W |X|Y]|Z
L I S| T

A protoZe v okoli stfedu se zda byt ¢ast tabulky jen posunutim abecedy,
doplnime zkusmo jesté pismena B, C, K a M na odpovidajici pozice a
zkusime doplnit otevieny text:

A[B[C|D[E[JF|IG[H|I|[J[K|L|M

0) E N A|[B|C J
N|IOJ[P|Q|R|[S|T|U|[V|[W[X|Y] Z
K| L|M]|I ST

-E-ELO JSTE -E AN-LOCK- MATEMATOK -OLISI- A --NALE-CE C-A-LES
BABBA-E NEJEN SEST-IJOL -ICOTACO ST-IJ --I -I-I-LNE
A-TIMATOCKE SESTA-ENO TAB-LEK MATEMATOCK-C- --NKCO A NA-STONOL
KINCE-CO -NO-E--ALNO-I -ICOTACE NA -A-NO -I-IN ALE TAKE NASEL
I-0-ONALNO ---SIB L-STENO -IL-AL-ABETOCKE S-BSTOT-CE

S -E-0I-0CK-M -ESLEM
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V prevodové tabulce je jesté potieba opravit chybu, ktera zpisobuje
zobrazeni slova ,NASTONOL® misto spravného ,NASTINIL¢, tedy vy-
meénit ve druhém radku prevodové tabulky pismena O a I. Pak zkusime
odhadnout dalsi slova v otevieném textu a doplnime dalsi pismena do
prevodové tabulky:

A/IB|C|D|E|F|G| H|IT|J|K|L|M
VII|G|E|NR|A|B|C D |F H|IJ
NIOIP|Q|R|S|T|U|V W|X|Y]| Z
K|L | M|O|P S| T|U Y| Z

VEDELI JSTE ZE ANGLICKY MATEMATIK FILOSOF A VYNALEZCE CHARLES
BABBAGE NEJEN SESTROJIL POCITACI STROJ PRO POHODLNE
AUTOMATICKE SESTAVENI TABULEK MATEMATICKYCH FUNKCI A NA-STINIL
KONCEPCI UNIVERZALNIHO POCITACE NA PARNI POHON ALE TAKE NASEL
ORIGINALNI ZPUSOB LUSTENI POLYALFABETICKE SUBSTITUCE

S PERIODICKYM HESLEM

Doplnénim diakritiky a interpunkce ziskame ptuvodni OT: Vedéli jste,
ze anglicky matematik, filozof a vyndlezce Charles Babbage nejen sestro-
jil pocitact stroj pro pohodIné automatickée sestaveni tabulek matematic-
kych funkci a nastinil koncepci univerzdlniho pocitace na parni pohon,
ale také nasel origindlni zpisob lusténi polyalfabeticke substituce s peri-
odickym heslem?

Pokud mame k dispozici pocitaé, je vyhodné nahradit prostou frek-
vencni analyzu ¢etnosti jednotlivych pismen frekvenéni analjzou ¢etnosti
bigramt (tj. dvojic po sobé jdoucich pismen), kterd davé pro texty do-
statecné délky jesté presnéjsi vysledky. Jednoduchou realizaci takového
algoritmu, stejné jako dalsi podobné tlohy k lusténi najdete na webu
autora [5].

Uloha 12 (&eska literarni $ifra). Lustéte nasledujici ST metodou
frekvencni analyzy. Po ziskani OT zrekonstruujte prevodovou tabulku
pro Sifrovani a urcete heslo, podle kterého byla sestavena:

TAVAHE FQRA ZA JAZE MPLBPUJURLPY MPTKEID MLIERUIS NYHY IUQRL
ZAKY JAZE KAFZKUJAFQE Z KEID MURPE AXTAHAKRKE BPUIA DLMMAP
USRLPGU MPLBPUJLTUIEDL FUZYGU ILNLH
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Reseni tloh
Reseni iilohy 1 — jednoduché zamény a kombinatorika

Nejprve urc¢ime pocet vsech jednoduchych zamén. Kazdou z nich mi-
Zeme popsat tabulkou, kterd ma v prvnim radku abecedu sefazenou v ob-
vyklém abecednim poradi (A, B, C, ..., Z) a ve druhém fadku jsou
pismena uspoiradana v libovolném poradi. Pocet riznych potadi, tedy
permutaci z pismen mezinarodni abecedy je

26! =26-25-24-...-3-2-1=403 291 461 126 605 635 584 000 000,

tedy pftiblizné 403 kvadriliént.

Sifry atba$ i albam maji spole¢né uréité omezeni, které vsak piinasi
vyhodu stejného postupu pii Sifrovani i desifrovani zprav. Je jim vy-
tvofeni dvojic pismen, které se vzajemné zastupuji (proto staci k popisu
téchto Sifer tabulka s 13 sloupci namisto 26). Opét se nabizi otdzka, kolik
je takovych sifer. Predstavime-li si, ze postupné volime jednotlivé dvojice
pismen, jde postupné o vybér dvou prvku z 26, 24, 22, ... bez ohledu na
jejich poradi, tedy o kombinace. Navic nezalezi na tom, zda jsme dvo-
jici pritadili v prvnim, druhém, tietim, ... v pfedposlednim dvanactém,
nebo tfinactém kole, takze soucin poc¢ti kombinaci vydélime poctem
permutaci 13 vybért, tedy miazeme psat:

GGG GE) 260
2 — i sy = 7 905 853 580 625.

Sifer typu atbag-albam je sice 213 - 13!krat (pfiblizné 51biliénkrat) méné,
nez je viech jednoduchych zamén, ale porad jich je 7,9-10'2 (7,9 biliénii).

Reseni iilohy 2 — Polybiova digrafickd substituce
ST piepiseme na dvojice éislic a kazdou dvojici &islic nahradime pis-
menem podle Sifrové tabulky:

14 52 45 34 21 23 24 25 15 22 13 12 24 55 14 15 23 52 35 15
DU S I CULOVEZ XK ARG OZTDETLUJE
43 54 51 11 13 33 24 12 13 45 42 13 51 12 34 21 13 45 51 34
PYTHAG OT RASNDNA AT RTITCASTI
51 24 51 34 55 42 13 41 54 45 23 12 24 55 25 13 11 52 13 51
T 0T TI zZ2 N A MY S L RO Z V A HUAT
24 52 11 52 53

0 U H U X
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OT: Dusi clovéka rozdéluje Pythagoras na tri cdsti, totiz ma mysl,
rozvahu a touhu.

Resent iilohy 3 — Morseova abeceda

Dekédovany text: Ani jeden matematicky talent nazmar.

Reseni tilohy 4 — steganografie a Morseova abeceda
Noty ¢tvrtové (s plnou hlavickou) predstavuji telegrafickou tecku,
noty pilové (s dutou hlavickou) predstavuji telegrafickou ¢arku. Ukryty
otevieny text: Dalibor.
Reseni iilohy 5 — Morseova zdména
ST: GZMEQO TJTCX KTILO YTAMB TCJLE TZATX KTILO YTEJT CGZTA
MATJT CXTZA TRSAQ GZMGO

OT: UCITS EBEZP REMYS LENIJ EZBYT ECNEP REMYS LETBE ZUCEN
INEBE ZPECN EKONF UCIUS

OT: Ucit se bez premyslent je zbytecné, premyslet bez ucent nebezpecné.
Konfucius

Resent iilohy 6 — zedndrsky kod velky kiiz
OT: Priroda hovoti teci matematiky. Galileo Galilei

Reseni ilohy 7 — steganografie a semaforovd abeceda

OT: Semaforovd abeceda se pouzivala k signalizaci na mori.

Reseni iilohy 8 — tFi jednoduché zamény

ST1: VWTXV MXBCR HNGML WTXVR GLPMX VRQJL WARGB CS
Semaforova zaména

ST2: NROLN VLIHU CQDVW ROLNU DWMVL NUBSW RJUDI HP
Caesarova Sifra

ST3: RSYMR OMQTK CANOE SYMRK NEBOM RKLXE SUKNQ TI
Morseova zameéna

OT: KOLIK SIFER ZNAST OLIKR ATJSI KRYPT OGRAF EM

OT: Kolik sifer znas, tolikrdt jsi kryptografem.
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Resent iilohy 9 — jednoduchd zdména s ndpovédou

Postavy nakreslené v ndpovédé jsou postupné Pythagoras (P), Archi-
medes (E), Giordano Bruno (U), Galileo Galilei (I), Isaac Newton (T),
Edmond Halley (A), Luigi Galvani (V), Alfred Nobel (O), Dmitrij Iva-
novi¢ Mendélejev (J), Wilhelm Conrad Rentgen (R), Thomas Alva Edi-
son (S), Marie Curie (C) a Albert Einstein (N).

OT: Reseni je pocet postav s cenou pana Nobela.
Reseni ilohy 10 — jind literdrni Sifra

Po dosazeni predpokladanych slov , jednoduché“ a ,v povidce* do-
staneme c¢astec¢né vylustény OT:

ED... ...NP OEPOP ....U ..ENT JEDNO DUCHE ...EN .VPOV IDCE.
HE.O0. D.U.J EJI.H .DINO VEDI. .V..U ..ENI .I..0 VEHO. E..UN
.Jpou U.... .PO.. .D

Cast OT, kterou jsme zvyraznili a podtrhli, by mohla obsahovat slova
Susténi jednoduché zamény“. Po dosazeni prislusnych pismen dosta-
vame:

ED.A. ALANP OEPOP SALLU STENI JEDNO DUCHE ZAMEN YVPOV IDCET
HE.OL D.U.J EJIZH .DINO VEDI. YVYLU STENI SI..0 VEHOT E.TUN
AJDOU U..YT YPO.L AD

Opét jsme zvyraznili ¢ast textu, jejiz vyznam odhadneme jako ,hr-
dinové diky vylusténi Sifrového textu“. Vysledny OT pak bude:
EDGAR ALANP OEPOP SALLU STENI JEDNO DUCHE ZAMEN YVPOV IDCET

HEGOL DBUGJ EJIZH RDINO VEDIK YVYLU STENI SIFRO VEHOT EXTUN
AJDOU UKRYT YPOKL AD

Edgar Alan Poe popsal lusténi jednoduché zamény v povidce The
Gold Bug, jejiz hrdinovée diky vylusténi Sifrového textu najdou ukryty
poklad.

Pro sifrovani byla pouzita prevodova tabulka:

B

—|O|| 1| o
ZlH3| =
|l ol =
>N EH

Z|»||wml =

T || e
i || =<

=R l=lis

<™l Q =

w| || R —

o|<||al—

L
O
G

| Z|| N >
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Reseni iilohy 11 — Ceskd literdrni Sifra

Lustime podobné jako predchozi Sifru. Po umisténi predpokladanych
slov dostaneme:
TAKEV .E.KE MDETE KTIVN IM.OM AN..A NA.AB .ANYA .0.E. A.KVO
.E.KE .0V.A .DAV. A.TO. .ENI. E...T ENI.I ..YD. .E.IT 0..0.
.A.TI DE.EN E.EDN A.E.D EV.AK O.EDN OD... 0..AM EN.A. EO..O
.ITYK OMBIN OVANY .I..0 VY.Y. TEM
Nésledné odhadneme dalsi slova a ziskdme otevieny text: Také v ceském
detektivnim romdnu Jana Zdbrany a Josefa Skvoreckého Vrazda v zastou-
peni je lustent sifry duleZitou soucdsti déje. Nejednd se zde vsak o jed-
noduchou zdménu, ale o sloZity kombinovany Sifrovy systém.

Pr1i sifrovani byla pouzita prevodova tabulka:

A|B|C|D|E|F|G|H|I J|K|L | M
X|Y|Z|P|I|V|O|N|K A |B|C|D
NIO|P|IQ|IR|S|T|U|V | W |X|Y]| Z
E|F|G|H|J|L|M|Q|R|S |T|U|W

Reseni iilohy 12 — z historie informatiky

Frekvenéni analyzou ST ziskdme nésledujici tabulku Cetnosti znaki
a z ni odhadneme pismena E (14), A (13), O (11), I (10) a N (10). Podle
stridani souhlasek a samohlasek a skutecnosti, ze slova v textu mohou
pomérné casto koncit samohlaskou Y, odhadneme, Ze pismena Y a Z se
pri Sifrovani nezmeéni:

A|/B|C|D|E|F|G|H]|I J|K| L |M
14 | 3 0 4 110] 4| 2 4 5 7117
E I O
NIO|P|Q|R|S|T|U|V|IW|X|Y|Z
2 0|10 3 7123|131 0 1 5 7
N A Y | Z
ST/OT:

TAVAHE FQRA ZA JAZE MPLBPUJURLPY MPTKEID MLIERUIS NYHY IUQRL
.E.E.I ...E ZE .EZI .NO.NA.A.0.Y .N..I.. .0.I.A.. .Y.Y .A..O

ZAKY JAZE KAFZKUJAFQE Z KEID MURPE AXTAHAKRKE BPUIA DLMMAP
ZE.Y .EZI .E.Z.A.E..I Z .I.. .A.NI E..E.E...I .NA.E .0..E.

USRLPGU MPLBPUJLTUIEDL FUZYGU ILNLH
A..ON.A .NO.NA.O.A.I.O .AZY.A .0.0.
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Zkusime odhadnout zacatek OT: [ Védéli jste, Ze mezi“. Tim ziskdme
dalsi vyplnéna pole v prevodové tabulce. To nas navede také k oprave
chybné umisténého N a umisténi R:

A|/B|C|D|E|F|G|H]|I J | K|L M

E I|J M|N|O

NIO|P|Q|R|S|T|U|V|W|X|Y]|Z
R|S|T V]A|D Y | Z

ST: TAVAHE FQRA ZA JAZE MPLBPUJURLPY MPTKEID MLIERUIS NYHY
OT: VEDELI JSTE ZE MEZI .RO.RAMATORY .RVNI.. .0.ITA.. .Y.Y

A hned typujeme pokracovani OT: | programéatory prvnich pocitaci
byly“. To umozni dalsi doplnéni tabulky a rozkryti OT.

A/B|C|D|E|F|G|H|I J | K|L M
E |G H|TI|J LIC|IM|N|O|P
NIO|P|IQ|R|S|T|U|V I W|X|Y| Z
B R|S|T|U|V]|A|D Y | Z

ST: TAVAHE FQRA ZA JAZE MPLBPUJURLPY MPTKEID MLIERUIS NYHY
OT: VEDELI JSTE ZE MEZI PROGRAMATORY PRVNICH POCITACU BYLY

OT: Veédeli jste, Ze mezi programdtory prunich pocitaci byly casto
zeny? Mezi nejznaméjsi z nich patri excelentni Grace Hopper, autorka
programovactho jazyka COBOL.
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Délitelnost bez ¢isel
Karel Pazourek, MFF UK a Gymnézium Piipoto¢ni, Praha®

ABSTRAKT. Délitelnost prirozenych &isel patri mezi tradicni témata skolské
matematiky, rovnéz i mezi casta témata uloh Matematické olympiady a dalsich
soutézi pro talentované Zdaky. Délitelnost muzZeme provddét i v jinych oborech,
at uz v celych cislech, polynomech nebo v geometrii na useckdch.

Tento ¢lanek si klade za cil ukazat moznosti rozsiteni délitelnosti pri-
rozenych ¢isel do jinych obort, které poskytuje dalsi naméty pro praci
s talentovanymi zaky. V kratkosti pripomeneme délitelnost polynomii,
déle prejdeme k délitelnosti v geometrii. U¢inime tak pomoci dvou pii-
kladd, o paprsku v pravouhelniku a pravothelnikovych keltskych uzlech.

1. Délitelnost polynomu

1.1. Od prirozenych &isel k polynomiim

Od délitelnosti pfirozenych ¢isel mizeme snadno prejit k délitelnosti
Cisel celych. Stejné tak muzeme piejit k délitelnosti polynomu, ve sku-
tecnosti to ¢asto délame, aniz o tom prilis uvazujeme.

Piseme-li kuptikladu mozné tvary prirozenych ¢isel podle toho, do
jaké zbytkové tfidy po déleni péti patii, obdrzime vyrazy

5k, bk+1, bk+2, 5bk+3, bk+4
nebo
5k —2, b5k—1, b5k, bk+1, bk-+2,

coz zélezi na pouziti v konkrétni situaci. Uvedené vyrazy jsou pfitom po-
lynomy, i kdyz je chapeme jako obecny zapis ¢isla, tedy jakasi ,obecna
¢isla“. Podobné, pokud obecné odvozujeme znak délitelnosti jedenacti
nebo deviti (tfemi), pracujeme s polynomy. Rovnéz se s polynomy mi-
zeme setkat pfi préci s ¢iselnymi soustavami.

Uloha: Pro ktery zaklad Z je ¢islo (1320)z délitelné Sesti?

1

e-mail: kajakajakaja@seznam.cz

106



Reseni. Zapis ¢isla v zadani ma smysl pro Z > 4. Rozepiseme-li si dané
¢islo, obdrzime

(1320)7 =1-234+3-2°42-Z+0=Z34+32>+22 = Z(Z +1)(Z +2),

tedy soucin t¥i po sobé jdoucich ¢isel. Dané ¢islo je vzdy sudé i délitelné
tiemi, tudiz je délitelné Sesti. ReSenim jsou tak viechny zaklady Z > 4.

1.2. Délitelnost polynomii

Deélitelnost polynomil pouziva do znac¢né miry stejné nebo analogické
pojmy jako délitelnost ¢isel (napf. délitel, ndsobek, spoleény délitél, spo-
le¢ny nasobek, ale prvocinitel a prvocislo, rozklad na prvocinitele a pr-
voéiselny rozklad). Rovnéz se setkdvame s obdobnymi metodami a vlast-
nostmi, nékteré vsak pribyvaji. Klicovou roli pak hraji kofeny polynomu
a feseni polynomickych rovnic. Pfipomenme jednoduchou ekvivalenci.

Tvrzeni: Néasledujici vyroky jsou ekvivalentni:

1. Cislo ¢ je kofenem polynomu P(z).
2. Polynom z — ¢ déli polynom P(z).
3. Cislo ¢ je kofenem rovnice P(z) = 0.
4

. Graf polynomické funkce y = P(x) protind osu z v bodé c.

Uvedend ekvivalence tak mtze byt zédkladem vyjuky feSeni polyno-
mickych rovnic, a to i vyssich stupnu.

1.3. Reseni polynomickych rovnic

Talentovanym zaktm délitelnost polynomiu tak muze poskytnout na-
stroj pro Teseni polynomickych rovnic. Napiiklad Eukleiduv algoritmus
pro polynomy umoznuje vyhledavat spole¢né koteny dvou a vice polyno-
mickych rovnic. Pomoci Hornerova schématu ovérime, zda je dané ¢islo ¢
kofenem, a napiseme podil po vydéleni polynomem x — c i zbytek.

Tato témata se naptiklad probiraji v kurzu Matematika I projektu
Talnet [5], ktery vzdélava déti nadané v pFirodnich a technickych védach
a matematice a déti se zdjmem o né. Ucastnikiim podle dosavadnich
zkusenosti nedélala problémy je pochopit a tispésné je pouzit v tlohach.
Kurz a jeho pritbéh je popsdn v ¢ldnku [2].
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2. Paprsek v pravoihelniku

Nasledujici problém ilustruje vztah délitelnosti a geometrie — soumeé-
fitelnost tisecek.

Predstavme si pravothelnik ABCD, z jehoz vrcholu A pod thlem
a = 45° vystfelime ,idedlni“ paprsek (obr. 1). Dopadne paprsek do
nékterého jiného vrcholu pravouhelniku?

D C

A B
Obr. 1: Paprsek v obdélniku

va orve. ¥ Vo o - 3 -
Uvazme nejprve, ze strany pravouhelniku jsou celoc¢iselné. Pak staci
do pravothelniku umistit ¢tvercovou sit jako na obr. 2.

D C

A B
Obr. 2: Pravothelnik, paprsek a ¢tvercova sit

Vidime, ze paprsek se pohybuje pouze po thloptickach ¢tverct sité.
Protoze ¢tvercii sité je koneéné mnoho a paprsek se mimo vrcholy na
stranidch pravothelniku ABCD vzdy odrazi, musi paprsek dopadnout
do nékterého z vrcholi pravouhelniku.
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Podobné lze fesit problém i v situaci, kdy strany pravouhelniku jsou
raciondlni, [AB| = L a |BC| = %. Jednotkova ctvercova sit tentokrat ne-

pomuze. Pokud vsak zvolime za délku strany ¢tverce sité é, pak paprsek
bude opét prochéizet po thlopiickach étverce sité. PouZita ¢tvercova sif
muze byt i zbyteéné jemna, staci vzit stranu ¢tverce sité dlouhou ﬁ,
kde n(g, s) zna¢i nejmensi spoleény nasobek ¢isel ¢, s.

Uvazme pripad, kdy strany pravothelniku ABCD jsou iracionalni.
Pak tiloha FeSeni mit mtize i nemusi. Napft. pro |AB| = 6v/2, |[BC| = 5v/2
miizeme zvolit za jednotku v/2. Pokud |AB| = /3, |BC| = /5, pak
paprsek nikdy dalsiho vrcholu pravouhelniku ABC D nedoséhne, nebot
tsecky o délkach v/3, v/5 nemaji spole¢nou miru, jsou nesoumétitelné.

Podobné by dopadl pfipad, kdy jedna strana, naptiklad AB, pravo-
thelniku ABCD by byla racionalni a druha strana, napiiklad BC, by
byla iracionalni.

Ulohu lze také zobecnit zménou tihlu a, pod kterym je vyslan paprsek
z vrcholu A. Pak feSeni zavisi na na tangentu thlu a.

3. Keltské uzly

Podobnou aplikaci délitelnosti v geometrii najdeme v tilohach o pra-
vothelnikovych keltskych uzlech, které jsou popsény v ¢lancich [3] a [4].
Pracujeme opét se zjednodusenym obrazcem, ptiklad ukazuje obr. 3.

Obr. 3: Zjednoduseny keltsky uzel o rozmérech p, ¢

,Provazky“ uzlu mohou byt dvou druhti. Bud zadinaji a kondi ve
vrcholech opsaného pravothelniku (oznacujeme je jako cesty), anebo je
tvori jedind smycka (oznacujeme je jako cykly). Samotné tloha spociva
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v nalezeni délek cest a cyklu a jejich poctu v uzlu v zavislosti na ¢is-
lech p, q, kterd udavaji rozméry opsaného pravouhelniku. Problém lze
fesit dvéma zpusoby. Geometricky zptisob vyuziva osovych soumérnosti,
podobné jako tlohy o pohybu kule¢nikové koule. Druhd mozna metoda
vyuziva délitelnosti, pfesnéji spolecnych nasobku cisel. Podstatné je, ze
tuvahy v obou postupech jsou obdobné, a¢ jsou vysloveny v jazycich rtiz-
nych matematickych disciplin. Vrcholnou tlohou je pak odvozeni poc¢tu
cykla v uzlu jako vyraz
2pq — 2n(p, q)
2n(p, q)

ktery se podle znamého vzorce

pq =1(p,q) - D(p,q)

zjednodusi na vyraz
D(pa Q) - ]-a

kde D(p, ¢) znac¢i nejvétsiho spole¢ného délitele ¢isel p, g.

4. Zavér

Deélitelnost je ve skolské matematice pevné svazana s prirozenymi
¢isly. Jeji metody lze vsak pouzit i v jinych oborech, jako jsou cela ¢isla
nebo polynomy. Muzeme se s ni setkat i v geometrii pfi praci s ne-
souméritelnymi uiseCkami, ostatné geometricky byla délitelnost popsana
uz v Eukleidovych Zakladech. Dalsi geometrické interpretace problémt

o délitelnosti lze nalézt napiiklad v knize [1].
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Matematika nejen pro zlost
Karel Popp!

ABSTRAKT. Po zmince o riznych druzich hddanek ndsleduje popis nékte-
rych deskovych her a zpiusobi, jak porddat turnaje ruzného typu. Cely text
je prostoupen pozndmkami o pouZitelnosti ve vjuce informatiky a matematiky,
zvldste teorie grafi a kombinatoriky.

1. Uvodem

Téma Matematika nejen pro zlost v sobé zahrnuje hadanky, hry a
hlavolamy. Mtzeme za¢it hadankami z Alsova Spalicku. Jsou znamy ha-
danky z rtznych kultur, i starsich nez z antiky. MizZeme pokracovat:
,Co je to? Je to ctyifihelnik v roviné. Jeho thlopficky jsou stejné dlouhé
a navzajem se puli. Je to pravouhelnik.“ Pak muzeme ptedlozit kresbu
mechanizmu, ktery otevira a zavira dvefe trolejbusu. Je zaloZen na vlast-
nosti pravé zminéné.

Riznych druht hddanek je nepfeberné mnozstvi. Nékteré se objevuji
i v ucebnicich nebo v monografiich. V nékterych z nich se ma uhadnout,
jak danymi prostfedky dosahnout daného cile. Kdo by neznal hadanku
o prevoznikovi, koze, zeli a vlku? V kapitole o orientovanych grafech
ji vyuzil Claude Berge [1]. Za zvlast zapeklitou hadanku vsak muizeme
povazovat nalezeni budovy s adresou Hradec Kralové, Svendova 13.

O hadanky neni nouze v dé&jindch, v kriminalistice (vrazda, sebe-
vrazda, nestastnd ndhoda) ani v mediciné (diagnéza, terapie, studend
klinika). Lustite radi Sifry? Za héddanky lze povazovat i rovnice nebo
dosud nevyfesené problémy v matematice, napiiklad Goldbachovu do-
mnénku. Vyznamnym krokem k feseni byva tak Sikovné polozena otézka,
ze spousta dosud uvazovanych moznosti odpadne [13]. P&kné hddanky
vystupuji i v paradoxech. Napf.: Krokodyl, kluk a jeho méma pradlena.
Sami urcité znate hadanky typu ,Jak se chyta...“ nebo ,Jaky je roz-
dil...“. Hadankou mtze byt i vyhravajici tah nebo pokus o zachranu
v néjaké deskové hre i jinde.

Le-mail: poppk@post.cz
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2. Deskové hry
Nim

Na zacatku polozime na stl hromadku s libovolnym poctem z zapa-
lek nebo jinych predmétt. Dva hraci se stridaji. Kdo je na tahu, odebere
jednu, nebo dvé zapalky. Kdo nema co vzit, prohraje. Neni dovoleno
vzdét se tahu (nehrajeme go).

Co tim procvicujeme? Délitelnost tfemi. Je-li ¢islo = délitelné tfemi,
pak vyhraje druhy hrac¢ tim, ze vzdy dobere, co chybi do tfech z toho,
co vzal jeho pfedchtidce. Jinak vyhraje prvni hra¢ tim, ze na zacatku
odebere zbytek vznikly pti déleni ¢isla x tfemi. Tim se role obrati.

Obmény

Cit pro analogii mtuZeme procvi¢ovat tim, Ze slibime novou hru a
misto zapalek uzijeme pecky, Sroubky nebo figurky. Pochvalime toho, kdo
se prvni ozve, ze to neni nic v podstaté nového. Pak za¢neme s prazdnymi
jamkami rovnéz v poctu z. Hrac¢ na tahu zaplni jednu nebo dvé jamky
kulickami, kterych je na poc¢atku po ruce dostatecné mnozstvi.

Dalsi obména tkvi v tom, Ze na pas postavime dvé figurky, kazdou
pro jednoho hrace, a mezi nimi ponechame x volnych policek. Hrac¢ na
tahu posune svou figurku o jedno, nebo o dvé policka ve sméru proti
protivnikové figurce. Figurky se preskocit ani sebrat nesméji. Hra konci
tim, ze se zablokuji. Co se zméni, jestlize misto toho budeme sklapét
puvodné x vztyCenych prsti? MuZeme také sestrojit orientovany graf,
ve kterém riznému poctu zapalek, sklopenych prstii, zaplnénych dilki
nebo volnych policek mezi figurkami budou odpovidat rtuzné vrcholy a
tahtim Sipky. Takovy graf bude predstavovat celou hru, jednu partii bude
reprezentovat cesta z vrcholu pro ¢islo z do vrcholu pro nulu.

Jindy dovolime hraci na tahu odebrat jednu, dvé, nebo tii zapalky.
Vsimneme si, ze se nyni uplatni délitelnost ¢tyimi. Dovolime-li ode-
birat 1,2,3,...,n zapalek, rozhodne o vitézi délitelnost ¢isla x cislem
n+1. (Odbiham: Zbytek po déleni sedmi je mozno procvicovat na dnech
v tydnu. Ocislujeme-li klavesy, pak vsechna gécka budou mit stejny zby-
tek po déleni dvanicti.) K odebirani mizeme dovolit i jiné, feknéme
déravé mnoziny, tfeba {1,2,3} (obr. 3).

Vyhravajici strategie se pro ni najde zptisobem popsanym v nésle-
dujicim odstavci. Jina varianta vznikne, prohraje-li, kdo vezme posledni
zapalku.
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Ddbelské Sipky
Tato hra byla uvefejnéna v casopise Rozhledy matematicko-fyzikal-
ni [6], abychom si uvédomili, ze kazdou deskovou hru jistého typu lze

znazornit jistym typem orientovaného grafu, ve kterém pozicim odpovi-
daji vrcholy a tahtm Sipky (obr. 1, 2).
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OBrazekd.

Kazda pozice, kde hra kon¢i, je znazornéna stokem, to jest vrcholem,
do kterého néjaké sipky vedou, aspon jedna, ale odkud zadna Sipka ne-
vede ven. Plati-li pravidlo, ze prohraje, kdo nema tah, pak tyto stoky pro-
hlasime za prohrané vrcholy. Obarvime je ervené, zanechavajice upro-
stied bilou skvrnu. Déale ve shodé se zkuSenosti dobrych hrac¢u definujeme
rekurentné, ze kazdy vrchol je vyhrany, odkud vede aspon jedna Sipka
do néjakého vrcholu prohraného, protoze hra¢ na tahu muze uvrhnout
svého soupefe do zahuby. Takové vrcholy barvit nebudeme. Prohrany
je naproti tomu kazdy vrchol, odkud vedou vSechny Sipky do vrcholi
vyhranych, protoze hra¢ na tahu musi nechat dosti chytrého protivnika
vyhrat. Ty obarvime cCervené plné. Tato dvé pravidla umoznuji casto
rozhodnout jiz na pocatku hry, kdo vyhraje, ovSem za ptredpokladu, ze
kazdy hrac¢ na tahu ucini nejlepsi mozny tah. Za jistych okolnosti bude
mnozina prohranych vrcholt totozna s jddrem grafu a Grundyho funkce
bude fungovat tak, jak zminéna dvé pravidla zadaji. Jedna partie od-
povidé cesté do stoku z vrcholu odpovidajictho pocateéni pozici. Tam
na pocatku hry postavime jedinou figurku nebo polozime jediny peniz,
kterym tdhne hra¢ na tahu po Sipce do sousedniho vrcholu. Oba hraci
uzivaji téze figurky. Vzdat se tahu neni dovoleno. Toto jsou samoziej-
mosti, které si uvédomuje kazdy dobry hrac¢ nejen této hry nebo Sachu,
at uz pouziva terminologie teorie grafti nebo ne, at se mu libi nebo ne.
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Jde o princip spole¢ny spousté deskovych her tak, jak o tom predna-
sel Zermelo jiz roku 1912 [9]. V Ceské literatufe tento princip pfipomina
Demel [5]. Nedovedu si pfedstavit, jak by se bez téchto znalosti obesli
programéatoii deskovych her, tfeba Sachu [14]. Tohoto principu je moZno
uzit naptiklad pti rozboru Sachové partie, chceme-li dokézat nebo vyvra-
tit korektnost obéti figury.

Graf mize jako ¢ast obsahovat misto, kde je mozno béhat dokola
(silnd komponenta), ale jeZ je mozno opustit jen vstupem do pozice vy-
hrané pro soupefe. To se hodi k diikkazu remizy opakovanim pozic. Remi-
zové body obarvime zelené, Sipky tohoto bludi$té vyznac¢ime tlusté. Ani
Cerné-Sedé-bilé provedeni nebude vtipnému ¢tenéii ¢init potize. Chceme-
li predvést jadro a Grundyho funkci, zvolime graf bez takovych c¢asti.

Hry, usité na miru

Hlavni myslenku predvedu na hamiltonovské kruznici, neboli na pro-
blému obchodniho cestujictho. Hamiltonovskou kruznici se rozumi uza-
viend cesta po hrandch neorientovaného grafu, kterd probéhne vSechny
jeho vrcholy kazdy jednou s vyjimkou toho, kde cesta zacina i kondi.
Néktery graf takovou kruznici ma, jiny ne. Abychom ziskali potiebny
postieh a intuici v tomto sméru, muzeme si vymyslet a hrat napiiklad
hru Okruz. Na pocatku je dano nékolik izolovanych vrcholt. Hrac¢ na
tahu pridava hrany podle predem stanovenych pravidel. Zvoli naptiklad
vrchol, kde to jesté jde, treba opakované, a pfida jednu, nebo vice inci-
dencnich hran, tj. takovych, pro které je zvoleny vrchol jednim z koncti.
Kdo prvni vytvori hamiltonovskou kruznici tohoto grafu, ten vyhraje,
pokud ji vyznaci. Jinak ponechava vyhru soupefi, pokud ji soupef ne-
prehlédne.

Hledanim hamiltonovskych kruznic a zejména podminkami jejich exis-
tence se zabyvaji také nékteii cesti matematikové. Ve svém vyzkumu
uzivaji pocitace. Kdyby to zaujalo naptiklad poradatele nebo teSitele
matematické olympiady, jejich ucitele nebo pratele natolik, Ze by chtéli
védét vic, nez je v ucebnici, kterou maji po ruce, nebo kdyby chtéli
védét, kde se tato teorie uplatni, védéli by na koho se obratit. Lukas
Toth zpracoval nékteré postiehy a poznatky ve své seminarni praci o hie
Okruz asi roku 2005, kdyz konéil sva studia na gymnaziu v Jirovcové
ulici v Ceskych Budéjovicich. Na této skole, v Jevicku i jinde jsem kdysi
se studenty nejen tuto hru hraval.
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Turnaje

Na svych toulkach jsem se mimo jiné naucil poradat turnaj, kde hraje
kazdy s kazdym jednou zpisobem nazvanym ,obihacka® (obr. 4). Da-
val bych mu prednost pred Bergerovymi nebo Schurigovymi tabulkami,
protoze si zopakujeme a procvi¢ime permutace i jejich skladani.

Pouceni: sedma mocnina permutace, provadéna po kazdém kole, se rovna
identité, ¢ili totoznosti. Pocet zépasi je 8- (8 —1)/2 = 28. Dokéazali byste
z tabulky ziskanych bodt urcit, kdo koho porazil a kdo s kym hrél ne-
rozhodné? Pozor, nékdy se dava za vyhru bod a za remizu pul, jindy za
vyhru 3 body, za remizu 1 bod a za prohru v kazdém prfipadé nic.
Zahrajme si pro zménu turnaj vylu¢ovacim zptusobem, kde po kazdém
zapasu (bez ohledu na to, ve kterém kole) jeden hra¢ vypadne. To se déje
tak dlouho, az zbude jen vitéz. Jestlize jsme zacali s h hraci, pak jsme
sehrali h — 1 zapasiu. Pokud se hraje na kola, nazyvana od konce finale,
semifindle, ¢tvrtfindle, ..., je pocet zapasu v kazdém kole geometric-
kou posloupnosti, zacinajici jednickou a kazdy jeji ¢len je dvojnasobkem
predeslého. Pokud pocet hract na zacatku je néjakou mocninou dvou,
napiiklad 16 = 2%, pak, kdyby se nehrélo o tak zvané 3. misto, bude
pocet zapast 16 — 1 = 2* — 1 = 15 ve shodé s ucebnici. Pii jiném druhu
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turnaje se uplatni latinské ¢tverce [7]. Pro¢ jako cvifeni ve skole neucit
zaky potradat turnaje? Néktefi se tomu nauci v sachovych klubech. Po-
kud se tak nestalo, nesmirné bych ocenil, kdyby si téchto moznosti v§imli
ucitelé a autofi ucebnic, nalezité toho vyuzili a dali mi o tom védét.

3. Zavérem

Pripominam, Ze diskrétni matematika, to jest kombinatorika a teorie
grafl, nabizi spoustu jinych neméné zajimavych naméti a problému, ko-
lem nichz se roji nové objevy, a ze tento vyvoj je tézko sledovat v ustrani
a v pohodli s pomoci zastaralych uc¢ebnic. Radost z objevu odkluse do
dali, zatimco dulezitych aplikaci stale rychleji pribyva. Za zajem o ta-
kovyto zpuisob studia grafii pomoci her speciadlné navrzenych jako tivod
do rtiznych kapitol diskrétni matematiky vdécim hlavné riznym vysoko-
Skolskym ucitelim Univerzity v Salcburku, zejména profesoru Gerlovi,
a dale nékterym slovenskym pedagogtim a mnohym ¢eskym studentim,
které jsem nejen zde zminéné, ale i mnohé jiné hry naudcil, a ktefi mé
brzy porazeli a z nichZ dnes néktefi u¢i na Matematicko-fyzikalni fakulté.
Pokusme se sestavit seznam nékterych badatelti, vyzkumnych tkold a
pojmi, pro které se hry daji stfihnout na miru: Ramseyova teorie, Sper-
nerovo lemma, arrangements a ¢iapocnica, rozklady mnozin, Fibonacciho
posloupnost nebo objekty z krychli, kterych je na nasich zédkladnich sko-
lach dost. Jsou dostatecné vyuzivany? Neékteri znami autofi ve svych
knihach pfi vysvétlovani rtiznych pojmu rovnéz uzivaji hry sprouts, hex
i s vhodnou obménou a jiné [11]. Vyhravajicim strategiim se obzvlast
zevrubné vénuje kniha [2]. Casto od hlavolam, her i hadanek vede cesta
k objevim. Stoji rovnéz za zamysleni, co dnesni zaky bavi, co hraji
spontanné a jakou to ma vyukovou a vychovnou hodnotu. Nékteri zu-
Fivé masti karty, vymysleji vlastni hry, a jsou ochotni tomu naucit tfeba
i své ucitele. Hrozi nebezpeci, ze uhnou, bude-li se nékdo snazit nachytat
je na jejich dnes oblibenou hru a pak odtud dotahnout k néjaké formuli
z kombinatoriky?

Vyznamem her pro zpestieni vyuky se u nas zabyvaji naptiklad Vac-
lav a Jitka Foitikovi [3, 4]. Vzdélavaci programy, obsahujici i deskové
hry, nabizi pod nazvem Matematika v bézném zivoté Narodni institut
pro dalsi vzdélavani [12]. Potésilo by mé, kdyby i jiné ucitelky a ucitelé,
ktefi néjaké zajimavé hry znaji, Castéji predvedli, co dovedou, a vSi-
mali si turnaju sachu i jinych her, napfiklad go. Tato hra je tvrdym
ofiskem pro programéatory. Olympiddu dusevnich sportt porada Praz-

117



sky klub go, dosazitelny na webovské adrese Cesko-japonské spoleénosti
office@japan.cz. Dalsimi poradateli soutézi i jinych nez sachy nebo go
jsou: Klub deskovych her Paluba, paluba@hrejsi.cz, nebo Dr. Mazuch,
mazuch@avekont.cz.

Neéktefi ucitelé programovani davaji za cviceni napsat programy hra-
jici riizné deskové hry. K tomu se vyplati znat vyhravajici strategii nebo
aspon taktické triky. Ttibi se smysl pro algoritmy a nakoukne se i do teo-
rie slozitosti [10]. Takové znalosti a dovednosti se mohou hodit i pro jiné
ucely. Zname-li vice vyucovacich metod pro tyz pojem, je vétsi nadéje,
Ze se najde ta, kterd lépe vyhovuje uréitému zéku nebo udéiteli (zakyni,
ucitelce).

Kromé zminénych osob dékuji za pomoc vedeni i zaméstnankynim
Statni védecké knihovny v Hradci Kralové a Antoninu Jancafikovi za
darovanou brozuru [8], kde najdete dalsi odkazy.
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Matematické sustredenie pre rieSitelov Matematickej
olympiady v kategérii Z9 "

Alena Pridavkova !, Marek Mokris 2, Pedagogické fakulta PU v Presove

ABSTRAKT. V Presovskom kraji je kazdorocne organizované pdtdrové ma-
tematické sustredenie zamerané na odborni pripravu riesitelov Matematickej
olympiady v kategorit Z9. Akcia je organizovand v spoluprdci s JSMF' a lektor-
skt ¢innost vykondvaji odbornici z oblasti didaktiky matematiky. V prispevku
prezentujeme obsah a Struktiru vyucovacich modulov.

Uvod

Matematickd olympidda (MO) je sucastou vychovno-vzdelavacieho
procesu na zakladnych Skolach [1]. Jednym z poslani sttaze je vyhlada-
vat ziakov talentovanych v matematike a podporovat ich odborny rast.
Ulohy zaradené do jednotlivich kol stfaze v kategériach pre zakladné
Skoly predstavuju svojim charakterom prostriedok identifikacie ziakov
s nadanim na matematiku. Pre ziakov zakladnych skél je na Slovensku
vytvorenych Sest kategérii od Z4 do Z9, tj. pre ziakov od 4. do 9. roc-
nika ZS a im zodpovedajtcich roénikov osemroénych gymnazii. V kazdej
z kategorii st organizované dve kold — v kategorii Z4 domace a Skol-
ské, v kategoriach 75 az Z8 je to domace a obvodné kolo. Vyvrcholenim
stutaze v kategdrii Z9 je tretie — krajské kolo, organizované na trovni
samospravnych krajov na Slovensku. Pocet tucastnikov krajského kola
urcuje krajska komisia v prislusnom kraji. V Presovskom kraji je pocet
postupujtcich do tretieho kola zvycajne v rozmedzi 50 az 60 ziakov. Vy-
ber je realizovany na zaklade dosiahnutych vysledkov v obvodnom kole.
V kazdom roéniku sufaze je stanoveny minimdalny poéet bodov dosi-
ahnuty v obvodnom kole potrebny pre postup do krajského kola. Navyse
st z kazdého obvodu pozvani minimélne dvaja tspesni riesitelia dru-
hého — obvodného kola. Pred organizaciou krajského kola je kazdoroc¢ne
usporiadané matematické sustredenie pre vsetkych ziakov postupujtcich
z obvodného kola.

1
2

e-mail: alena.pridavkova@pf.unipo.sk
e-mail: marek.mokris@pf.unipo.sk

*Prispevok vznikol ako sticast riesenia projektu MS SR KEGA 165-016PU-4/2010
Matematika pre zivot — cesty rozvijania matematickej gramotnosti ziakov priméarnej
skoly v kontexte medzinarodnych vyskumov OECD PISA a IEA TIMSS.
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Z historie sustredenia

Myslienka organizovat matematické stustredenie pred krajskym kolom
Matematickej olympiddy v kategérii Z8 (neskor Z9) vznikla v skolskom
roku 1993/1994. V dalsich ro¢nikoch sufaze bolo podujatie pripravo-
vané pre ziakov byvalého vychodoslovenského kraja. V roku 1996, kedy
prebiehal 45. roénik MO, doslo k novému tzemnému ¢leneniu Sloven-
ska a vychodoslovensky kraj bol rozdeleny na kraje dva — Kosicky a
Presovsky. V nasledujtcich troch rokoch bolo stustredenie organizované
¢lenmi krajskej komisie MO v PreSovskom kraji a ztcastiovali sa ho aj
ziaci Kosického kraja. Od roku 1999 sa akcie zacastniuju len Ziaci za-
radeni v kraji Presovskom. Do 47. ro¢nika MO bol tadbor organizovany
pre riesitelov sutaze v kategorii Z8. V gkolskom roku 1998/1999 vznikla
kategéria Z9, ale z dovodu nizkeho poc¢tu uspesnych ziakov v druhom
kole stutaze sustredenie nebolo organizované. Od roku 2000 bola akcia
realizovana pre ucastnikov Matematickej olympiady v kategorii Z9.

Stustredenie je organizované pod zastitou Jednoty slovenskych mate-
matikov a fyzikov a Krajskej komisie MO v PreSovskom kraji. Lektorsku
¢innost vykonavaju vysokoskolski ucitelia z Katedry matematickej edu-
kacie Pedagogickej fakulty PU v Presove. Aj napriek tomu, zZe sustre-
denie je stucastou MO, ktorej vyhlasovatelom je Ministerstvo Skolstva,
vedy, vyskumu a Sportu Slovenskej republiky, nie je ziadnym spdsobom
finan¢ne podporovana. Z toho dovodu st vsetky naklady spojené s ucas-
pripadov z prostriedkov Skoly, ktort konkrétny ziak navstevuje. Pokial
ide o lektorski ¢innost, t vykonavaju uditelia na baze dobrovolnosti.

Program matematického siistredenia

Akcia je organizovand zvycajne v Skole v prirode, v zariadeni rekre-
acného typu. Od jeho vzniku az do roku 2008 bola miestom organizécie
stustredenia Skola v prirode v Thurzove nedaleko Gelnice. V ostatnjch
dvoch rokoch je tdbor usporaduvany v rekrea¢nom zariadeni v Chmelo-
vej pri Bardejove. Akcia je realizovana zvycajne tyzden, resp. dva tyzdne
pred terminom tretieho kola MO v kategérii Z9.

Cielom matematického sistredenia je odbornd priprava ziakov na
krajské kolo Matematickej olympiady v kategdrii Z9, ktoré je vyvrcho-
lenim sttaze v spominanej kategdrii. Tomuto cielu je prisposobeny aj
program podujatia, pri¢om velky priestor je venovany vyucovaniu, ktoré
prebieha v Styroch blokoch.
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Obsahovo su jednotlivé vyucovacie moduly zamerané na rdzne ob-
lasti matematiky. Prioritne je priestor venovany rieseniu tloh typovo
korespondujtcich s tlohami zaradenymi v obvodnom kole prislusného
ro¢nika MO — v kazdej skupine sa riesia ulohy analogické s jednou tlo-
hou druhého kola. Okrem toho st do vyucby zaradené rozne netradicné
tlohy, zaujimavosti a poznamky z histérie matematiky. Vyucba v prvej
skupine je venovana problematike aritmetiky a tedrie &isel. Ziakom je
prezentované napriklad indické nasobenie, nasobenie vyuzitim Napiero-
vych pocitacich paliciek, grafické nasobenie a pod. V druhom bloku st
zaradené ulohy z algebry, rozlicné sposoby umocnovania prirodzenych
Cisel, priestor je venovany prezentécii réznych postupov nasobenia spa-
miiti. Do obsahu tretieho vyucovacieho bloku st zaradené ulohy tzv.
vypoctove] geometrie a vo $tvrtej skupine maju ziaci moznost riesit ne-
standardné ulohy analytickej a konstrukénej geometrie.

Program sustredenia je rozvrhnuty do piatich dni.

e Prvy den zacina prichodom na miesto konania v popoludiajsich
hodinéch, ubytovanim, organiza¢nymi zaleZitostami a zoznamovacim ve-
¢ierkom spojenym s programom, ktory zabezpecuju Studenti alebo dok-
torandi z Pedagogickej fakulty.

e Druhy den — v utorok — zac¢ina vyucba v jednom zo $tvorhodino-
vych blokov a prebieha v §tyroch paralelnjch skupinach. Ziaci v dalsich
dnoch postupne absolvuja vyucbu v kazdom zo Styroch blokov. Popo-
ludni pokracuje vyucba v Stvorhodinovom module. Vecer je pre ziakov
pripraveny program plny hier, stifazi a zdbavy.

e V stredu dopoludnia je do programu zaradena vyucba a popoludni
vylet, zvycajne do mesta v blizkosti konania akcie. Vecer je pre ziakov
organizovany spolo¢ny program.

o Stvrty deii dopoludnia prebieha vyuc¢ba v poslednych moduloch
a popoludni je priestor venovany sttazi s nazvom Miniolympidda, kde
ziaci riesia ulohy analogického typu ako boli zaradené do vyucby v jed-
notlivych blokoch. Na ich riesenie je vymedzeny ¢as pol hodiny na jednu
tlohu. Organizacia Miniolympiady kopiruje pravidla krajského kola MO,
kde ziaci riesia ulohy samostatne a za kazd( tlohu maji moZnost zis-
kat maximélne 6 bodov. Ide v podstate o akusi generalku krajského kola
MO. Vysledky stutaze st vyhlasené posledny vecer, kde st odmeneni naj-
uspesnejsi riesitelia. Odmeneni st aj vitazi inych stfazi, ktoré si pocas
sustredenia realizované.

e Vyvrcholenim odbornej pripravy je program posledného dopolud-
nia, kedy je pre ucastnikov pripravend odborna prednaska zamerana na
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vybranu tému, ako napriklad Historia velkej Fermatovej vety, Prechd-
dzka dejinami matematiky, Pribehy matematiky a pod.

V dalsej casti uvadzame zadania tloh zaradenych do Miniolympiddy
v roku 2011:

1. Plechova podlozka mé tvar $tvorca s dlzkou strany a = 8 dm pri
kazdom vrchole sa odreze rovnaky tvar pravouhlého rovnoramenného
trojuholnika tak, aby sa hmotnost podlozky zmensSila

a) o 18 %,
b) o 72 %.

Ak4 je velkost odrezanych trojuholnikov? Je mozné previest obidve
odrezania?

2. Barbora si napisala dve rozne ¢isla. Potom ich scitala, od¢itala, vyna-
sobila a vydelila. Dostala styri vysledky, ktorych studet bol —100. Ked
vynechala vysledok scitania a spocitala ostatné vysledky, dostala tiez
sucet —100. Ktoré celé cisla Barbora napisala?

3. Dany je pravidelny 6-uholnik ABCDEF. Bod X patri tsecke BF.
Bod X spojime s vrcholmi 6-uholnika, ¢im dostaneme trojuholniky,
ktoré maji obsah: trojuholnik ABX 4 cm?2, trojuholnik DEX 8 cm?,
trojuholnik AFX 2 cm?. Vypodcitajte obsahy ostatnych trojuholnikov.

Okrem odbornej pripravy st do programu sustredenia zaradené aj
aktivity hrového, Sportového, relaxacného a spolocenského charakteru.
V roku 2000 vznikla myslienka pripravit ¢asopis pre ucastnikov ststre-
denia s ndzvom Ststreddk, pri¢om autormi prispevkov boli samotni Ziaci.
Do roku 2004 vychadzala tlacend verzia casopisu, ktord sa v roku 2005
pretransformovala do elektronickej formy (na CD). V poslednych dvoch
rokoch st prispevky ziakov, fotografie, produkty spolo¢nych stutazi a hier
prezentované na socialnej sieti Facebook.

Uvédzame ukazku niektorych prispevkov z casopisu Sustreddk.

Autor (ka?) S. S.

Matika, to je ta pravd,
na pisomky velmi dravd,
zazili sme tyzden taky,
moc nie prisny, ale staby.
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Rano bola algebra,
my sme tupi jak jedla,
potom sa vsak zlomil strach,
madri ludia boli z nds.

Dnes to bola geoda,
to bol stres, nie pohoda,
obcas niekto cosi splodil,
nds ostatnych vyslobodil.

Zajtra je uZ treti den,
ucime sa, ¢o nie je hej,
neskor vylet do Gelnice,

oble¢ dvoje nohavice
(lebo je zima).

Prejde sturtok, pride piatok,
pre niektorych velky sviatok.
Tejto skole dovi poviem,
oto¢im sa a prec pojdem.

Nekonecny pocet cislic
moze tvorit mnozinu
kalkulacka sa zasmeje, dokdzal ich niekto scislit
nedd sa to odmocnit. bez zvysku a pochyby?

ORIDZINL NO

Prvocislo delitelné nie je,
ani ten trojuholnik,

Trojcifernd

Tdto rovnica tazkd je,
ostrd sta thlan,
pero sa s nou zahraje
som trojciferny Milan.
SPESL

Ja to uzZ viem vyndsobit,
je to dobry vysledok.
MozZno ma budete chciet zbit
a date mi na zadok.

Najkrajsia matematika je td, ktord:
— ndsobi radost
— deli smitok
— odmocniuje nendvist
— umocnuge ldsku
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Dotaznik

Prostrednictvom anonymného dotaznika sa mohli ticastnici matema-
tického ststredia v posledny deni vyjadrit k jeho samotnej tirovni. Uvad-
zame vyhodnotenie prieskumu z roku 2011 (zucastnilo sa ho 35 respon-
dentov), ktoré obsahuje znenie otazky v dotazniku, alternativne odpo-
vede a frekvenciu ich vyskytu:

1. Splnilo sustredenie Tvoje oc¢akavanie?

a) 4no 29
b) nie 0
c) Ciastocne 6
2. Vyucba v skupinach bola:
a) naro¢na 0
b) primerana 5
d) rozsirila moje matematické vedomosti 21
e) Ciasto¢ne doplnila moje vedomosti 11
f) nebola naroc¢na 2

3. Sposob, akym prebiehala vyucba:

a) mi vyhovoval 35
b) mi nevyhovoval 0
¢) navrhoval by som: 0
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4. Vecerny program bol:

a) zaujimavy 21
b) priemerny 11
¢) nudny 3

5. Chcel by si sa este zcastnit na podobnom matematickom stistredeni?
a) ano 33 b) nie 1
6. Navrhni zmeny v stustredeni, ktoré by zlepsili jeho troven:
sportove hry kazdy den
mohol by tu byt pocitac, aby som mohol informovat ucitelky ako
sa mdm
nic¢ by som nemenil
predlZit vecierku
Kalceto zadarmo
7. Napis, ¢o Ta najviac zaujalo:
piatkovd predndska bola uZasnd
vyucba v skupindch
predndska a vyucba
pocitanie spamdti
nove sposoby riesenia uloh
peknd prirody v okoli Chmelovej
vylet do Bardejova
vecerny program

Zaver

Reakcie ziakov ukazuji, Ze matematické sustredenie splnilo svoj ciel.
Jeho Gicastnici nielen ziskali nové vedomosti z matematiky, naucili sa rie-
$it dlohy roznymi metédami, ale prinos vidime aj v tom, ze tu vzniklo
mnoho novych priatelstiev. Verime, Ze tato forma mimoskolskej prace
s nadanymi ziakmi na matematiku, ktora sa stala v PreSovskom kraji
tradiciou, bude pokracovat aj v dalsich ro¢nikoch MO a prispeje k po-
pularizacii nielen matematiky, ale aj Matematickej olympiady.

Literatura
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Pozice vyuky matematiky ve vzdélavacim systému
Jiti Ragka, Gymnazium Pierov®

ABSTRAKT. Cldnek se kriticky zamysli nad soucasnym stavem vyjuky mate-
matiky. Autor nevidi problémy v ekonomické strdance, ale v nekoncepcnosti
vzdeéldvani rizenem Ministerstvem skolstvi, mladeze a télovychovy. Prikladem
zkvalitriovdni vyuky matematiky na strednich skoldch, a to prevdzné talentova-
néjsich Ziki, jsou projekty realizované gymndziem Jakuba Skody v Prerové.

Klesajici troven vseobecného vzdélavani vidim v primé souvislosti
se zanedbavanim vyuky matematiky a pohrdanim jejim vyznamem pii
vzdélavani — zvlasté pak na stfednich skolach. Matematika jako véda,
kterou nelze jednoznac¢né zaradit mezi védy prirodovédné, spiSe stoji
na pomezi déleni véd, je dnesni spolec¢nosti potlacovana. Neustale kolem
sebe slysime, ze matematika neni dilezita, ze podstatna je znalost jazyku
a prava a ostatni znalosti pfijdou jaksi samy.

To Ze pravé matematika je podkladem pro rozvoj mnohych dalsich
véd a uci logickému mysleni, rozviji analytické i syntetické mysleni a
rozSitfuje konstruktivni ptistup k feSeni problémi, to se zfejmé zamérné
pomiji. Matematice se zbytecné dava nélepka tézkého predmétu, z néjz
je potfeba znat jen to nejnutnéjsi koncici tak délenim.

Zakopany pes v mezinarodnim srovnavani studijnich vysledka nasich
zakl, v némz jiz padame ke dnu, se pak hleda vSude mozné a hlavné
v nedostatku penéz na vzdélavani. Myslim ale, Ze problém je predevsim
ve struktufe vzdélavani a jeho prioritach, které stanovuje MSMT. Dlou-
hodobé se daii matematiku jako zbytecné tézky predmét odsouvat do
pozadi. Myslenka povinné maturity z matematiky minimalné pro zaky
gymnézii je pak témér kacirska. Kdyz se vSak zamyslime nad tim, Ze by
7aci SS veédéli jiz p¥i nastupu do prvniho roéniku, ze budou maturovat
z matematiky a k pfedmétu by pristupovali jako k pfedmétu maturit-
nimu, nebyla by matematika (a maturita z ni) tak tézka, ale byla by
respektovand. A hlavné znalosti z jejiho studia by Zaci jisté uplattiovali
ve studiu ostatnich predméti a obor.

Gymnézium Jakuba Skody ve spolupraci s Ptirodovédeckou fakul-
tou UP Olomouc ziskalo v roce 2009 dva granty na zkvalitiovani vyuky
matematiky na ZS a SS a na vychovu matematickjch talent. Vsechny

le-mail: raska@gjs.cz
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aktivity téchto projekti smétruji jak k posileni vyuky matematiky a pfi-
lakani matematickych talent k hlubsimu studiu matematiky, tak k zis-
kavani zkuSenosti s touto praci na rtiznjch $kolach CR a v zahraniéi.
Dosavadni poznatky z prace s matematickymi talenty v bézné skolské
praxi jsou zatim pro nase skolstvi bohuzel nelichotivé, a tak se snazime
aktivity stale rozsitovat, zvySovat jejich pritazlivost a kvalitu a s jejich
vysledky seznamovat vefejnost odbornou i politickou, a apelovat tak na
zmény v systému skolstvi.

Aktivity nasich projektia ,PMT“ a ;MATES“ jsou hlavné tyto (viz
také [1]):

1. organizujeme pravidelné kazdotydenni dvouhodinové seminaie pro
zdjemce o matematiku (obr. 1),

Obr. 1

2. v kazdém pololeti vyjizdime 3-4 krat do vzdalen€jsich skol, s dvou-
hodinovymi prednaskami k popularizaci matematiky a matematic-
kych soutézi,

3. organizujeme ctyfdenni vyjezdni soustiedéni matematickych ta-
lentti, na kterém prednasi lektori z UP Olomouc, MU Brno, KU
Praha a ucitelé gymnézii (obr. 2),
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Obr. 2

4. pripravujeme zaky k matematickym soutézim organizovanym ce-
lostétné, zarovenn mnohé soutéze organizacné zajistujeme (DUEL,
Turnaj mést, ... ),

5. Ucastnime se mezinarodnich soutézi v zahrani¢i a na nase soutéze
zveme zahrani¢ni ucastniky,

6. aktualné chystame pribéznou matematickou soutéz organizovanou
a realizovanou po internetu.

Vsechny tyto aktivity hodnoti zaci velmi pozitivné a také kolegové
z ruznych skol jsou jim pfiznivé naklonéni. Vzhledem k tomu, ze jsme
pravé uprostied feseni obou projektil, véfime, zZe jejich vyznam bude
na konci ocenén zdky a uciteli regionu jako prinosny pro zvysSeni cel-
kového zajmu o matematiku. Doufame vsSak také, ze bude zduraznéna
nezastupitelnd pozice matematiky ve stredoskolském vzdélavani a nas
apel dopadne pies mnoh4 jednani i na ptidu MSMT a ovlivni jeho dalsi
rozhodovani o matematice jako zakladu vSeobecného vzdélavani zakt
zékladnich a stfednich $kol CR.

Literatura

[1] Raska, J.: Projekty PMT a MATES. In: Zhouf, J., Ruzickova, L. (eds.) Makos
2010. Pedagogicka fakulta UK, Praha, 2011, s. 31-32.
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Matematicky korespondencni seminar MFF UK

Michal Rolinek !, Gymnazium J. Keplera, Praha
Martina Vavackova?, MFF UK Praha

ABSTRAKT. Cldnek predstavuje Matematicky korespondencni semindy MFF
UK. Lze se v ném docist néco o typickém pribéhu rocniku, o zaddvanych ulo-
hdch, o soustredéni ¢i o mezindrodni tymove soutezi Naboj, kterou tento semi-
nar taktéz poradd.

Matematicky korespondencni seminaf je soutéz pro nadané stiedo-
skolaky pofadana studenty MFF UK [1]. Tato soutéz probiha korespon-
dencné — Fesitelé obdrzi zadani tloh a poslou nam sepsana feSeni, ktera se
jim poté vrati obodovana a opravena. Na zakladé jejich vysledku je sesta-
vena vysledkova listina, podle niz jsou studenti zvani na soustiedéni. Ci-
lem seminére je podnitit u talentovanych studentt zdjem o matematiku,
potazmo jim napomoci k dobrym vysledkim v Matematické olympiadé.
Roc¢nik 2010/2011 byl jiz t¥icAtym od vzniku seminéie. Podrobnéjsi in-
formace o korespondenc¢nich seminéfich najdeme napf. v publikaci [2].

Prubéh roéniku

Béhem roc¢niku na ftesitele ¢eka sedm tematicky zaméfenych sérii
(napt. délitelnost, obsahy, zlomky). Kazd4 série obsahuje osm tiloh s ros-
touci obtiznosti. Vyjimku tvoii zdvérecna série, tzv. Findlni mys(mas),
v niz studenti fesi sedm dvojic uloh, pricemz kazda dvojice se vztahuje
k jedné z probéhlych sérii aktualniho roéniku. Resitelé tak mohou ztiroéit
nabyté védomosti.
studijni text vztahujici se k néjakému sirsimu tématu. Zaroven s kaz-
dym dilem zvefejniujeme seridlovou sérii obsahujici trojici tloh, jejichz
feseni by pii dukladném c¢teni studijniho textu nemélo ¢init potize. Pii-
klady seridlovych témat z minulych let jsou nerovnosti, komplexni ¢isla
¢i geometricka zobrazeni.

Zadani a TeSeni vSech tuloh, vysledkové listiny i cely studijni text
k seridlu vydavame na konci kazdého roku v rozsahlé rocence.

1
2
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Par ¢isel k 29. ro¢niku

e Semindr fesilo 172 studentt, z toho 70 aktivné (tj. ti, ktefi zaslali
vice nez polovinu tloh).

e Zadali jsme 79 tloh a opravili pres 3 500 feseni.

e Na celostatnim kole MO bylo 28 ze 40 tcastniki a 10 z 11 vitézt
feSiteli naseho seminéafe.

Zadavané tlohy

Ulohy do seminéfe vybirame tak, aby na rozdil od béinych stie-
dogkolskych tloh podnécovaly kreativitu a chuf premyslet. Resenim je
zpravidla dikaz, jen ziidka Ciselny vysledek. To se také odrazi v hodno-
ceni uloh. Zatimco nad numerickymi chybami ¢asto pfivieme oko, chyby
v argumentaci a ve vyjadfovani trestdme nemilosrdné. K vyteseni drtivé
vétsiny tuloh staci bézné stfedoskolské znalosti.

P¥iklad (28. roénik 1. série) Tabulka n x n je vyplnéna éisly 1,2, ...,n?,

pricemz kazdé je pouzito pravé jednou. Dokazte, Ze existuji dvé hranou
sousedici policka takova, ze rozdil ¢isel v nich napsanych je alespon n.

Soustiedéni

Jako odmeénu pro nejlepsi fesitele poradame kazdoroc¢né dvé tydenni
soustiedéni. Tam si i¢astnici mohou prohloubit své matematické znalosti
na dopolednich prednaskach a rtiznych soutézich. Texty k prednaskam
vydavame ve sborniku, ktery si ticastnici ze soustfedéni odvazi. Tyto
texty lze pak najit i na nasem webu v sekci knihovna. Jednu prednasku
tradi¢né prednese host z MFF UK ¢i z tstfedni komise MO. Zbyly cas
vyplni kolektivni hry venku i uvnitf, ¢i hrani na hudebni néastroje.

Naboj

Dalsi nasi aktivitou je mezinarodni matematicka soutéz pro péti-
¢lenné tymy stredoskolakil zvand Néboj (www.naboj.org). Tato soutéz
probiha jednou za rok soucasné v Praze, Opavé a Bratislavé. Cilem kaz-
dého tymu je v ¢asovém limitu 90 minut vy¥esit co nejvice tloh (odpovédi
byva pouze ¢iselny vysledek). Soutézi se ve dvou kategoriich Juniofi a Se-
niofi, pricemz kategorie Juniofi je urcena pro studenty nejvyse druhych
ro¢nikt stfednich skol.
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Jak se zapojit?

Seminar je mozné zacit fesit kdykoliv béhem roku. Nevahejte tedy a
oslovte stfedoskolaky ve svém okoli! Aktualni informace o seminari lze
najit na nasich webovych strankich mks.mff.cuni.cz.

Literatura

[1] Kolektiv autoria: Matematicky korespondenéni semindr, n-ty roénik. MFF UK,
Praha, 1986-2010.

[2] Zhouf, J.: Tworba matematickych problémi pro talentované Zdky. PedF UK,
Praha, 2010.

Kriticky piistup talentovanych zaku k zadani
matematickych tloh *

Lucie Rizickova ', PedF UK, Praha

ABSTRAKT. Prispévek vychdzi z charakteristickyjch projevii matematicky ta-
lentovanych Zaki, které jsou uvddény v literature. Souhrn téchto projevi je do-
plnén vysledky provedeného prurezoveho vyzkumu. Ddle je diskutovdna moznost
vyuZiti matematickych uloh netradiéni formy jako podpurnich diagnostickych
ndstroju k identifikaci matematicky talentovanyjch Zdku na zdkladé rozboru je-
jich pristupt k zaddni téchto uloh i jejich Tesent.

Uvod

Pojmy (matematicky) talent nebo (matematicky) talentovany Zdk jsou
natolik komplexni, Ze v podstaté neexistuje jejich jednoznacné a obecné
piijimané vymezeni. Rada autort se pfiklani k behavioristické charakte-
ristice talentovanych zakd pomoci souboru pozorovanych projevi nékte-
rych jejich typickych vlastnosti [2; v matematice 3]. Z vlastnosti mate-
maticky talentovanych zaki projevovanych konkrétné v situacich feseni
matematickych tloh, které podrobnéji uvadi Zhouf [5, s. 25-26], zminim
nasledujici: snaha o prehlednost a jednoduchost feseni a komunikaci;

Le-mail: lucie_ruzickova@seznam.cz

*Piispévek vznikl za podpory grantu GAUK 4309/2009/A-PP /PedF.
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autonomie pii feseni problému i pfi mezilidské komunikaci; snaha o ori-
ginalitu a seberealizaci; rozliSovani podstatné soucasti problému a jejich
feseni; registrace chyb ostatnich zakt i pedagogi; mensi soustfedénost
na feSeny problém; korigovany vydej energie na intelektualni ¢innost.

V ramci vyzkumu, jehoz vysledky dale uvadim, byly nékteré vyse
uvedené vlastnosti vztazeny konkrétnéji k praci zaka se zaddnim mate-
matické tulohy.

Charakteristiky pFistupu talentovanych zaku k zadani matematic-
kych iloh

Na zakladé vysledki prufezového vyzkumu, ktery byl realizovan v le-
tech 2008 az 2011 na osmiletém gymnaziu se zamérenim na matematiku,
byla identifikovana nasledujici specifika projevujici se u talentovanych
zak1 pii praci se zaddnim matematické tlohy.

Talentovani zaci byvaji vysoce citlivi a zaroven velmi malo tolerantni
k jakymkoli nepresnostem a nejednoznacnostem v zadani tlohy. Jejich
nadprimérné matematické schopnosti jim totiz umoznuji tyto nesrov-
nalosti snadno odhalit a snaha o tUplnost a spravnost feSeni a presné
vyjadfovani je nuti zabyvat se jimi.

Talentovani zaci také mivaji tendenci interpretovat matematickou
ulohu presné podle jejiho zadani, neberou tedy v tvahu dopliujici infor-
mace, které v zadani nejsou uvedeny a nedaji se z néj odvodit matematic-
kymi prostiedky. Nedokonale formulovana tiloha vSak neni chapana jako
selhani ze strany zadavatele, ale jako vyzva k badani v dosud neprozkou-
manych oblastech nebo jako moznost prichdzet s necekanymi FeSenimi i
vysledky. Konkrétni pristup zaka k matematické tloze, v jejimz zadani
odhali urcitou nejednoznacnost, pak samoziejmé zavisi nejen na jeho
matematickych predpokladech, ale i na jeho jinych osobnostnich rysech,
na didaktickém kontraktu ve vyuce matematiky v dané t¥idé [1] a na
dalsich faktorech.

Na druhou stranu, nékteri talentovani zaci pristupuji k matematic-
kym tdlohdm s ur¢itym nadhledem a soustfedi se spiS na subjektivné
vnimanou matematickou podstatu problému nez na presnou textaci za-
déani. V kazdém piipadé poklddam schopnost kriticky zhodnotit zadani
matematické tlohy za jednu z vyznamnych charakteristik matematicky
talentovanych zaki.
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Ulohy vyufzitelné k identifikaci matematicky talentovanych zaki

Pri vytvareni matematickych tloh vhodnjch pro praci s talentova-
nymi zaky je obvykle kladen diiraz na podnétny matematicky obsah a
na dodrzeni vysoké matematické kultury zadani uloh (napi. [4, 5]). Na
zakladé vysledkii uvedeného vyzkumu se vSak domnivam, ze i tiloha se
standardnim Skolskym matematickym obsahem, ktera se vSak vyzna-
¢uje vhodnou (a zdmérnou) formalni nedokonalosti, mize mit vysoky
didakticky i diagnosticky potencial. Takovou tlohu nazyvam ulohou ne-
standardni formy.

Uloha nestandardni formy se vyznacuje nékterymi z nasledujicich
charakteristik:

e udaje v zadani pripoustéji rizné interpretace;
e lloha m4 vice fesSeni;

e tloha nemé (obvyklé) feSeni;

e feseni ulohy je prili§ jednoduché;

e Udaje v zadani nevedou k tiplnému teseni;

e udaje v zadani si vzajemné odporuji;

e udaje v zadani odporuji znalostem zak;

e neni splnéna podminka pro pouziti predpokladaného algoritmu fe-
Seni.

Zavér

Vysledky provedeného vyzkumu naznacuji, ze talentovani zaci jsou
schopni kriticky zhodnotit zadani matematickych dloh a pfipadné ne-
dostatky v zadani adekvatné reflektovat v procesu feseni. Analyza Za-
kovskych feseni iloh netradi¢ni formy tedy muze ucitelim pomoci pii
identifikaci matematicky talentovanych zaku.
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Matematicky software na stiedni Skole

Miroslav Tichy, SSAK, Hradec Kralové!

ABSTRAKT. Prispévek se zaméfuje na moznosti modelovdni redlnych situaci
ve vyuce matematiky pomoct programiu Mathematica a GeoGebra.

Uvod

V prispévku se budeme zabyvat modelovanim redlnych situaci v ma-
tematice, tedy i softwarem vhodnym k modelovani.

Modelovani jevii ma v pedagogické praxi velky vyznam, na modelech
zaci chapou ¢innost jinak pro né velmi slozitych mechanism, jevi a déjt.
Redlny déj je pro zaky na trovni zékladni ¢i stfedni skoly leckdy slozity,
vytvorenim modelu, ktery zanedba okolnosti nepodstatné, se popis jevu
zéaktum nalezité zjednodusi, jsou pak snaze schopni jej pochopit.

Ve skolnim prostfedi lze modelovat jevy na papite, tabuli. Lepsi moz-
nost tvorby modelil dava pouziti pocitace. Z vychovného hlediska je du-
lezité détem, které pocita¢ doma maji a ten jim slouzi pouze za hracku,
ukazat, v ¢em jsou jeho prednosti a pouzitelnost v aplika¢nich tlohach
z praxe (pro dité to predstavuje pouzitelnost v béZném predmétu). Pou-
zivani pocitaci pri vyuce bézného predmétu ma pro déti veliky vyznam
svétondzorovy: pocita¢ neni hracka odtrzend od svéta, ale normalni pra-
covni pomiticka, kterd praci usnadnuje a predevsim zkvalitnuje.

Ve vyuce matematiky 1ze pro modelovani realnych déju pouzit tii
zakladni typy programiti:

e pocitacové algebraické systémy (CAS, Computer Algebra Systém),
programy, které zvladaji symbolické i numerické vypocty, napr. apravy
virazi, feSeni rovnic a nerovnic. Ulohy umi Fesit jak v mnoZiné vsech
realnych ¢isel, tak i v mnoziné ¢isel komplexnich. Tyto programy umi
sestrojovat grafy funkci a kiivek ve 2D i 3D. Do skupiny téchto programu
patii naptiklad programy Mathematica, Maple, MATLAB, dfive Derive.

e programy dynamické geometrie (DGE, Dynamic Geometry Envi-
ronment), programy umoziujici pfesné rysovani geometrickych figur.
Obsahuji nastroje pro pohyb, dynamiku hotovych figur, umi v konstruk-
cich méfit délky, velikosti tthla i obsahy obrazci. Predstaviteli tohoto
typu programu jsou napi. Cabri, GeoGebra, GeoNext, Cinderella.

Le-mail:tichy@ssakhk.cz
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e tabulkové kalkuldtory, jsou to programy puvodné kancelarské, umoz-
nuji vytvaret tabulky, pomoci vzorcu upravovat data, vytvaret grafy.
V matematice byvaji pouziviny pii vyuce nékterych kapitol (posloup-
nosti a fady redlnych ¢isel, finanéni matematika, statistika). Predstaviteli
jsou napt. Microsoft Office Excel, Open Office Calc. Na mnoha skolach
jde o jediny typ programu, ktery skola pro vyuku matematiky pouziva.

Velmi vhodné je pouzit k podpore vyuky matematiky jak na za-
kladni skole, tak i na stfedni skole program dynamické geometrie. Lze
zde snadno modelovat vztahy mezi geometrickymi objekty, interaktivné
tyto objekty ménit pii soucasném zachovani geometrickych a matema-
tickych vazeb mezi nimi. Pocitacové modely geometrickych konstrukci
simuluji konstrukce, které bychom na papife ¢i na tabuli provadéli eu-
klidovsky — pomoci pravitka a kruzitka. Interaktivni dynamické geome-
trie ma vsak i dalsi neeuklidovské prostiedky konstrukce, ma k dispozici
funkce, vypocty, barvy, derivace. Tak 1ze modelovat a vizualizovat obec-
néjsi pojmy a déje nez v klasické geometrii. Interaktivni geometrie je
pouzivana v celé fadé pocitacovych odvétvi nejen pro vyukové ucely, ale
napf. v modelovani a simulacich déju, tvorbé virtualni reality.

Na piikladu 1 ukazeme pouziti programu dynamické geometrie pri
vyuce. Tento ptiklad je mozné s drobnymi omezenimi fesit uz na zakladni
gkole. K feseni pouZzijeme program GeoGebra, proto nejprve uvedme par
slov o ném.

GeoGebra

Prostredi programu ma, jak uvidime, nékolik vyhod. Prvni vyhodou
ne nepodstatnou ve skolském prostiedi je jeho dostupnost. Jak bylo uve-
deno vyse, program je od pocatku vyvijen jako Open Source. Je tedy
zdarma dostupny uciteltim, zaktm i jejich rodi¢tim, komukoli, kdo mé
0 program zajem.

GeoGebra ma byt, jak vyplyva uz z jejiho nazvu, jakymsi spojovni-
kem mezi programy dynamické geometrie a programy typu CAS (Com-
puter Algebra System). Slucuje nékteré vyhody obou typt programu,
umoznuje vyuzivat jak grafickou, tak i algebraickou reprezentaci geome-
trickych objekt, kombinovat ptistupy k nim, i kdyz samotné algebraické
matematické programy (Derive, Mathematica a dalsi) pfeci jen nemtze
plnohodnotné nahradit.

Vyhodné je (zv14sté pro zéky), ze pokud mame zobrazeno algebraické
i geometrické okno programu, vidime jak analyticky popis tutvart, se
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kterymi pracujeme, tak i jejich geometrické umisténi v roving, vztahy
mezi témito Gtvary.

Zakladni vlastnosti tohoto programu jsou:

e Program je lokalizovan, 1ze v ném nastavit ¢eské menu i napovédu.
Klicova slova prikazt jsou také lokalizovana, nepouzivame tedy napft.
,,OsculatingCircle“, ale ,,OskulacniKruznice“.

e Pii zapisu texti, vzorcu, ndzva proménnych a funkci lze pouzivat
dolni i horni indexy. Zapis f_1 zobrazi jako f1 ,zatimco zapis x"3 zobrazi
jako x3. To vede k lepsi Citelnosti a srozumitelnosti funkénich predpist.
V textu je také povolena syntaxe vzorci jazyku IATEX, coz umoziuje
vytvafet popisy véetné znakt pro sumu, integral apod.

e GeoGebra je vzhledové podobnd ostatnim programiim dynamické
geometrie. Ma podobnou strukturu menu, praci s (jedingm) panelem na-
stroji. Co je vzhledové odlisné a pro funkci a pouziti programu velmi
podstatné, je algebraické okno, v némz se objevuji soutadnice bodt,
predpisy funkeci, hodnoty konstant a proménnych, rovnice kiivek. VSechny
zde uvedené objekty lze dale editovat, upravovat jejich vlastnosti, ménit
barvu, typ ¢ary, moznosti zobrazeni objektu, ¢i nastavovat stopu objekti
pii jejich pohybu.

e Lize vytvaret vlastni makroinstrukce, a doplnovat si tak dalsi vlastni
nastroje do panelu nastroji.

e Objekty lIze, pokud je to z jejich charakteru mozné, zadavat jak
geometricky, jejich vytvorenim v geometrickém okné, tak i algebraicky,
zépisem jejich rovnice do algebraického okna. Udaje v obou oknech se
neustale dynamicky ovliviiuji. Mame-li napt. dan bod F' a pfimku d,
miizeme piikazem Parabola [F, d] vytvofit parabolu urc¢enou ohnis-
kem F' a tidici pfimkou d. Parabola se ihned vykresli v geometrickém
okné a v algebraickém okné se objevi jeji rovnice. Kruznici lze zadat né-
kolika zptsoby geometricky (napf. stfedem a jednim bodem, tfemi body
apod.), lze ji zadat rovnici ve stfedovém i obecném tvaru. Jeji rovnice se
objevi v algebraickém okné vzdy ve stfedovém tvaru.

e Pomoci posuvnikl lze vytvafet animace, nastavit i velikost je-
jich kroku. Pfipadné lze pomoci zaskrtavacich policek ovliviiovat zob-
razeni/skryti vybrangch objekti.

e Krome analytické geometrie umi GeoGebra i mnoho z matematické
analyzy, ma tak blizko k programim CAS. Umi pocitat derivace, hledat
primitivni funkce pro vSechny bézné funkce. Jak derivace, tak neurcité
integraly pfitom hledd symbolicky, nikoliv numericky. U polynomickych
funkci umi hledat jejich extrémy.
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e Podstatnou vlastnosti prostfedi programu je jednoduchost a intui-
tivnost jeho ovladani a prace s nim. Program se po kratkém sezndmeni
libi i zakdm, slouzi jim nejprve k snadnému sestrojovani graft funkci.
Vyuziji ho pfi modelovani planimetrickych konstrukci, pfi vypoctech
v analytické geometrii i pozdéji v diferencidlnim a integralnim poctu.

e Ucitel i zak maji Siroké pole ptisobnosti od vytvafeni a upravovani
vlastnich dynamickych geometrickych figur az po experimentovani s jiz
hotovymi demonstra¢nimi piiklady prevzatymi z Internetu.

| =10l
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstoje Okno Ndpowda -
A . [N 8] %) 2 X Posunout nékresnu
Rl _| .,/_l ) ] ,/j AI . ]‘BCJ Posouvani nakresny nebo osy (8hif + tahnout &)
23 Voiné obieky . |
4 Dostawnik = (0, 0) 104
Indiani = (-6, 8)
4 Setkani « (8.11,0)
10 Zénisié objekty
A= (16,0)
8= (12.78,0
3 a=1622
b-g11
= 1278
Setkani
o LDostamik
P v
© vetup: [ F >][e =itz =]

Obr. 1: Program GeoGebra

Priklad 1. Dostavnik jede po primé cesté stalou rychlosti. V misté
mimo cestu jsou Indidani, jejichZ rychlost pri prondsledovdni je oproti
dostavniku dvojndsobnd. Urcete smér a misto na ceste, kam maji jet,
aby na cesté narazili presné na projizdejict dostavnik.

Reseni: Matematizujme, modelujme: je ddna polopiimka c, na ni bod D.
Daéle je dan bod I mimo polopfimku c. Naleznéte bod X na polopfimce ¢
dvakrat vice vzdaleny od bodu I nez od bodu D.

Na zékladni skole je matematické feseni této tilohy nemozné, potize
s nim budou mit i Zaci stfedni Skoly, nebudou-li znat Apolléniovu kruz-
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nici. Tu pfi feSeni pouzit nechceme. Je tedy nutné pouzit vhodny model
a celou situaci fesit modelovanim. Pouzijeme program dynamické geome-
trie GeoGebra, viz obr. 1 (vlevo je algebraické okno, vpravo konstrukéni
geometrické okno, dole je pfikazovy fadek). P¥i modelovani situace umis-
time na nékresnu body Dostavnik a Indiani, jako cestu zvolime (bez Gjmy
na obecnosti) kladnou ¢ast osy z. P situaci dle obrazku hledame ta-
kové feseni, aby délka a byla dvojnasobkem délky b. Pak budou splnény
podminky tlohy.

Uloha je bez znalosti Apolléniovy kruznice pro zaky nefesitelna. Po
sezndmeni s programem GeoGebra (nebo jinym programem dynamické
geometrie) vSak mohou zkusit celou tlohu vymodelovat — sestrojit jeji
dynamicky model. Sestrojime pomocné ukazatele drahy ujeté obéma
ucastniky — Indidny a dostavnikem. Dynamickym posouvanim bodu E
v tomto modelu ménime drahu ujetou dostavnikem, ¢imz se na obr. 2
meéni velikost tsecky DF — drahy ujeté Indiany.

10

0 |Dostavnik
-7 6 5 -4 -3 2 -1 0 1 2 3 4p 5 6 ¢ 7 8 9

Obr. 2: Drahy
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Déle muzeme sestrojit kruznice se stiedy v bodech Indiani a Dostav-
nik, které budou mit poloméry CE a DF. Tyto kruznice ukazuji, kam
se ve stejném Case mohou oba aktéfi problému dostat. Praseciky obou
kruznic jsou body, v nichz se mohou Indiani a dostavnik potkat. Nas pak
bude pochopitelné zajimat, kdy bude tento prisecik na cesté, po které
dostavnik jede. Obé kruznice jsou sestrojeny na obr. 3.

Indiani
.

Dostavnik
o 5

Obr. 3: Kruznice

Pokud by v tloze stacilo priblizné vymodelovat feSeni, mizeme opét
pohybovat bodem E po jeho trajektorii tak, aby se priisec¢ik obou kruznic
dostal na osu = — cestu, po niz jede dostavnik.

K presnému vymodelovani feseni pomiize svymi nastroji GeoGebra.
Oznacime si pruseCiky obou kruznic Prus! a Prus2. GeoGebra ma na-
stroj ,mnozina bodu“, kterym sestrojime mnozinu vSech bodu Prusi
pfi pohybu bodu E, podobné sestrojime mnozinu vsech bodt vzniklych
pohybem bodu Prus2 pii pohybu bodu F. Vse ilustruje obr. 4.

Modelovanim vzniklda mnozina bodd se na prvni pohled jevi jako
kruznice. Presvédéime se o tom tak, ze pouzijeme dalsi nastroj programu
GeoGebra. Na ziskané mnoziné bodu sestrojime 5 bodu, prolozime jimi
kuzelosecku. Jak systém GeoGebra vypiSe, jednd se o kruznici, jeji rovnici
vidime v algebraickém okné.
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Indiani

Obr. 4: Mnozina bodu

Prikazem S=Stred[hledkr] ziskdme v geometrickém okné jeji stred,
v algebraickém okné jeho souradnice. Prusecik této kruznice a kladné
¢asti osy x je hledany bod M, v némz se Indidni a dostavnik podle
podminek tlohy stfetnou. Cela konstrukce je provedena na obr. 5.

Indiani
.

Obr. 5: Kruznice
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Zavér: Pokud by zaci znali Apolléniovu kruznici, celou tlohu by mohli
fesit snadnéji, bez pouziti modelovani celého déje. Pro zaky je ale pfi-
nosné. kdyz objevi takovyto poznatek sami, s pouzitim modelovani na
pocitaci s nastroji dynamické geometrie. V obrazku lze spojit body In-
diani, Dostavnik, S, hledat vazby mezi nimi, pfesvédcit se tak o vlast-
nostech Apolléniovy kruznice.

Ulohu lze déle zobecnit tak, Ze bude dan koeficient k, ktery uréi,
kolikrat rychlejsi jsou Indiani nez dostavnik. K feSeni staci pfidat do na-
kresny jeden posuvnik, jehoz pohybem tento koeficient ménime, provazat
ho patti¢né ve vypoctu drahy.

Mathematica

K feseni nasledujiciho piikladu chceme pouzit program Mathematica.
Mathematica je profesionalni matematicky program typu CAS (Compu-
ter Algebra Systém).

Bude uzitecné uvést néco malo o tomto programu predevsim z po-
hledu stredoskolského ucitele. Podtitulem systému Mathematica je
»A System for Doing Mathematics by Computer”. Mathematica je sys-
témem velmi vykonnym pro feseni matematickych problémi, to vsSak
ocenli spise uzivatelé v praxi, védecti pracovnici a ucitelé vysokych skol,
je vsak také vynikajicim systémem pouzitelnym pfi vjuce matematiky,
v neposledni fadé pravé na stiedni skole. Zéci velmi rychle mohou zvlad-
nout zakladni prikazy systému potiebné k feseni tloh stfedoskolské ma-
tematiky, pak uz mohou postupné své znalosti rozsifovat na slozitéjsich
prikladech.

Mathematica je programovy systém, ktery lze pouzivat ,,jednotad-
kovymi®“ pfimymi ptikazy, napf. pro feseni rovnic, nerovnic, zobrazeni
grafii funkei a relaci, lze v ném i programovat, Mathematica ma vesta-
vén vlastni programovaci jazyk vytvoreny na zakladé jazykd umélé inte-
ligence. Mathematica méa prostfedky pro Feseni tiloh symbolicky (s pou-
Zitim nézvl parametra, proménnych), tak i numericky, pokud nés zajima
(jen) ¢iselné FeSeni.

Systém Mathematica lze na stfedni Skole vyuzivat dvojim zptisobem:

e Mathematicu mtze pouzivat ucitel, pfipravit si s jeji pomoci vyklad,
demonstracni tlohy, pisemné prace a testy pro zaky.

e Mathematicu ke své praci pouzivaji i zaci, zvladnou ji v ramci
vyuky matematiky, pomaha jim pii pochopeni latky, feSeni prikladi,
usnadiiuje a urychluje vypocty.
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Mathematica zaktim po zvladnuti programu umozinuje soustiedit se
na vlastni matematickou podstatu problému. Technické, mnohdy pracné
vypocty mohou predat pocitaci. Nenahraditelna je Mathematica pfi vi-
zualizaci problému, pii tvorbé grafa.

Piiklad 2. Uréete pravdépodobnost, Ze v nahodné vybrané skupiné tvi-
ceti lidi (napt. Skolni trida) md alespori jedna dvojice narozeniny ve
stejny den v roce. Prestupny rok neuvazujeme.

Reseni: Jde o zndmy ,narozeninovy problém“, tlohu, kterou sestavil ra-
kousky matematik Richard von Mises. Mohli bychom ji fesit pfimym
vypoctem, zkusme vsak nejprve feSeni vymodelovat bez pomoci kombi-
natoriky. Predpokladejme, ze mame k dispozici program Mathematica a
zaky, ktefi jiz byli s timto systémem seznameni. K modelovani pouzijeme
generator (pseudo)ndhodngch ¢isel, ktery je v programu vestavén:

RandomInteger[{1,365}]

Tento piikaz vygeneruje jedno ¢islo od 1 do 365, simulujeme jim tedy
datum narozeni jednoho c¢lovéka. Vygenerujme takto 30 ¢isel pro 30 lidi:
skupina:=RandomInteger [{1,365},30]

skupina

{311,194, 242,234,277, 24,261, 48,91, 320, 184,99, 44, 186, 204, 51, 139, 155,

193,166, 142,51, 71,87, 264, 264, 239,239,113, 76}

Ziskana data muzeme pro lepsi prohlizeni settidit:

Sort [skupinal

{16, 23,27,39,49,49,57,77,90, 94, 96,108,123, 125, 149, 156, 184, 198,

202,204, 212,217, 228, 232, 245, 255, 280, 336, 342, 345}

Vytvorili jsme tak model jedné tficitky lidi ze zadéani, shodou okol-
nosti vidime, ze zde je dvojice lidi narozend 49. den v roce. To nam
pochopitelné nestaci. Vyuzijeme simula¢nich moznosti pocitace a jeho
rychlosti; opakujme pokus 10 000 krat (pochopitelné neni problém i vic-
krat). Vznikne seznam data:

data=Table [skupina,{10000}];

Tento seznam ze zfejmych divodi nevypisujeme, data jsou uloZzena v pa-
méti pocitace. S vyuzitim funkce Union (sjednoceni) napiseme jednodu-
chou funkci, kterd vynecha opakované hodnoty v jedné skupiné (ty nas
zajimaji):

stejnyden[sk_] :=Length[Union[sk]]<30
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A ted uz jen spo¢teme pravdépodobnost jako relativni ¢etnost. Funkce
Map aplikuje definovanou funkci stejnyden na data, Count spocte, ko-
likrat se vratila pravda — alespon jedna dvojice narozena ve stejny den
v roce. Vysledek zobrazime numericky:

pst=Count [Map [stejnyden,data] ,True] /10000 //N

0.7049

Vidime, ze pravdépodobnost vyskytu alesponn dvou lidi s narozeni-
nami ve stejny den ve skupiné 30 je pomérné vysoka.

Podivejme se na matematické vyjadreni pravdépodobnosti jevu, ktery
jsme modelovali:

jinak=1-Binomial [365,30]*30!/Power [365,30] //N

0.706316
Vzorec je zapsanim kombinatorického vztahu v jazyku systému Mathe-

matica: Ve (365
p=1-— %
50(365)
Spoctéme déle pravdépodobnosti vyskytu stejného jevu pro skupiny od
2 do 40, vysledek zobrazme v grafu (obr. 6):
jinaknp[p_]:=1-Binomial [365,p]l*p!/Power [365,p]
tabulka=Table[{n, jinaknp[n]l},{n,1,40}] //N

{{1.,0.}, {2.,0.00273973}, {3.,0.00820417}, {4.,0.0163559},
{5.,0.0271356}, {6.,0.0404625}, {7.,0.0562357}, {8.,0.0743353},
{9.,0.0946238}, {10.,0.116948}, {11.,0.141141}, {12.,0.167025},
{13.,0.19441}, {14.,0.223103}, {15.,0.252901}, {16.,0.283604},
{17.,0.315008}, {18.,0.346911}, {19.,0.379119}, {20.,0.411438},
{21.,0.443688}, {22.,0.475695}, {23.,0.507297}, {24.,0.538344},
{25.,0.5687}, {26.,0.598241}, {27.,0.626859}, {28.,0.654461},
{29.,0.680969}, {30.,0.706316}, {31.,0.730455}, {32.,0.753348},
{33.,0.774972}, {34.,0.795317}, {35.,0.814383}, {36.,0.832182},
{37.,0.848734}, {38.,0.864068}, {39.,0.87822}, {40.,0.891232} }

Zdvér: Zéci na tomto piikladu vidi, Ze dobie provedenou simulaci, spra-
vné zvolenym modelem, dosahnou analogickych vysledki, jako presnym
matematickym vypoctem.

Zavér

Uvedené priklady demonstruji moznosti, jaké ma ucitel na stiedni,
pripadné i zakladni skole, chce-li ve vyuce pouzit nejen klasické postupy,
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ale chce s zaky pouzit k feSeni matematickych problému i pocitac¢ s pri-
slusnymi programy. Pouzité programové vybaveni je k témto ucelim
vhodné, a to jak program GeoGebra, tak program Mathematica se pri
FeSeni téchto a podobnych tloh osvédéily. Obé uvedené tlohy byly se
zéky stfedni skoly pri vyuce vyzkouseny a setkaly se s jejich znacnym
zadjmem. Pouziti pocitace ve vyuce a pouziti netradi¢nich postupt — mo-
delovani déji — je urcité vhodné i pro motivaci zaka k dalsimu studiu
matematiky, pfipadné i matematického softwaru.

P
0.8} et
0.6} o
04+ L
02+ o
P S L L . 1 Ly
10 20 30 40
Obr. 6: Graf pravdépodobnosti
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Jak ucit matematiku (nejen talentované) zaky
na interaktivni tabuli

Eva Tosnerova, Activboard, Praha !

ABSTRAKT. Software Activinspire nabizi velkou $kdlu interaktivnich ndstroji.
Clanek prindsi praktické ukdzky ,magickych® funkci a jejich zaclenéni do vy-
uky matematiky. Je ukdzdno vyuZiti tohoto softwaru pro zlepseni spoluprdce ¢i
podniceni soutéZivosti Zakiu u interaktioni tabule ActivBoard a také moznosti
odpovédniho systému pro primy kontakt s Zdky a okamZitou zpétnou vazbu.

Pojem interaktivni vyuka se dnes casto pouziva, ale co je to vlastné
interaktivita? Je to vzdjemné ovliviiovani, komunikace ¢i spoluprace
nejen mezi ucitelem a zakem, ale i mezi zdky samotnymi. Nejdtlezitéjsi
prvkem zustava vsak ucitel, jeho kreativita a nadSeni. Ten pro vytvoreni
kvalitni ptipravy potiebuje nejen dobré technické vybaveni, ale zejména

software, tj. autorsky nastroj, ktery podnécuje poznani zaka a studenti.

ActivBoard - ActivInspire

ActivClassroom

Obr. 1

le-mail:info@activboard.cz

145



Pravé diky softwaru ActivInspire (obr. 1) a interaktivni tabuli Activ-
Board miize vyucujici tvorit zajimavé vyukové hodiny (dnes digitalni
ucebni materidly = DUM). Do vyuky lze kromé vlastni tabule Activ-
Board zapojit celou skalu interaktivnich prvki, napt. systém dvou per
(ActivArena), odpovédni systémy (ActiVote/ActivExpression), ukazo-
vatko, vizualizér, bezdratovy tablet.

Interaktivni tabuli mizeme vyuzit v matematice (obr. 2). Na za¢atku
vyuzijeme odpovédni systém. Je mozné zapojit do vyuky i toho posled-
niho lenocha a pomoci zpétné vazby (informace o tom, kdo, jak a jak
rychle reaguje a zdali odpovidd spravné ¢i Spatné) se mizeme podivat
na vysledky t¥idy i jednotlivci. Analyzu pak muzeme znazornit jak ve
formé grafu, tak tabulek v MS Excel.

K obédu ve 8kolni jidelné maji riizné . brambory,
Radim dostal za trest vyistit lavice v celé tfide. Ve t#idé je 15 lavic a &isténi jedné u:m:yv:,u,ky'::“m. K mﬁ:&m e
lavice mu trvi 10 minut. $ &isténim zatne v 15:00 odpoledne po skondeni vyucovini.  gruhy masa (hovézi, kufeci, vepfové, rybl, kofiské, pstrosi).
O pill hodiny pozdji za nim piijde Katka, kieré pracuje dvakrit rychleji nez Radim.

V kolik hodin budou mit Radim s Katkou lavice vy¢isténé? anl kuchafky moZnosti k utvofeni celych jidel

@ v 16:00
’ v 16:10
® vi6:30

‘ pozdéji nez je v pil péte

Testova otazka - ActiVote Matematika

Jaky je
tento Ghel?
O pravy
' levy
O ostry

‘ tupy
Obr. 2

Tvorba otazek je velmi jednoduché a Activinspire nabizi celou skalu
Sablon, pozadi ¢i obrazki z galerie. Lze tvorit otazky plné obrazku, na-
krest, ale i textové tlohy. Odpovidat 1ze na uzaviené otdzky — Ano/Ne,
vybérem z danych odpovédi (ActiVote) ¢i lze zvolit oteviené odpovédi
(¢iselnou ¢ textovou), Likertovu skalu, fazeni posloupnosti apod. Ty
z vas, ktefi se zaméfujete na nadané studenty nebo mate ve tiidé zaky
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s velmi rozdilnou trovni znalosti, jisté potési moznost spusténi testu
vlastnim tempem (ActivExpression).

Déle je naptiklad mozné vyuzit obrazky, sablony, zvuky a miizky
z galérie a nastroje Popisky, Propojky, Kontejnery a zvuky, Magicky
inkoust, Vyplii a vrstvy, Omezeni pohybu a otdcent objekti, Uzamykdni
objekti aj. a celou fadu Akei (Skryt, ...) (obr. 3).

O softwaru ActivInspire a jeho moznostech lze obtizné psat, dopo-
rucuji si vSe vyzkouset pfi nezavazné prezentaci u vas ve skole nebo na
nékterém z mnoha organizovanych skoleni.

Priklad Matematika Soucet vektord Matematika

Dopoledne jsem sekal travu za 90 K¢ za hodinu.
=2
b S I

The ActivClassroom y somes

Kouzlo s mocninami Matematika

Vypotite] a svij vyposet si ovér
pretazenim ptikiadu doprava.

2 (21-2)-2) 13 @

(S 5 " @

an)

Krychle Matematika
io
T [==7¢



® Vztah jednotkové kruZnice a funkce sinus.

Obr. 3
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Ulohy na rozvijanie matematickej gramotnosti Ziakov
prejavujucich matematické nadanie v primarnej Skole

Anna Vasutova, Pedagogické fakulta, Presovska univerzita v Pregove !

ABSTRAKT. Tworenie a predkladanie vhodnijch iloh Ziakom, ktori prejavuji
nadanie v oblasti matematiky, je klicovou ulohou udcitelov uZ na primdrnom
stupni. Ako viak pripravit ulohu tak, aby ndrocénostou zodpovedala poZadovanej
turovni a sucasne rozvijala matematicku gramotnost? Odpoved na tito otdzku
sa pokusime prezentovat v prispevku.

Uvod

Skolsky systém sa v sti¢asnosti nachadza v procese komplexnej trans-
formécie. Pri¢inou zavadzania zmien bola potreba zmeny filozofickej kon-
cepcie ako kurikularneho jadra, ktorej principy ovplyvnuja vsetky jej
dalsie stcasti. V minulosti bolo nase $kolstvo najviac kritizované pre

*Prispevok vznikol s podporou projektu MS SR KEGA 016PU-1/2010 Matema-
tika pre zivot — cesty rozvijania matematickej gramotnosti ziakov priméarnej skoly
v kontexte medzinarodnych vyskumov OECD PISA a IEA TIMSS.

le-mail:anna.vasutova@pf.unipo.sk
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jeho nedostacujice prepojenie so zivotom, kde mal dominantné postave-
nie obsah vzdelavania a transmisivny sposob sprostredkovania uciva od
uditela k ziakom. Okrem toho sa praktizovalo akési ,spriemertiovanie®
ziakov, pri¢om sa nevenovala pozornost ziakom so $pecidlnymi vychovno-
vzdelavacimi potrebami.

V stcasnosti sa kladie déraz najmi na rozvijanie schopnosti, zruc-
nosti a sposobilosti Ziakov s cielom pripravit ich pre budtci Zivot. Vo
vSeobecnosti je mozné tento proces nazvat aj rozvijanim gramotnosti zi-
akov. V prispevku sa budeme zameriavat na oblast matematiky, a tak
v tejto suvislosti povazujeme za potrebné vysvetlit, ako budeme chapat
pojem matematickd gramotnost.

Medzinarodna $tudia OECD PISA, ktora za zameriava na pravidelné
zistovanie a porovnavanie rovne gramotnosti 15ro¢nych ziakov, pricom
posledné testovanie prebehlo v roku 2009 a zucastnilo sa na nom 34 kra-
jin OECD a 31 partnerskych krajin, definuje matematicki gramotnost
ako ,,schopnost jedinca porozumiet, rozpoznat a pochopit tlohu mate-
matiky vo svete, robit zdévodnené hodnotenia, pouzivat matematiku a
zaoberat sa 1iou spdsobmi, ktoré zodpovedaju potrebam Zivota konstruk-
tivneho, zaujatého a rozmyslajiceho ob¢ana® [1, s. 7]. Z toho vyplyva,
ze ziaci maju byt schopni odhalit matematiku v beznej situécii a poradit
si s nou tak, aby dani situdciu vyriesili vo svoj prospech a ¢o mozno
najefektivnejsie vzhladom na okolnosti. Blizsie sa problematike venuju
Scholtzova [3] a Zelova [5].

Tak ako sme v tvode spominali, zmeny nastali aj v pristupe k zi-
poziadavky a potreby. V roku 2009 vstupil na Slovensku do platnosti,
ako stcast Statneho vzdeldvacieho programu [4], Vzdeldvaci program pre
1. stupen zdkladnej skoly pre Ziakov so vSeobecnym intelektovym nada-
nim ISCED 1 — primdrne vzdelavanie. Spominany dokument obsahovo
nepresahuje statny vzdelavaci program ISCED 1 — primérne vzdelavanie,
ale je zamerany skor na uplatniovanie obohacovania uciva v jednotlivych
predmetoch ako jedného z moznych pristupov vo vzdelavani nadanych.
Dévodom je najméi fakt, ze ziaci zaradeni do $peciadlnej edukacnej po-
nuky su pravidelne testovani, ¢im sa overuje, ¢i v ich pripade nedoslo
iba k tzv. zrychlenému vyvinu, alebo ¢ ide v skuto¢nosti o nadanie. Ak
sa potvrdi prva moznost, je ziak preradeny do beznej triedy. Aby sa
zabranilo komplikaciam, ktoré by nasledne vznikli v désledku odlisného
rozsahu prebraného obsahu, odporuca sa praktizovat pristup enrichment.
To isté plati aj v opacnom pripade, ked je dieta zaradené do Specidlnej
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edukacnej ponuky pre intelektovo nadanych v priebehu vzdelavania, kde
moze dojst k obsahovej nejednotnosti v predmete v tom istom roc¢niku.

Aj ked sa ziakom prejavujicim nadanie v matematickej oblasti zvyknt
predkladat najmé néroc¢nejsie illohy zamerané na rozvijanie Specifickych
matematickych schopnosti, je nutné rozvijat aj ich matematickt gramot-
nost. Problematike starostlivosti o tito ¢ast populdcie sa podrobnejsie
venuje Pridavkova [2], ktora okrem iného zdoraziiuje kompetentnost uci-
tela v stvislosti s vyberom a tvorbou tloh, ktoré budu korespondovat
s obsahom uéiva matematiky vymedzenom v Statnom vzdeldvacom pro-
grame a sucasne budu rozvijat tirovenl matematickej gramotnosti ziakov.
To znamené pontikat aj ulohy, ktoré vychadzaju z redlnych Zivotnych
situdcii, ktoré sami riesili, alebo by ich mohli v budticnosti riesit.

Pri podrobnejsom opise matematickej gramotnosti, ktort skiima st-
udia PISA, mézeme rozlisit jej tri zlozky: (1) situdcie alebo kontexty, do
ktorych st problémy umiestnené, (2) matematicky obsah, (3) kompeten-
cie (schopnosti).

Situdcie a konterty definuju problém realneho sveta. Kontext tlohy
predstavuje jej $pecidlne umiestnenie v situécii. Stadia OECD PISA kla-
die doraz na tlohy, s ktorymi sa mozno stretntf v istych situdciach reél-
neho sveta. V tychto tlohach sa vyskytuja styri skupiny situécii: osobny
zivot; $kola, zamestnanie a volny ¢as; spolo¢nost; veda. Tieto sa medzi
sebou rozlisuju v dvoch oblastiach: vo ,,vzdialenosti“ medzi ziakom a si-
tuaciou, to znamend, ze niektoré sit im obsahovo blizsie, iné vzdialenej-
Sie; druhy rozdiel je v tom, do akej miery je v tlohe zrejmy matematicky
obsah.

Matematicky obsah bol vo vyskume PISA rozdeleny do Styroch ob-
lasti: (1) kvantita, (2) priestor a tvar, (3) zmena, vztahy a zdvislost,
(4) nédhodnost.

Na to, aby bol jednotlivec schopny pouzivat matematiku v réznych
situdciach, musi mat isté matematické kompetencie. Studia PISA pou-
ziva osem typickych matematickych kompetencii na zhodnotenie tychto
schopnosti. Tie sa vSak pri rieSeni tloh prelinaju a nedaju sa hodnotit
jednotlivo. Preto si rozdelené do troch trovni:

e reprodukcnd urovern, — ide o reprodukciu nauc¢eného materidlu, vy-
konavanie rutinnych vypoctov a procedur riesenia rutinnych problémov,

e troven prepojenia — ide o schopnost prepojenia viacerych oblasti
matematiky: integraciu, prepojenie a nenaro¢né rozsirenie pre ziaka zna-
meho materialu, modelovanie a spojenie pre ziaka znamych metdd,

150



e droven reflerie — ide o schopnost planovat stratégie riesenia tiloh
a uplatnit ich: rozvinuté uvazovanie, argumentaciu, abstrakciu, zovse-
obecriovanie a modelovanie pouzité v novych (neznamych) kontextoch,
origindlny matematicky pristup, spojenie viacerych zlozitejsich metéd,
vhlad do problému [1].

Na zéklade vyssie uvedenych kritérii sme sa pokusili vytvorit, na-
ro¢nostou matematického obsahu, adekvatnu tlohu, ktord bude zaroven
rozvijat matematickl gramotnost Ziaka 2. ro¢nika priméarnej skoly. Situ-
acia je zasadend do oblasti osobného zivota, pricom je obsahom blizka
vicsine ziakov. Matematicky obsah by sme mohli zaradit do dvoch ob-
lasti, a to kvantita a zmeny, vztahy a zavislost. Celd tloha je Strukttro-
vana tak, aby sa troven kompetencii postupne zvysSovala a aby v sebe
zahfnala vsetky tri.

Uloha: Kupujeme psika

Aktuélna
ponuka
psov

plemeno Podhalandsky Australsky Dalmatinsky Cau Cau Jack Russel

ovéiak hodvéabny pes terier
teriér
narodeny marec maj september april november
2008 2010 2010 2009 2010

vjska ~ 65-70cm  23-26cm  56-58cm  48-56cm  25-30 cm
(v kohtitiku)

naro¢nost potreba zZvysena volnost, zvysSena nenarocény
priestoru starostlivost  dostatocny ~ starostlivost
a vybehu o srst vybeh o srst

charakter pokojny, vrtky, hravy, spolocensky, vesely,
spolahlivy hravy, spolocensky pritulny, energicky,

nepokojny pokojny hravy

vhodny  dom byt dom dom aj byt byt

na chov

cena 56 € 41 € 48 € 39 € 37 €
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Mojim najvicsim Zelanim je mat doma psa. Nie je to vSak jednodu-
ché, pretoze nebyvame v dome so zahradou, ale v panelovom byte. Tento
rok som presvedcila rodicov, aby mi nejakého psika kupili. Na internete
som nasla ponuku aj s fotografiami. Velmi ma to zaujalo, a tak som sa
rozhodla, Ze si jedného z nich vyberiem. Na to som potrebovala vediet
¢itat udaje z tabulky. MoZzno to vyzerd jednoducho, ale vyskusajte si
sami, ako by ste to zvladli.

Uloha 1. Z tabulky zisti a doplii odpovede k nasledujiicim otézkam:

Ktory pes sa narodil v septembri v roku 20107 ............................
Ktory pes je vyssi ako 40 cm a je vhodny na chov v byte? ..............
Ktory psik stoji menej ako 40 eur? .............. i

Ja by som si najradsej kupila vSetkych psikov.

Uloha 2. Vypoditaj! Kolko eur by som potrebovala, keby som sa roz-
hodla kupif si vSetkych psikov?

Ked kupujeme psa, je velmi dolezité vediet, kolko mé rokov. Psi sa
tak, ako Tudia, spravaju v kazdom veku inak. Ako Steniatka st hravé a
nezbedné a ako dospeli jedinci st pokojnejsi a spolahlivejsi. Jeden rok
pre cloveka predstavuje sedem rokov pre psa.

Podhalandsky
ovgiak

e

§ 59 § 55 8% S 58 88
c§ sE588.4 4ERSE. SEREELS JERA0.l 4EQEE
928 | | |2%809%28. | |38309928. | 38569928 | |385ee920. | 3836
ca |.'~|:_§0.§> EOET=c_(00& 20T =g L> ca L:-\C_ED.S> £ &= (0 §>L
moﬁgﬂ.;g.o [¢} moﬂgﬁggzo-o aoﬂgﬂg\;: [+) 0002.“.;.3.0 0060808553 00
SL2¢2554n0205L2<255<n 02051 2<2554"0Z0L2<259¢n0Za5L2¢2554" 020

2007 2008 2009 2010 2011
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Uloha 3. Odpovedz na nasledujiice otazky:

Kolko rokov mé Podhalandsky ov¢iak v skutocnosti? .....................

Kolko je to ,,psich® rokov? ... ... i

Ktory zo psov je najmladsi? (Pomoz si tym, Ze si na ¢asove]j osi vyznadis,

kedy sa priblizne ktory psik narodil.) ...
No a najtazsie bude, ako vzdy, vybrat takého psika, s ktorym budu

vsetci spokojni.

e Mamicka povedala: ,Mal by byt kratkosrsty, nechcem mat chlpy
po celom byte.“

Brat povedal: ,,Nech nie je starsi ako 8 mesiacov, aby som ho mohol
vycvicit.“

Sestra povedala: ,Nech je malicky, nie vyssi ako 30 cm.“

Otecko povedal: ,,Nech nestoji viac ako 45 €.¢

Ja by som chcel, aby bol vesely a hravy.

Uloha 4. Pomo6z mi vybraf takého psika, ktory by vyhovoval kazdému
¢lenovi nasej rodiny.

Analyza jednotlivych tloh

Uloha 1 obsahuje tri otazky. Vsetky st zamerané na vyhladavanie
a ¢itanie udajov z tabulky na zéklade jedného alebo dvoch kritérii. Ziaci
vyuzivaju kompetencie na reprodukénej tirovni.

Uloha 2 obsahuje jednu otazku. V tomto pripade musi Ziak vyhladat
udaje z tabulky a pouzit ich takym sposobom, aby vypocital pozadovani
ciastku. Teda vyuziva kompetencie na urovni prepojenia.

Uloha 3 obsahuje tri otazky. Pri prvej z otdzok mé Ziak z tdajov uve-
denych v tabulke zistif skutoény vek psa v rokoch, pricom mé dany iba
mesiac a rok jeho narodenia. Tu uz musi prepajat dany idaj so svojimi
vedomostami. V dalSej otdzke ma vyuzit aj nova informéaciu o tom, ze
jeden rok pre ¢loveka je sedem rokov pre psa, a tuto informéciu spravne
spracovat a pouzit spravnu matematick operdciu. V poslednej otazke
je potrebné pracovat aj s priloZenou ¢asovou osou, na ktorej je mozné
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vyznacit ddtum narodenia jednotlivych psov, a z toho vy¢itat, ktory
je najmladsi, teda na ¢asovej osi vyznaceny ako posledny. Vo vsetkych
otézkach je potrebné vyuzit kompetencie na tirovni prepojenia, v pripade
prace s ¢asovou osou az na urovni reflexie.

V tlohe 4 je potrebné na zaklade stanovenych kritérii vybrat psa,
ktory by spliial vietky uvedené podmienky. Tato tloha si vyzaduje od
7iaka 2. roénika zvolit vhodny systematicky sposob préace s tidajmi v ta-
bulke, pretoze jednotlivé podmienky splita niekolko psov naraz, a teda
je potrebné zistif, ktory pes alebo psi spliiaju kazda z nich. Z hladiska
sktisenosti ziakov bude v tomto pripade potrebné vyuzit kompetencie na
arovni reflexie.

Zaver

Problematika tykajica sa rozvijania gramotnosti ziakov primarneho
stupna vzdelavania, a teda aj ich matematickej gramotnosti, je jednou
z kltcovych tloh a cielov sticasnej skoly. Vniest ,zivot“ do §kol sa da
predkladanim a riesenim réznych, konkrétnych problémovych tloh zo
zivota, ktoré vzbudzuju u ziakov pocit, ze sa podielaju na rieSeni sku-
to¢ného problému.
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