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UVODEM

Jiz potieti...

Jiz potieti mate pred sebou sbornik konference Ani jeden matema-
ticky talent nazmar. Je to sice ,jen* potieti, coz jesté neznamena nijak
zvl4st dlouhou historii, konference si ale pomalu za¢ind své misto mezi
vSemi moznymi matematickymi akcemi nachézet a upeviiovat. O této
skutecnosti svédci i stale naristajici pocet ucastnikd konference.

O zajmu o tuto konferenci svéd¢i i velky pocet prihlasenych kvalitnich
prispévki ze strany uciteli. A o kvalité pozvanych osobnosti jisté neni
pochyb. Mezi nimi jsou pokazdé i prednasejici ze zahranic¢i. Velkému
zajmu se tési také workshopy, kde mohou ucitelé z praxe nacerpat mnoho
zkusenosti pro praci se svymi zaky.

V soucasnosti jsou nejvétsim hitem Skolni vzdélavaci programy. Podle
mych zkuSenosti z rozhovort s uciteli se v jejich Skolnich vzdélavacich
programech (az na nékolik téméf na prstech jedné ruky spocitatelnych
skol) neobjevuje ani zminka o praci s talentovanymi zéky. Podle jejich
slov je to z obavy, ze kdyby tam skoly takovy program meély, tak by se
v pripadé objeveni talentovaného zaka musely o néj presné podle pro-
gramu starat. Coz prinasi pro skolu vzdy dalsi usili. Ony se o talentované
dité start budou, ale nechavaji si volnost ve vybéru péce o néj. A ani
Ramcovy vzdélavaci program nijak konkrétné nespecifikuje, jak o takové
déti pecovat, jen zcela obecné a neurcité se o tom kratce zminuje.

Druhym pro mne znepokojujicim aspektem je to, ze statni politika
ma v soucasnosti prioritu integrace talentovanych zaka do béznych tiid-
zvlastnich tfidnich kolektivii, a to aspon co se matematiky tyce.

Proto se domnivam (a vim, Ze nejen ja, ale i fada dalsich uciteld), ze
je tfeba pracovat s talentovanymi zaky nad ramec tsili statnich instituci,
aby se v nasi republice postupné uplné nevytratili. K tomu, jak vime, se
pouzivaji hlavné nejriznéjsi soutéze, z nichz nékteré jsou sice formalné
garantovany statem, stat na né ale vynaklada stale méné prostredki a
v podstaté celd jejich organizace je zalozena na finanéné nepodpoiené
préaci nékolika dobrovolnikti.

A vkladam nadéji i do toho, Ze téZ konference Ani jeden matema-
ticky talent nazmar prispiva k tomu, aby ziskala pro praci s nimi dalsi
dobrovolniky. Jaroslav Zhouf
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PLENARNI PREDNASKY

Pristupy ke studiu a vyhledavani nadanych v psychologii
Lenka Hiibkové4, PedF UK Praha!

ABSTRAKT. V ¢ldnku jsou prezentovdny a charakterizovdny zdkladni p¥istupy
ke studiu naddni, se kterymi se setkavame v psychologii 20. stoleti. Jsou to ko-
gnitivni pristup, osobnostné-vyvojovy pristup a pristup socidlné-kulturni. Tyto
pristupy reprezentuji rizné urovné pozndvani tohoto fenoménu a jeho nositeli,
odrazeji zaméreni na studium odlisnych oblasti v ramci tohoto tématu a postu-
lugt jin€ vyzkumné priority. Ddle jsou v élanku rovnéZ prezentovdny pristupy
k vyhleddvani nadanych, které se rozpracovavaly v souvislosti se vznikem kon-
krétnich modeli naddni, ktere slouzily k resent praktickych otazek vzdeldvani
této skupiny Zdku.

Uvod

Téma nadéani se stalo v soucasné dobé u nas velmi aktudlni, ale je mu
prozatim vénovana minimalni teoretickd a vyzkumna pozornost. Zajem
o né je naopak casto vyvolavan ucelové a pozornost je vénovana Te-
Seni predevsim nékterych praktickych otédzek. Pritom o nadéani ditéte
se v obecné roviné neustale mluvi, napt. ve vztahu k selhdvani zaki ve
skole, pfi zavadéni ruznych organizac¢nich opatfeni ve Skolstvi, ve vztahu
k pocitu zivotni spokojenosti ze seberealizace, ve vztahu k prosperité a
ekonomickému rustu spole¢nosti a v mnoha dalsich souvislostech.

V ¢lanku se zaméfujeme na intelektovy druh nadéani a zakladni pii-
stupy ke studiu tohoto fenoménu v pribéhu 20. stoleti a k procesu vy-
hledavani jedinct s timto druhem nadani.

Pristupy ke studiu fenoménu nadani

V minulém stoleti je mozné identifikovat nejméné tti zakladni pristupy
ke studiu nadani, a to:

e kognitivni piistup

Le-mail: hribkova@atlas.cz



e osobnostné-vyvojovy pristup
e socialné-kulturni pristup

Tyto pristupy soucasné reprezentuji riizné tirovné poznavani tohoto
fenoménu a jeho nositelil, odrazeji zaméreni na studium odlisnych oblasti
v ramci tohoto tématu a postuluji jiné vyzkumné priority. VSechny tii
pristupy jsou v soucCasné psychologii nadéani stéle aktudlni a ani jeden
z nich nebyl plné nahrazen druhym. Lze naopak konstatovat, ze spolu
koexistuji od poc¢atku minulého stoleti, kdy doslo k prudkému nartstu
zajmu o nadané déti a o studium fenoménu nadani. Tento trend mél sou-
vislost nejen s vyvojem psychologie (napt. vznik testl inteligence, vznik
humanistické psychologie, vyzkum a akcentovani problematiky tvofi-
vosti, vykonové motivace atd.), pedagogiky (dtraz na vyznam détstvi
pro cely zivot ¢lovéka, vznik reformni pedagogiky atd.), ale i souvislost
s vyvojem dalSich obori a s nékterymi historickymi udélostmi. Antro-
pologicka orientace sice ovlivnila fadu disciplin, soucasné ale vyvolala
nové otazky. Ty se v pripadé nadané populace tykaly napf. samotného
vymezeni pojmu nadani, procesu socializace nadanych, forem a obsahu
jejich vzdélavani apod.

Je zfejmé, ze obsah pojmu nadani je relativni, méni se a nemtize byt
tedy vymezen s kone¢nou platnosti. V ¢lanku vychazime z pojeti nadani
jako komplexniho fenoménu, u jehoz nositele jsou identifikovatelné tii
znaky (akcelerovany vyvoj, mimotfddny vykon, osobnostni potencial).

Kognitivni pfistup ke studiu nadani

Tento pristup ke studiu nadani ma v psychologii nejdelsi tradici. V centru
vyzkumného zajmu bylo studium kognitivnich schopnosti a inteligence
chapané jako dispozice k mysleni.

Nejprve bylo nadani vymezovano jako vysoky stupen rozvoje obecné
inteligence, kterd je dédiéné determinovina (Terman 1926), pozdéji se
uvazovalo také o Sirsim rejstiiku schopnosti, které jsou nadprimeérné roz-
vinuté (model nadani U.S. Office of Education aj.), z nichz nékteré sou-
viseji s intelektovym nadanim. Teoretickou oporou téchto modeli byly
zejména ty teorie inteligence, ve kterych jejich autofi zastavali odlisné
pozice (inteligence jako obecnd, dédle nedélitelnd schopnost versus inteli-
gence jako vice samostatnych, pfipadné nezavislych schopnosti).

Zejména postupny rozvoj kognitivni psychologie vedl k tomu, Ze se za-
jem sousttedil na studium paméfovych procest, metakognice a na tlohu



znalosti pii feseni kognitivnich kol (Borkowski, Peck 1986, Shore, Do-
ver 1987). Analyzovaly se mimofadné vykony v téchto tikolech nebo se
studovalo 8irsi spektrum kognitivnich vykontd osob, u kterych se predem
zjistovala vyse 1Q, a osoby byly podle tohoto idaje rozdéleny do skupin.
Ze zavért vyzkumu realizovanych u détské populace vyplynulo, ze kapa-
cita paméti je rozlisujicim faktorem mezi nadanymi a pramérnymi détmi
stejné jako mezi starsimi a mladsimi détmi, ze nadani pouzivaji strate-
gie TeSeni, které jsou charakteristické pro starsi priumeérné deéti, avSak
nepouzivaji kvalitativné rozdilné strategie. Vyznamné je konstatovani,
ze vynikajici vykon je odlisny od bézného, ale neni vysledkem odlisnych
mentalnich procest.

Vznik triarchické teorie inteligence a zejména vypracovani modelu
nadédni jako vyvijejici se expertnosti R. J. Sternberga (2001) znamenal
v tomto pristupu novy pohled na nadani, ktery stimuluje dalsi vyzkumy
v této oblasti.

Ptvodni zaujeti pro analyzu pouze mimoradnych kognitivnich vy-
konti neumozinovalo vénovat se feSeni vyvojovych otazek. Proto se po-
stupné staly predmétem analyzy a studia vykony primérné nebo ne-
dostatecné. AvSak tradiéni a uzké vymezovani nadani jako vysokého
stupné rozvoje intelektovych schopnosti, které jsou hlavnim (nebo je-
dinym) predpokladem k podévani mimoradnych kognitivnich vykond, je
v psychologii stale bézné.

Osobnostné-vyvojovy pristup ke studiu nadani

Neudrzitelnost jednodimenzionalniho konceptu nadani ptiblizné v polo-
viné 20. stol. podporovaly také nové vzniklé teorie inteligence (J. P. Guil-
ford), vyzkum divergentniho mysleni a tvofivosti (J. P. Guilford, E. P.
Torrance) a obecné nastup humanistické psychologie. Do centra pozor-
nosti se dostava ,celd osobnostni vybava jedince* a souhra osobnostnich
komponent jako predpoklad k podavani mimoradnych vykonu véetné vy-
kont kognitivnich. Opétovné se vynorila otazka rozvoje nadani prostied-
nictvim specidlnich vzdélavacich programt pro populaci nadanych déti.
Vznikajici multidimenzionalni pojeti nadani je zakotveno v modelech a
koncepcich nadani fady autort.

K nejrozsifenéjsim a nejznaméjsim patii ,tiikruhovy* model nadani
J. S. Renzulliho (1978) — nadani je vysledkem interakce mezi tfemi kom-
ponentami: schopnostmi, tvorivosti a motivaci, pfipadné model nadani
holandského vyvojového psychologa F. J. Monkse 1987), ktery chape na-
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dani jako produkt interakce mezi Sesti komponentami, z nichz t¥i nalezi
k ,vnitini vybavé“ ditéte (nadpriimérné schopnosti, kreativita, vykonova
motivace) determinované tfemi socializa¢nimi ¢initeli (rodina, skola a
vrstevnickd skupina). Jini autofi (napf. J. F. Feldhusen, K. A. Heller,
D. H. Feldman) upozoriiuji na dalsi vyznamné komponenty a determi-
nanty nadani: sebepojeti, vyznam kritickych zivotnich udalosti, osoba
vychovatele-vzdélavatele.

Pro praxi se stala velmi frekventovana otazka vyhledavani nadanych
(jejich identifikace nebo vybér), a to v okamziku, kdy se rozsitilo vytva-
feni specialnich vzdélavacich programt pro tuto populaci.

Ackoliv se pozornost dale presouvala na studium otazek vztahujicich
se k problematice adekvatniho rozvijeni mimoradného nadani déti, sou-
Casné se realizovaly vyzkumy, které byly zaméfeny na studium vztahu
mezi vysokym, pramérnym nebo nizkym IQ (t.j. tradiénim ukazatelem
nadani) a riznymi biologickymi korelaty. Castymi méfenimi pouziva-
nymi v téchto vyzkumech byly, kromé méfeni inteligence, napt. evoko-
vané potencialy, méfeni rychlosti nervového vedeni, méreni kortikalniho
metabolismu glukdzy, zjistovaly se rozdily a vztahy mezi hladinou tes-
tosteronu a vykony v prostorovych tulohach inteligen¢nich testi u déti
s vysokym IQ a kontrolni skupiny (Eysenck, Barrett 1993, Reed, Jensen
1992, Haier, 1990). Tyto vyzkumy pfispivaji k presnéjsi deskripci feno-
ménu nadani a lze v budoucnu ocekéavat intenzivnéjsi tendenci k jejich
integraci s psychologickymi a pedagogickymi vysledky vyzkumi v této
oblasti.

Osobnostné-vyvojovy pfistup k problematice nadani se stal vyznamny
pro skolskou praxi a myslenky zastanci tohoto pristupu ovlivnuji skol-
skou politiku v oblasti vychovy a vzdélavani nadanych v mnoha zemich.

Socialné-kulturni pristup ke studiu nadani

Multidimenzionalni pojeti nadani plné reprezentuji predevsim modely
socialné-kulturni, orientované interakéné. Zastanci tohoto pristupu na-
hliZeji na problematiku nadani z kulturni perspektivy (Tannenbaum
1986, Csikszentmihalyi 1988, Gardner 1999). V rdmci této perspektivy
se predpoklada, ze zkusenost s dominujicimi oblastmi ¢innosti v dané
kultufe, které jsou soucasné touto kulturou nejvice cenény, je zdkla-
dem vzniku dovednosti a rozvoje schopnosti ve specifickych oblastech.
Socialné-kulturni kontext vytvari skalu moznosti, od minimalnich k op-
timalnim, k rozvoji schopnosti a dovednosti a dochazi v ném k zprostred-
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kovavani poznani. Kontext je v sociokulturnim pfistupu chapan nikoliv
staticky, jako prostfedi, které nas obklopuje, ale spiSe vztahové, jako
prostiedi, ve kterém se vytvaieji mezi jeho prvky dynamické vztahy,
ve kterych se individuum neustale nachéazi a kterymi je spoluutvareno.
Nadéni je povazovano za vysledek vzajemného vztahu mezi kulturné
definovanymi moznostmi pro ¢innost nebo jednani a dovednostmi nebo
schopnostmi jedince. Z toho plyne pojeti nadani jako nestabilniho a re-
lativné proménlivého fenoménu.

Zména ve vyzkumné orientaci, kdy se jiz neakcentuje zkoumani indi-
vidudlnich rozdilti v kognitivnich vykonech, nybrz vyvoj téchto vykoni
v urcitém socidlné-kulturnim kontextu, je v tomto pfistupu zfejma. Rov-
néz otéazka optimalniho vzdélavaciho prostiedi pro nadané byla predmé-
tem zkoumani. Za optimalni ze spolecenského i individuédlniho hlediska se
povazuje komplexni stimulace rozvoje ve skole, v mimoskolnich institu-
cich i v domacim prostiedi. Pozornost se v této souvislosti vénovala také
studiu ptsobeni instituci, zejména skol a vrstevnickych vztahti na roz-
voj nadani. H. Rost a T. Czeslikova (1988, 1990) upozornili, Ze zejména
analyza socidlnich kontakti je ¢asto zdrojem chybnych zavéra v této ob-
lasti, protoze nejsou vibec brany v tvahu sociokulturni charakteristiky
interakci v zemi, ve které se vyzkum realizoval.

Tento pristup rovnéz poukazuje na nutnost vénovat pozornost vy-
znamnym pfechodovym momentim ve vzdélavaci kariéfe zakid. Témi
mohou byt situace prechodu z jednoho stupné skoly do vyssiho nebo
z jednoho typu do jiného, kdy dochéazi ke zméné statusu. V téchto situa-
cich je tfeba analyzovat, jaké nové pozadavky a naroky, jejichz zvladani
je predpokladem tspésné kariéry, jsou nové na zaka kladeny.

Uplatnéni socidlné-kulturniho pfistupu ke studiu nadéni se nam jevi
jako perspektivni predevsim v pedagogicko-psychologickych souvislos-
tech, zejména pri feSeni komplexu otazek v oblasti rozvijeni nadani a
vzdélavani nadanych.

Vyhledavani nadanych — k terminologii

Vzhledem k tomu, Ze zejména v oblasti vyhleddvani nadanych existuje
znacny terminologicky chaos, definujeme zde nejprve pojmy, které jsou
pro tuto oblast zvlasté relevantni.

Vyhleddvdnim nadangch vétsinou rozumime proces, kdy je zjistovano,
které zaky lze oznacit jako intelektové nadané, nebo zpisob, jakym jsou
vybirani adepti pro tcast ve specialni edukacni nabidce urcené pro tuto
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populaci. Definice nadani a modely nadani, z nichz vychazime, ovliviiuji
tvorbu vyhledavaci strategie i volbu pouzitych metod. Vyhledavani je
zase ,praxi“ ovlivnéno predevsim cili a obsahem eduka¢ni nabidky, pro
kterou je vyhledavani realizovano.

Podle naseho soudu jsou v procesu vyhleddvani nadanych klicové
dva pojmy: identifikace a vybér. Identifikaci nadanich rozumime proces
vyhledavani déti, které svymi pfedpoklady (potencidlem) a chovanim
vyhovuji k zafazeni do vzdélavaci nabidky urcené pro nadané déti. Pri
identifikaci se zaméfujeme predev§im na tzv. latentni talenty, tedy na
ty déti, které dosud z rtznych divodt nepodavaji v dané oblasti vy-
soké vykony. Jsou to ¢asto déti nizsich veékovych kategorii. Stru¢né mui-
Zeme Fici, ze hlavnim tcelem identifikace je vyhledavani dosud skrytych
a silnych stranek déti. Identifikace je velmi aktudlni tam, kde na skole
paralelné existuje vedle hlavniho vzdélavaciho programu také moznost
vzdélavat alternativné specifické skupiny zaki, v nasem pripadé nadané.
Je to proces realizovany vétsinou v ramci jednoho stupné skoly a tizce
souvisi s ,filozofil vedeni“ skoly a zpisobem jeji préce.

Vyberem nadanyjch rozumime takové vyhledavani nadanych, kdy hlav-
nim kritériem pro posuzovani nadani je jiz podavany vykon v prislusné
oblasti. Pouze déti s kvantitativné nebo kvalitativné nejvy$simi (mimo-
fadnymi) vykony jsou zafazovany do specidlnich eduka¢nich nabidek pro
nadané. Vybér se spise tykd déti starsiho skolniho véku, protoze je za-
méfen na vyhledani téch nejlepsich déti s jiz manifestovanym — demon-
strovanym nadanim ze 8irs{ skupiny déti (H¥ibkova 2005).

Zakladni pristupy k vyhledavani nadanych

S rozpracovavanim modelt nadani v rdmci jednotlivych pristupt ke stu-
diu této problematiky se také uplatnovaly rtzné pristupy k vyhledavani
intelektové nadanych. Blize se zde zminime o téch, které je nejlépe od-
razeji.

Vyhledévani nadanych, které je zalozené na presvédceni, ze nadani
je fenomén, ktery jedinec vlastni, presvédceni o existenci specifického
osobnostniho potencidlu takového jedince a presvédcéeni o moznosti mé-
feni tohoto potencialu, je charakteristické pro pront pristup. Vychéazi se
v ném z predpokladu ruznorodosti charakteristik jedinci — zaku. Tyto
charakteristiky maji distribuci normélniho rozlozeni a pouze extrémni
hodnoty (napf. inteligence, tvofivosti nebo motivace) jsou povazovany za
oblast nadani. V praxi se s timto pristupem setkavame tehdy, postupuje-
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li se v tomto procesu podle modeli nadani uvazujicich pouze o jedné, a
Casto podle autort nejpodstatnéjsi, charakteristice osobnosti (napf¥. in-
teligenci — L. Terman) nebo o vice zékladnich skupindch osobnostnich
charakteristik, jejichz vysoky stupen rozvoje, pripadné souhra, vymezuje
nadani (Renzulli 1978, 1986). V tomto pfipadé se snazime identifikovat
nebo vybrat ty jedince, ktefi vykazuji vysoky potencial ve sledovanych
charakteristikach. To vSak sou¢asné znamena, ze predpokladame stabilni
y2ulozeni“ nadani v jedinci a tikolem vyhledéavani je toto nadani ,,objevit“.
Proto se pfi tomto vyhledavani nadanych setkavame spise s uzitim psy-
chologickych metod. Duraz kladeny pifi vyhledavani nadanjch na osob-
nostni charakteristiky je soucasné uplatnovan u déti nizsitho véku. Te-
oretickym pozadim takto orientovaného zptisobu vyhledavani nadanych
jsou koncepce a modely nadani prislusejici k schopnostné-kognitivnimu
a pozdéji osobnostné-vyvojovému pristupu ke studiu tohoto fenoménu.

Podstatné je, ze vyhledavaci strategii do zna¢né miry odtrhujeme od
cile a obsahu edukac¢niho programu, pro ktery se tento proces realizuje,
a celd strategie je na ném spise nezavisla.

U druhého zpusobu vyhledavani intelektové nadanych se naopak se-
tkavame s tim, ze strategie je primarné zalozena na edukacni nabidce,
programu, pro ktery je vyhledavani realizovano. Obsah i metody vy-
hledavani jsou v tomto pfipadé predevsim urceny cili a obsahem spe-
cidlni nabidky, ktera byla vytvorena pro populaci nadanych. Napi. zak
je oznacen jako nadany, jestlize jeho podané vykony, znalosti a doved-
nosti odpovidaji cilim a naroktim konkrétniho vzdélavaciho programu.
Predpoklada se, ze tspésnost zaka v pouzitych vyhledavacich metodach
do zna¢né miry zarucuje také jeho tispéch ve specidlnim programu, do
kterého vstupuje. Predpokladé se, ze vybrany zak bude mit z programu
velky uzitek.

Tento vyhledavaci pfistup je uzivan u rtznych druhd nadani véetné
intelektového. Vymezeni ,nadani“ se tak mize lisit podle jednotlivych
rozvijejicich programi, a nemusi byt proto ,,odhaleni jako nadani“ stéle
stejni zaci. Je zalozen tedy méné na charakteristikdch individua a vice
zévisi na obsahu a cilech vzdélavaciho programu. Proto je také akcent
pri vyhledévani kladen spiSe na vyuzivani pedagogickych metod. Jak ale
rozlisit mezi ispésnosti v urcité vzdélavaci nabidce a Gspésnosti z dlouho-
dobéjsiho hlediska, napi. v pozdé€jsim zivoté? Otevira se zde tolik disku-
tovany problém kontinuity nadéani od détstvi do dospélosti (Tannenbaum
1983, Sternberg 2000, Winner 2000).
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Posledni zptisob vyhledavani nadanych je charakteristicky tam, kde
se ve tiidach pri vyuce jiz béZné pouziva vnitini diferenciace, pripadné
skupinové vyucovani po kratsi dobu a kdy individualni pfistup k zakam
neni nadstandard specialnich skol. V tomto piipadé je pozornost véno-
vana zejména stupni zvladnuti znalosti o urcité oblasti a nabyti prislus-
nych dovednosti zaka. Nadani neni vSak priméarné chapano jako tempo
uceni, ale jako vysoka kvalita zvladnuti jeho obsahu.

Tento zptsob vyhledavani nadanych vychazi z myslenky interakce
mezi charakteristikami zaka na jedné strané a obsahem, metodou vyu-
¢ovani a cili vzdélavaciho programu na strané druhé. Je metodologicky i
casové velmi naro¢ny a vyuziva psychologickych a pedagogickych metod.
Na rozdil od predchéazejicich zpusobu vyhledavani, které se vice aplikuji
pri identifikaci a vybéru do specialnich, alternativnich vzdélavacich pro-
gramu pro nadané nebo pri vstupu do specidlni skoly pro nadané, ma
tento zpusob své misto v béznych skolach a v integrované varianté vzdé-
lavani nadanych.

Zaver

V teoretické roviné je zkoumdani fenoménu nadani v soucasné dobé za-
méfeno zejména na otazky geneze nadani a studium sociokulturnich de-
terminant umoznujicich jeho vznik. Specificnost tohoto tématu zavedla
v minulosti vyzkum c¢asto do izolace. Proto také integra¢ni tendence
v této oblasti lze zaznamenat nejen uvnitf psychologie, ale i mezi obory,
které rovnéz studuji tento fenomén. V psychologii je pak zjevné usili
o propojeni studia nadani s hlavnim proudem psychologického a peda-
gogického vyzkumu a snaha o ukotveni tématu ve vyvojové psychologii.
Interdisciplinarni piistup pfi jeho studiu je povazovan za nepostrada-
telny.

Domnivame se, ze jak k vyhledavani nadanych, tak k definovani na-
dani je tfeba pristupovat pluralitné. Nadani je totiz néco, co se konstru-
uje a utvari socialné, a proto je i proménlivé. Z téchto divodd muze
byt jeho konceptualizace riizna a muze se v pribéhu ¢asu ménit. Tomu
odpovidaji i rizné pristupy k procesu vyhledavani. P¥i psychologickych
i pedagogickych vyzkumech se vétsinou pouziva pouze jednoho vyhleda-
vactho kritéria (IQ) a dominuje zaméfeni na osobnostni charakteristiky
(Ziegler, Raul 2000). Ve vzdélavaci praxi je vSak silné problematické a
dnes jiz obtizné udrzitelné pouzivat jen jedno kritérium pii vyhledavani
nadanych. Proto se i téma vyhledavani intelektové nadanych stalo sou-
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casti pedagogiky nadanych, ktera se jako obor postupné konstituovala a
konstituuje. Akcent, zpoc¢atku kladeny na odhalovani jedinct s vysokou
inteligenci byl v priibéhu 20. stoleni pfesunut na vytvareni moznosti pro
adekvatni rozvijeni nadani. Neznamena to vsak, Ze vyhledavani nada-
nych ustoupilo koncem stoleti ze spektra zajmu pedagogi a psychologt.
Naopak se ukazuje, Ze je tfeba se v praxi zamérit na ovérovani efekti-
vity a ekonomic¢nosti pouzivanych vyhledavacich strategii a vyzkumné se
tomuto tématu vice vénovat.
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Jak se pohybuji tézisté proménnych trojahelnikd
vepsanych do pevnékruznice

Milan Koman, PedF UK Praha'!
Rudolf Fritsch, LMU Mnichov, SRN 2

ABSTRAKT. V éldnku jsou pomoci Cabri geometrie studovdny krivky, po kte-
kruznice. K odvozent rovnic téchto krivek byl pouzit program MAPLE. V ¢lanku
J7sou uvedeny jen vysledné rovnice.

Uvod

Clanek navazuje na ¢lanek [1] prezentovany na predchazejici konferenci
»,Jak ucit matematice zaky ve véku 11-15 let“ v roce 2005. Zabyva se
novymi typy proménnych trojihelniki vepsanych do pevné kruznice a
navic prinasi ovéreni vysledkt ziskanych geometrickou cestou pomoci po-
¢itacové algebry, kterou nabizeji programy Maple a Mathematica. Clanek
také navazuje na vyzkum prezentovany na webovych strankach [2].

Le-mail: milan.koman@quick.cz
2e-mail: ritsch@math.lmu.de
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Teézisté Gtvaru

typt.

Tezisté trojuhelniku, které sestrojujeme zndmym zpisobem jako pri-
secik jeho téznic. Je to tézisté dvojrozmérného utvaru, trojihelnikové
plochy, kterou vytvorime napf. pomoci papirového nebo plechového mo-
delu.

Teziste obvodu trojuhelniku, které chapeme jako geometrickou inter-
delu trojuhelniku s rovnomérnym rozlozenim hmotnosti podél vsech jeho
stran. Pfitom strandm trojihelniku pridélujeme hmotnosti, které se rov-
naji jejich délce.

Vv

thelniku sestrojit. Podrobnosti nalezne ¢tenaf napf. v [1] nebo [3].

Konstrukce 1 Méjme trojihelnik ABC' o stranach a, b, ¢. Oznacime
stfedy jeho stran AB, BC, CA po fadé C’, A’, B’ a pfifadime jim
hmotnosti rovné délkdm stran ¢, b, a. (Na obr. 1 je ddn trojuhelnik
ABC o stranach a = 15, b = 13 a ¢ = 14. Hmotnosti stredt ¢/, A’, B’
jsou pripsany v zavorce.)

C

A C't1d) B
Obr. 1

Sestrojime hmotové t&7i8té G dvojice bodi A’, B’ (pomoci zédkona o dvoj-
ramenné pace) tak, aby |GA’| : |GB’| = b: a = 13 : 15 (pozor na poradi).
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Bodu G prifadime hmotnost a + b = 28. Pak sestrojime hmotové té-
7i8t& Ty dvojice boda G a C’ tak, aby [ToG| : [ToC| =c: (a+b) =28:14
ABC.

Tuto geometrickou konstrukci je mozné algebraizovat, tj. vypocitat
primér ze souradnic bodt C’, A’, B’, kde za véhy t&chto bodu zvolime
jejich hmotnosti. Mtzeme to ovéfit pro nas trojuhelnik ABC na obr. 2.
Dostaneme

aA' +bB" + cC’
Th=——
a+b+c
a po dosazeni vyjde

15-95+13-25+14-7

(TH) =
#(Tv) 15+ 13 + 14 6,5,
6-15+6-13+14-0
y(TO) = 15 = 47
+ 13+ 14
coz souhlasi s obr. 2.
15
e C
10 E
B’ i A
; :
e beeee TO
A 5 O 10 B 15
Obr. 2
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kruznice vepsané piickovému trojihelniku A’ B'C’ (tj. trojuhelniku, jehoz
strany jsou stfedni pficky trojuhelniku ABC, obr. 3).

Konstrukce 2 je vhodna zejména pii praci s Cabri geometrii, pro-
toZe tento program obsahuje makrokonstrukei ,,Inscribed Circle®. Stred
kruznice vepsané trojihelniku tak dostaneme pouhym kliknutim na tento
trojuhelnik, v pripadé konstrukce 2 klikneme na ptickovy trojuhelnik.

C

-To

Obr. 3

TFi Glohy

Prejdeme ke tfem vybranym tlohdm, které pfinaseji zajimavé a prekva-
pivé pékné ukazky drah, po kterych se mohou pohybovat tézisté pro-
meénnych trojuhelnikt vepsanych do pevné kruznice. Doporucujeme cte-
nartm, aby si sami vysledky ovéfili pomoci Cabri geometrie. Nejzajima-
v€jsi na téchto tlohach je pravé skutecné sledovani pohybu zkoumanych
tezist.

Uloha 1 Je déna pevné jednotkova kruznice k s priomérem AB, po které

proménného trojuhelniku ABC.

v

Prvni etapa feseni Tézisté T obvodu libovolného trojihelniku ABC
najdeme jako stfed kruZnice vepsané prickovému trojuhelniku A’B'C".
Pak sestrojime drahu bodu Ty odpovidajici pohybu bodu C' po kruznici k&

19



(obr. 4a). Tato drdha mé tvar ,osmicky“ a pfipomind Bernoulliovu lem-
niskatu®. V ¢lanku [1] vSak bylo ukézéano, 7e tato ,osmicka® je uzsi nez
Bernoulliova lemniskata.

C

Obr. 4a

Obr. 4b

3Viz napf. http://mathworld.wolfram.com/Lemniscate.html
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Druha etapa feseni Pfizkoumani této k¥ivky pomoci programu Maple
jsme po zna¢ném usili dospéli ke kiivce slozené ze dvou ¢asti, které mély
rovnice:

2%+ +y)? = 22 + 42

2(2° +y* —y)* =2 +y°
Soucasti této slozené krivky je i ,osmicka®, kterou jsme dostali na obr. 4a.
Vznikla otazka, jaka je geometrickd interpretace zbyvajicich casti kiivky
z obr. 4b. To, ze nam vysla ,vétsi“ kivka, je snadno vysvétlitelné. S po-
dobnym jevem se mutzeme setkat casto pri vySetfovani mmnozin bodt
pomoci analytické geometrie. Nastava to v pripadé, kdyz nepouzivame
ekvivalentni upravy, napt. kdyz pfi tpravach rovnic pouzivame umociio-
vani.

Obr. 5

Treti etapa feSeni Napadlo néas, Ze ke konstrukei jednotlivych bodi
,osmicky* z obr. 4a jsme pouzili stfed kruznice vepsané prickovému troj-
thelniku. Zkusili jsme proto hledat pomoci Cabri geometrie drahy, po
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kterych se pohybuji stfedy kruznic pripsanych prickovému trojuhelniku.
A ejhle, klepli jsme hiebik na hlavicku. Kiivka z obr. 4b se sklada z drah
stfedi vepsané kruznice a pripsanych kruznic pfickovému trojuhelniku
(obr. 5).

Doporucujeme ¢tenditim, aby si prvni a tfeti etapu feseni vyzkouseli

sami na svém pocitaci. Komu se to podafi, mtze jesté ilohu 1 obménit
tak, ze v kruznici k¥ nahradi prumér AB libovolnou tétivou kruznice k.
Samoziejmé doporucujeme zkoumat ve vSech uvedenych situacich i drahy
,obyCejnych® t&zist trojuhelnika.
Uloha 2 Je dana pevné jednotkova kruznice k s primérem MN. Na
priméru M N lezi dva proménné body P, P’ soumérné sdruzené podle
stfedu S kruznice k. Po kruznici k se pohybuje bod C'. Sestrojime troj-
thelnik ABC vepsany kruznici k tak, Ze strana AB prochazi bodem P
a strana AC prochazi bodem P’. Mame vySetfit drahy t6zist T promén-
nych trojuhelniki ABC pro rtizné polohy bodu P a P'.

A

Obr. 6

Prvni etapa feSeni (pro pevnou dvojici bodu P a P’). Tézisté T
sestrojime obvyklym zpisobem a pak najdeme jeho drahu (jako mno-
Zinu bodt nebo jako stopu pohybujictho se bodu). V situaci na obr. 6
dostavame kfivku se dvéma smyckami.
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polohy bodt P a P’). Zménu tvaru hledané kiivky v zdvisloxti na délce
usecky SP naznacuje obr. 7.

=1
%/N M S\ ;S ; ; | w
ISPI=0.41

ISPI<0.25 0.25<ISPI<0.41

R ! ) (Y
. | |

0.41<ISPI<0.58 ISPI=0.58 0.58<ISPI<1

Obr. 7

Jak se méni tvary vyslednych kiivek na obr. 7 udava tabulka:

Konvexni kiivka

Nekonvexni kiivka se
¢tyrmi inflexnimi body

Nekonvexni kiivka se
dvéma body uvratu

Nekonvexni kfivka
se dvéma disjunkt-
nimi smyckami

Nekonvexni kiivka se
dvéma dotykajicimi se
smyckami

Nekonvexni ktivka se
dvéma protinajicimi
se smyckami

Jestlize se délka usecky SP rovna 1, je hledanou drahou kruznice
s polomérem 1/3.

Rovnice kfivek, které jsme zislali, jsou vesmés znac¢né slozité. Pro
zajimavost uvddime rovnici k¥ivky s dotykajicimi se smyckami (na obr. 7
dole uprostied), ktera je 6. stupné:

9z +9)% - 32 + y*)(32° +24°) + 32 =0

Doporucujeme ¢tenaitim, aby si sami zkusili zobrazit obrazek s feSenim
tlohy 2 v Cabri geometrii.
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Nez prejdeme k tloze 3, fekneme si, co rozumime mnozinou dvoj-
stredovijch trojihelniki*. Jsou to trojthelniky, které maji spoleénou jak
kruznici opsanou, tak kruznici vepsanou. Sestrojime je napt. tak, ze k da-
nému trjuhelniku ABC' sestrojime opsanou kruznici K i vepsanou kruz-
nici k. Sestrojime-li nyni libovolny trojuhelnik XY Z vepsany kruznici K,
jehoz dvé strany se dokytaji kruznice k, pak se i tfeti strana dotyka kruz-
nice k (obr. 8). Maji tedy oba trojuhelniky spoleénou kruZnici opsanou
i vepsanou.

Obr. 8 Obr. 9

Uloha 3 Mame vySetfit drahy tézist viech dvojstfedovych trojihelniki
s pevnou opsanou kruznici K a s pevnou vepsanou kruznici k.

Reseni Oproti predeslym dvéma tiloham jsou vysledky jednoduché. Dra-

hy tézisté obvodu trojuhelniki i standardniho tézisté jsou kruznice zob-
razené na obr. 9. AvSak ovérit pocetné, ze jde opravdu o kruznice neni

vy

po Carkované kruznici. Velikost téchto kruznic zavisi na vzdalenosti d
stfedi opsané a vepsané kruznice. S rostouci vzdalenosti d se tyto kruz-
nice zvétsujl a naopak se zmensujici se vzdalenosti d se tyto kruznice
zmensuji (obr. 10).

4Viz http://mathworld.wolfram.com/BicentricPolygon.html, kde se lze podrob-
néji seznamit o dvojstredovych trojuhelnicich, ¢tyftahelnicich, pétithelnicich atd.
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V piipadé jednotkové kruznice K maji tyto kruznice rovnice:

(o (8) (2 ()

d=0.50 d=070

Zaver

Ctenéii, kterého tento piispévek zaujal, miizeme doporuéit praci [2]. V ni
jsou vySetfovany drahy tézist a dal$ich vyznaénych bodt nejen u troju-

helnikt, ale i u ¢tyithelnikti vepsanych do pevné kruznice.

Literatura

[1]

2]

3]

Koman, M.: Kolik tézist ma mnohothelnik? Sestrojujeme s CABRI tézisté pev-
nych a proménnych mnohothelniki. In: Kratka, M. (ed.): Jak ucit matematice

zaky ve véku 11-15 let, Vydavatelsky servis, Plzen, 2006, 89-97.

Fritsch, R., Koman, M.: The loci of some Spieker Centres and other no-
table Points of Triangles and Quadrangles inscribed in a fized Clircle.
http://www.mathematik.uni-muenchen.de/fritsch/Spieker’20centers4.pdf

Simsa, J.: Archimedova statika v geometrii. Rozhledy mat.-fyz., 1997.

25



Nad Zakovskymi protokoly jedné tlohy MO
Jaromir Simsa, Ustav matematiky a statistiky, PiF MU, Brno !

ABSTRAKT. Prispévek je vénovdn teorii i praktickym zkuSenostem z teseni
jedné ulohy autora, kterd byla zarazena v roce 2006 do krajského kola Ma-
tematické olympiddy v kategorii B, uréené Zakium 2. rocniku strednich skol.
V prunt éasti jsou vyloZeny mozné pristupy k resent ulohy, ve druhé édsti jsou
pak vyhodnoceny a obsahové i formulacné analyzovdny protokoly této ulohy od
celkoveho poctu 318 tesiteli z 11 kraji CR.

Uvod

Budeme se zabyvat tlohou, kterou autor pfispévku pfipravil pro kraj-
ské kolo 55. ro¢niku Matematické olympiady v kategorii B, jez se konalo
21. biezna 2006 ve vSech krajich CR. Nejprve posoudime zadani tilohy
a pristupy, které resitelé mohli na cesté k jejimu feseni uplatnit. Vylo-
Zime je v podobé dvou ,vzorovych* reseni. V dalsi ¢asti pak zhodnotime
(podle jednotlivych krajii i celkové) tispésnost Fesitelu tlohy (kterou po-
suzuji a vyjadiuji 0-6 body krajské komise MO). Nésledné podrobime
obsahovému rozboru zékovské protokoly k dané tloze (které si autor
prispévku od krajskych komisi MO vyzadal); nevyhneme se pfitom ani
analyze chybnych tvah a logickych zkratt pfi nedspésnych pokusech.
Mnohé nepodlozené zavéry a obcas i kuridzni vyjadieni zakl ocitujeme
a pokusime se v zavéru alespon ¢astecné dobrat pric¢in, pro¢ zadana tloha
byla nad sily naprosté vétsiny fesitelit krajskych kol MO v celé CR.

Uloha ajeii fegeni
Uloha byla pfi soutézi zaddna v nasledujici podobé: Dokazte, Ze pro
libovolnd redlnd ¢isla a, b, ¢ z intervalu (0,1) plati

I1<a+b+c+2ab+ac+bc)+3(1—-a)(l-0b)(1—-c)<9. (1)

le-mail: simsa@ipm.cz
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Predb&zné Gvahy
Nerovnosti (1), které mame dokézat, nejsou o¢ividné jiz proto, ze sa-
motny zadany algebraicky vyraz, ktery oznac¢ime

V=a+b+c+2ab+ac+bc)+3(1—a)(l-0)(1-c), (2)

vypadéa pomérné slozité. Zjednodusit jeho vyjadieni lze jen ¢aste¢né: po
roznasobeni zavorek a slouceni ¢lenu téhoz druhu dostaneme

V=3-2(a+b+c)+5(ab+ ac+ be) — 3abe. (3)

Ani po takové upravé vyrazu V nejsou nerovnosti (1) zfejmé. Vratme
se proto k zapisu (2) a vycletime v ném (zfejmé se nabizejicim zptisobem)
t1i Casti:

Vi=a+b+e,
V=Vi+Va+V;, kde V3=2(ab+ ac+ bc), (4)
Va3=3(1-a)(1-0)(1—rc).

Mozné hodnoty téchto dil¢ich vyrazi V; je snadné urcit: pro vsechna
¢isla a, b, c € (0,1) jisté plati

0<Vi<3, 0<1h<6 0<V5<3. (5)
Odtud plynou pro hodnotu celkového vyrazu V odhady
0+04+0<V<3+6+3, mneboli 0<V <12

To je ovsem horsi vysledek nezli ten, ktery mame podle zadani tlohy
dokazat. Citime, Ze za tim i¢elem musime provedené ,hrubé“ se¢teni glo-
béalnich odhadi (5) zjemnit rafinovanéj$imi postupy, jez by odrazely cel-
kem zrejmy zavér, ktery lze neptesné vyslovit takto: malé hodnoty Vi, Vs
znamenaji velk€ hodnoty Vi a maopak velké hodnoty Vi, Vo znamenaji
malé hodnoty V3. Tuto intuitivné jasnou ideu kompenzace, v matematice
tolik castou a v nejjednodussi podobé vyjadienou pro veli¢iny z intervalu
(0, 1) identitou

r+(1—2)=1,
je ovsem zapotiebi prevtélit do exaktniho postupu Sitého na miru nasi
situace. Popiseme ho v nasledujicim paragrafu jako prvni uplné feseni
dané tlohy. Pfedtim jeSté poznamenejme, ze jednodussi vyjadieni (3)
vyrazu V je pro bezprostfedni kompenzacni ivahy méné vyhodnéjsi nezli
ptvodni zapis (2). Pouhé séitani globélnich odhadd jednotlivych ¢asti
vyrazu (3) totiz vede k jesté horsim odhadim —2 <V < 18.
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Prvni feSen
Zabyvejme se nejdiive dikazem nerovnosti

V=a+b+c+2(ab+ac+bc)+3(1—a)(l—-0b)(1—-c)>1.

Ukéazeme, ze malé hodnoty souctu a + b + ¢ lze dostatecné vykom-
penzovat hodnotami jednoho sou¢inu (1 — a)(1 — b)(1 — ¢), ktery je ve
vyrazu V zastoupen vlastné tfikrat. Pro pomocny soucet

S=(a+b+c)+(1—a)(l—-0)(1-rc)
totiz plati
S=(a+b+c)+(1—a)(l-b)(1—c) =

=(a+b+c)+(1—a—b—c+ab+ac+bec—abec) =
=1+ab+ac+bc—abc=1+4 ab(l —c) + ac+ be.

Posledni vyraz je souctem c¢isla 1 a tii dalsich s¢itanct, nezapornych pro
libovolné a, b, c € (0,1). Odtud jiz plyne nerovnost S > 1, protoZe navic
mezi vyrazy V a S plati vztah

V=842(ab+ac+bc)+2(1—a)(l—-0)(1-c)>S5,

je rovnéz nerovnost V' > 1 dokazana.

Nerovnost V' < 9 dokazeme tak, ze velké hodnoty souctu a + b + ¢
vykompenzujeme hodnotami trojndsobného souéinu 3(1—a)(1—b)(1—c).
Ukézeme totiz, ze pro libovolnd a, b, c € (0,1) plati

(a+b+c)+3(1—a)(1-0)(1—¢) <3. (6)

Nejdiive si v8ak vSimnéme, ze odhad (6) je pro naSe ucely postacujici:
seCteme-li ho se zfejmym odhadem

2(ab + ac+ be) < 6,
ktery jsme jiz diive uvedli v (5), dostaneme kyZzenou nerovnost
V=(a+b+c)+2(ab+ac+bc)+3(1—a)(l—-0)(1—-c)<09.
Zbyvé tedy dokazat (6). K tomu nejprve zfejmé nerovnosti
1I-a)(1-0<1, (1-a)(1-0¢<1, (1-b(1-0¢)<1
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vynasobime po fadé (nezédpornymi) ¢isly 1 — ¢, 1 — b, 1 — a; po secteni
vsech t¥1 vynasobenych nerovnosti pak obdrzime
31—a)(1-b)(1-¢c)<(1—a)+(1—=b)+(1-0),

odkud jiz snadnou tpravou dostaneme slibenou nerovnost (6).

Vyznamny dodatek

V prubéhu autorova vystoupeni na samotné konferenci v Hradci Kralové
objevil jeden z pritomnych posluchaca, dr. Antonin Jancarik z PedF
UK v Praze, péknou geometrickou interpretaci celé ulohy, jez vysvétluje
kompenzac¢ni nerovnosti, které v predchozim podani tak trochu ,spadly
z nebe“. Predstavme si krychli 1 x 1 x 1 a tfi navzajem kolmé roviny
(rovnobézné se sténami krychle), které rozdéluji hrany vychazejici z kaz-
dého vrcholu krychle na dvojice tsecek délek a a 1 —a, ba 1 —b, resp. ¢
a 1 — ¢. Vidime, ze cela krychle je vyplnéna soustavou ¢tyt kvadria

ax1x1, 1xbx1 1x1lxe (1—a)x(1—-0)x(1l-c),

(prvni tfi z nich se dokonce prekryvaji), takze sectenim jejich objemt
dostaneme geometricky dtkaz nerovnosti V' > 1. Thned je rovnéz jasné,
pro¢ plati i nerovnost (6), na které jsme zalozili diive uvedeny dtikaz
nerovnosti V < 9: v souctu

a-1-141-b-1+1-1-c+3(1—a)(1—0b)(1—c)

je totiz kazda cast objemu celé krychle zapocitana nejvyse trikrat.
Pridame-li k uvedenym ¢tyrem kvadrim jesté dva exemplare ¢tvrtého
z nich a po dvou exemplafich kazdého ze tii kvadrta

axbx1l, ax1lxe 1xXbXe,

zjistime, Zze hodnota V' je souctem objemu téchto 12 kvadra, kterymi
je ,nékolikanasobné“ vyplnéna cela krychle tak, ze kazda z osmi Casti
krychle (rozdélené zminénymi t¥emi rovinami) je soucasti deviti, ¢tyt,
t¥1 nebo jednoho z 12 ulozenych kvadri:

V =9abc+3(1—a)(1-0)(1—c)+
+ 4ab(1 — ¢) + 4ac(1 — b) + 4bc(1 — a) +
+a(l—=0)(1—c)+b(1—a)(l—c)+c(l—a)(l—0)
Odtud znovu plynou obé nerovnosti
1<V <o
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Druhé Feseni

Vratme se znovu k zadani nasi tllohy na ditkaz dvou algebraickych nerov-
nosti (1). Podivejme se na roli zastoupenych proménnych a, b, ¢ z inter-
valu (0, 1) trochu jinak: povazujme je za nyni nezndmé ve dvou danych
nerovnicich (nikoliv nerovnostech), které si predsevzeme v daném oboru
(0,1) resit, tj. urcéit jejich obory pravdivosti. Psychologicky vzato, je
tato zména pohledu vlastni kritické dusi kazdého matematika. Zapochy-
bujeme, Ze zadané tvrzeni o nerovnostech s parametry plati, a teprve
procesem feSeni prislusnych nerovnic se presvédcéime, ze do jejich oboru
pravdivosti patii vSechny hodnoty parametri, které jsou uvedeny v za-
déani.
Uvazujme tedy zavislost

V(a,b,c) =a+b+c+2(ab+ac+bc)+3(1 —a)(1—0b)(1—c)

a nejprve pti pevngch hodnotdch parametrti b, ¢ € (0, 1) feSme nésledujici
soustavu nerovnic s neznamou x:

1< V(x,bec) <9 (7)

(Abychom zduraznili pfechod od proménné k neznamé, zameénili jsme
pismeno a pismenem z.) O jaky druh nerovnic se jedna? Vyraz V(z, b, c)
je ztejmé linedrni funkci proménné z:

P =5(b+c) — 3bc—2

b.c)=P kd
Vie:be)=Pe+Q, ke o obte)+3

(Jak se ovSem dale ukéze, konkrétni vzorce pro koeficienty P a @ viibec
potfebovat nebudeme, dilezita bude pozdéji pouze jejich linearni zavis-
lost na parametech b a c.) Resit soustavu linearnich nerovnic (7), tedy
soustavu

1<Pr+@Q<9,

je rutinni kolské dloha (s mirné komplikovanou diskusi podle znaménka
koeficientu P). Ani to zde délat nebudeme, nebot nasim tikolem je pouze
ovétit, ze do oboru pravdivosti patii jakékoliv ¢islo x z intervalu (0,1).
To s ohledem na linearitu nastane, prave kdyz bude soustava splnéna pro
krajni hodnoty x = 0 a © = 1 (grafem linedrni funkce na intervalu je
totiz tsecka). Stacéi tedy dokazat dvojici nerovnosti

1<V(0,b,e) <9 a 1<V(L,be)<9,
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které maji po dosazeni a = 0, resp. a = 1 do vyrazu V(a,b,c) tvar
1<b+c+2bc+3(1-0b)(1-c)<9,
1<14b+c+2(b+c+bc)<9.

Nyni muzeme nas ,fesitelsky“ pristup zopakovat. Pfi pevné hodnoté
parametru ¢ € (0,1) a zdméné b za y budeme Fesit kazdou ze ¢tyf po-
slednich (opét linedrnich) nerovnic s nezndmou y. Podobné jako dfive
zjistime, Ze prvni dvé nerovnosti

1<V(0,y,¢) <9
plati pro kazdé y € (0, 1), pravé kdyz plati v krajnich bodech
1<V(0,0,c)<9 a 1<V(0,1,¢)<9;
analogicky zavér plati i pro zbylé dvé nerovnosti
1<V(l,y,¢) <9.

Shrnuto dohromady: Ptavodni tlohu jsme zredukovali na kol ovéfit,
Ze v uzavieném intervalu mezi ¢isly 1 a 9 lezi vSechny ¢tyfi hodnoty

V(07 07 C)’ V(O7 1’ C)7 V(17 07 C)’ V(17 1’ C)

pro libovolné ¢ € (0,1).

Zopakujeme-li | tesitelsky“ pristup k linearnim nerovnicim potteti
(tentokrat pujde jiz o nerovnice s jednou nezndmou z = ¢ a bez zddného
parametru), dojdeme k zavéru, ze celd uloha bude vyfesena, ukdzeme-li,
ze vSech osm hodnot

V(0,0,0),V(0,0,1),V(0,1,0),V(0,1,1),
V(1,0,0),V(1,0,1),V(1,1,0),V(1,1,1)
lezi v intervalu uzavieném ¢isly 1 a 9. To uz je rutinni numerické poci-

tani: s ohledem na symetrii vyrazu V staci vycislit pouze ¢tyfi hodnoty
V(0,0,0) =3, V(0,0,1) =1, V(0,1,1) =4 a V(1,1,1) = 9.

OcCekavani tlohové komise
Soutézni tlohy pro Matematickou olympiadu (spoleéné pro CR a SR i po

rozpadu nasi federace) vybird na svych seminéfich cesko-slovenska tlo-
hovéa komise, slozena z ucitelu stfednich skol a téch fakult vysokych skol,
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které pripravuji budouci stfedoskolské ucitele matematiky. Jaké okolnosti
vedly tuto komisi k zafazeni posuzované tlohy do soutéze? Uloha byla
ulohy krajského kola, kterd by méla rozhodnout o vitézich této soutéze
v jednotlivych krajich. Byli jsme si védomi, zZe tiloha je pomérné vzda-
lena bézné praxi skolské matematiky, ve které se tlohy na dokazovani
nerovnosti objevuji jen sporadicky, zato je kladen velky duraz na resent
nerovnic (linedrnich, kvadratickych i téch s absolutnimi hodnotami, viz
ucebnici [1]). ZAci, kteii se chtéji v dokazovani nerovnosti zdokonalit,
jsou tak odkdzani na samostudium literatury (pro dané téma jsou nej-
vhodnéjsi brozura [6], kapitola 2 ze skript [3], kapitola 7 knihy [7] nebo
kapitola 7 sbirky [4], méné rozsahlé pouceni lze nalézt téz kupf. v pa-
ragrafu 3.2 knihy [2]), nebo na ¢teni rocenek [5] ¢ novéjsich iloh MO
dostupnych na internetové strance www.math.muni.cz/mo.

Obé vysSe popsand feSeni prispély k rozhodnuti posuzovanou tlohu
o nerovnostech soutézicim predlozit, pfestoze nebylo prilis jasné, jak se
zaci k situaci ze zadani tlohy postavi. Prvni vyrazné nealgoritmické fe-
Seni otevira velky prostor pro uplatnéni ndpadt a dumyslu talentovanych
zakt, ktefi jisté ideu kompenzace rychle a spravné vytusi. Druhé feseni
zalozené na linearité zadaného vyrazu v jednotlivych proménnych vy-
volava zajimavou otézku, zda zaci dovedou skrytou linearitu odhalit a
v nezvyklé situaci poznatky o linedrnich nerovnicich (ve skole diikladné
probrané) uplatnit.

Podivejme se proto, jaké vysledky tyto predpoklady prinesly optikou
rozboru autentickych protokolt, sepsanych soutézicimi v prubéhu kraj-
ského kola MO dne 21. 3. 2006. Nejprve uvedeme statistiku tspésnosti,
kterou vypracovavaji jednotlivé krajské komise.

Usp&nost sout&icich

Pro ¢tenare neznalého praxe vyhodnocovani vysledkt krajskych kol MO
ve stiedoskolskych kategoriich A, B, C nejprve popiSeme strucné jeji
zasady. Béhem takového kola fesi soutézici po dobu ¢tyf hodin v je-
jim tvodu zadané (do této chvile utajené) ¢tyfi tlohy. Za bezchybné a
uplné vyreseni jedné ulohy ziskava soutézici 6 bodu, za neuplné feseni
s pripadnymi chybami 1 az 5 bodu. Za neodevzdany protokol nebo pro-
tokol, v némz je dopusténa zasadni chyba nebo neni dosazen na cesté
k cili zadny pokrok, neziskd soutézici zadny bod. Za tspésné resitele
jsou krajskou komisi vyhlaseni ti icastnici, ktefi za vSechny ¢tyti tilohy
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ziskaji dohromady alespon 10 bodu (z celkem 24 moZnych). Podle téchto
celkovych souctti bodu jsou sestavovana poradi nejuspésnéjsich resitelu
(v kazdém kraji samostatné).

Je velmi tézké (spiSe nemozné) vydat z ustiedi MO pokyny, podle
kterého by netiplna feseni byla bodové hodnocena ve vsech krajich ,stej-
nym metrem“.? Proto jsem bodové zisky z krajt pied jejich zanesenim do
spole¢né vysledkové tabulky sjednocujicim zptusobem poopravil, a to ve
vsech pripadech, kdy doslo ke zméné, smérem dolt. Svoji vétsi prisnost
bych rad v zavéreéném odstavci tohoto paragrafu ospravedlnil.

Podivejme se tedy na tabulku (mnou poopravenych) bodovych ziskt
za posuzovanou tulohu v jednotlivych krajich.? Vedle sloupce zkratek
kraju je pod znackou ¥ uveden celkovy pocet protokoli daného kraje a
pak v dalsich sloupcich jejich ¢aste¢né pocty ohodnocené 0 az 6 body.

Kraj ¥ Ob 1b 2b 3b 4b 5b 6b
Pha 40 20 6 7 2 1 0 4
S¢ 27 21 4 1 1 0 0 0
J¢ 29 20 6 3 0 0 0 0
Pl 21 17 2 1 0 0 0 1
Kv 11 10 0 0 0 1 0 0
Us 19 13 3 2 1 0 0 0
Vy 25 16 6 1 1 0 0 0
Jm 69 57 9 1 2 0 0 0
0l 18 10 1 6 0 0 0 1
Ms 36 28 1 7 0 0 0 0
71 23 15 3 4 1 0 0 0
by 318 227 41 33 8 3 0 6

Z tabulky je hned patrné, ze, celkové vzato, resitelé si s ilohou poradili
velice $patné ve vSech krajich. Pracovnici MO by jisté dosvédcili, ze do-
sazend uspesnost na jedné tuloze je v krajskych kolech MO kategorie B
patrné nejhorsi za nékolik poslednich let (jde spiSe o netispésnost). Nelze
to dolozit ¢isly, nebot statistiku celostatni tspésnosti podle jednotlivych
uloh krajskych kol MO tustfedni komise vypracovava pouze pro katego-
rii A, v niz se protokoly ze vSech kraju tstiedné preopravuji. Duvodem

2U dané ulohy bylo stanoveno jediné doporuéeni: za dikaz nerovnosti V' > 1 dejte
2 body, za dikaz nerovnosti V' < 9 udélte 4 body.

3Ze t¥i chybégjicich kraji (Kralovéhradeckého, Libereckého a Pardubického) jsem
protokoly k posouzeni nedostal.
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je pozadavek, aby do tstfedniho kola MO (jez se v kategoriich B a C
nekond) byli pozvani skutecné nejlepsi soutézici bez ohledu na to, ze
kterého kraje jsou.

Riznou miru pfejicnosti a tolerance opravovateli lze jisté pochopit
a akceptovat (je-li stejnd ke vSem soutézicim z daného kraje). U posu-
zované ulohy v nékolika krajich hodnotici pracovnici udélovali napriklad
tolerantné 1 bod za pouhé spravné roznasobeni a tpravu daného vyrazu
(pFestoze provedend uprava nebyla déle nijak vyuzita, takze nebylo jasné,
jaky méla vyznam). V nékterych krajich opravovatelé povazovali rizna
nepiesna kompenzacéni vyjadieni za dostateéné exaktni. Casto bylo jen
mirné penalizovdno (ztratou 1-2 bodil) ,opomenuti“ Fesiteld, ktefi za
parametry a, b, ¢ dosazovali pouze krajni hodnoty 0 a 1 daného inter-
valu a nijak ptitom nevysvétlili, pro¢ to staci (tedy nezminili linearitu).*
Protoze jsem sam byl opravovatelem protokolt v Jihomoravském kraji,
strhaval jsem za tento nedostatek nyni (stejné jako tehdy) 4 body. Prijde
vam to prilis kruté? Domnivam se, ze v soutézi Matematickd olympiada
nikdy neslo pouze o vysledky tloh, ale spise o myslenkovou tplnost avah,
které tesitele k vysledktim dovedou a které je soutézici povinen do pro-
tokold formou slovniho vykladu zaznamenat.

Neg hodnotné&jsi protokoly

Dvé tretiny (vyjaddieno absolutné: ¢tyfi ze Sesti) Fesiteld, ktefi za po-
suzovanou ulohu ziskali plny pocet 6 bodu, soutézili v Praze. Pro au-
tora prispévku bylo velmi necekané, ze dva z téchto prazskych soutézi-
cich [Pha 7] a [Pha 18]° (studenti 2. roénikii gymnézii v Litoméfické a
Ohradni ulici) vyftesili tlohu metodou hledani extrému funkce t¥i reél-
nych proménnych cestou vypocti jejich parcidlnich derivaci (a nezapo-
mnéli pritom ani na nutné doplnujici ivahy o hrani¢nich bodech dané
prostorové oblasti — krychle). Neni mi zndmo, zda oba studenti tuto vy-
sokoskolskou latku nastudovali sami, nebo je s ni seznamili na stfedni
skole (jiz v 2. roéniku!), napfiklad z dtivodu pfipravy na infinitezimalni
tuvahy v hodinach fyziky. Takovou moznost autonomni skolni vzdélavaci
programy pripoustéji. I kdyz je pouziti diferencialniho po¢tu v dané tloze
zcela legitimni, nabizi se srovndni (s ohledem na to, Ze se hledaji extrémy

4Slovo ,,opomenuti“ uvadim v uvozovkach, protoze jsem piesvédéen, ze Fesitelé
vétsinou na néjakou vlastnost vyrazu V, jako jeho linearitu, viibec nepomysleli.

5Misto konkrétnich jmen soutézicich budeme pséat zkratku kraje a pofadové ¢&islo
jeho protokolu v tomto kraji.
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linedrni funkce), jak se ¥ikd, s ,palbou z kanénu na vrabce®.

Dalsi dva ,Sestibodovi“ Fesitelé z Prahy ([Pha 16] a [Pha 21]) za-
plnili své protokoly sice spravnymi, ale nadmiru slozitymi az neprehled-
nymi (v podstaté kompenzac¢nimi) tivahami, které zde nemd smysl repro-
dukovat.

Jeden ze dvou mimoprazskych ,Sestibodovych®, fesitel [P11] (z gym-
nazia v Plzni na Mikuldsském namésti) zalozil své feSeni na objevu li-
nearity. Vypocetl nejprve hodnoty V' (a, b, ¢) pro vSechny kombinace 0, 1
a pak napsal:® ProtoZe je cely vyraz linearni (tzn. dosadime-li za dvé
proménné a treti bude ménici se proménnd, bude grafem piimka) a pro
krajni hodnoty byly nerovnosti ovéreny, miize se tvrdit, ze dané nerov-
nosti jsou dokdzany. Pro zajimavost dodejme, ze [Pl 1] byl jediny ze
Sestice uspésnych resiteld ulohy, ktery v dalsim ro¢niku MO postoupil
do jejiho ustfedniho kola kategorie A.

Také druhy mimoprazsky ,Sestibodovy“ Fesitel [Ol 6] (z gymnazia
v Zabtehu) vyuzil linearitu, i kdyZ tento bézny pojem uvedl pouze po-
pisnym zptsobem: V okrajovych hodnotach a,b,c € {0,1} je vyraz V
v intervalu (1,9), proto je tomu tak ve vSech hodnotdch (protoze pro-
ménné jsou pouze v prvnich mocninéch).
protokol , étyibodového* soutéziciho [Kv 11], ktery zcela iplné a exaktné
realizoval ideu kompenzace pro nerovnost V' < 9, kdyz po jeji apravé do
tvaru

5(ab+ bc+ ac) < 6+ 2(a+ b+ ¢) + 3abc

napsal: To je soucet dvou nerovnosti

2(ab+be+ ac) < 2(a+b+ ¢),
3(ab+ be+ ac) < 6+ 3abe.

Prvni je splnéna trivialné (ab < a atd.), druhou upravime na
ab(l —c¢) + (a+b)c < 2.
Protoze ab <1 a a + b < 2, staci, aby platilo

(I1-¢)+2c<2, tj. c¢<1.

6Citaty z protokoltt budou uvadény ne v uvozovkéach, ale odlisnym typem pisma.
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Tim je skutecné uplny dikaz nerovnosti V' < 9 hotov. Poznamenejme,
ze pokus o podobny dikaz nerovnosti V' > 1 se Fesiteli [Kv 11] bohuzel
nepovedl.

Originalni FeSeni celé tlohy ideové navrhl fesitel [Pha 35], ktery zjistil,
ze dokazované nerovnosti 1 < V < 9 dostaneme sectenim jednodussich
nerovnosti

3—2(a+b+c—ab—ac—bc) <3,

0 < 3(ab+ ac+ bc — abc) < 6.

<
<

Je opravdu mozné (a schtidné) dokazat, ze pro libovolna ¢éisla a, b, ¢ €
€ (0, 1) vSechny ¢tyfi vypsané nerovnosti plati, ovSem fesiteli [Pha 35] se
to podatilo pouze pro dvé z nich (ty levé), takze fakticky dokdzal pouze
nerovnost V > 1 (a byl celkové ohodnocen dvéma body).”

Jak vystihnout kompenzaci

Vétsina z 318 posuzovanych protokolit obsahovala pokusy fesitelt zdu-
vodnit intuitivné jasnou ideu, dfive podrobné popsanou v paragrafu
Predbézné dvahy. Témér nikdo vSak ani ¢astecné zduvodnéni nepodal,
v protokolech najdeme jen v rtzném stupni nepfesnd vyjadieni toho,
jak ona kompenzace patrné funguje misto argumenti, proc¢ tomu tak je.
Nasledujici citaty to vystizné potvrzuji a podavaji jasné signaly o sla-
binach v matematickém vyjadfovani soutézicich. Za pozornost stoji, ze
terminy kompenzace nebo (vy)kompenzovat najdeme v nékolika proto-
kolech pfimo uvedené.

K lepsimu porozumeéni jsme do tryvku z protokol implantovali nami
zavedené oznaceni (4) dil¢ich vyrazt Vi, Va, V3, ze kterych je cely zkou-
many vyraz V slozen.

[Jm 58]: Vyrazy Vi a Va obsahuji pouze ndsobeni a s¢itani, proto kdyz
zvySujeme a, b, c, hodnoty Vi a V, také rostou. Ve vyrazu Vs se hodnoty
a, b, c odcitaji od 1, proto kdyz zvysSujeme a,b, ¢, hodnota V3 se snizuje.
Vyrazy Vq, Vo a V3 se tedy navzajem kompenzuji.

[O1 2]: Kdyz vyrazy Vi a Vi nabyvaji (ztraceji) na hodnoté, hodnota
vyrazu V3 se chova opacné.

7V tomto jediném piipadé bych hodnoceni protokolu z kraje poopravil smérem
nahoru, asi o 1 bod. Resiteltiv navrh jak dokazat nerovnost V < 9 byl opravdu
schiadny.

36



[P1 2]: Jakmile je V; nebo Vs vysoké, je V3 nizké, takze soucet nikdy
nemtize prevysit 9.

[Jm 43): Dosadime-li za kteroukoliv proménnou a, b, ¢ ¢islo od 0 do 1,
bude to mit dvoji dopad: ¢im nizsi to bude hodnota, tim mensi bude
Vi + Vo, ovSem tim vétsi bude V.

[Jm 46]: Hodnota V' bude nejvétsi, pokud bude a = b = ¢ = 1, protoze
vyrazy V1 a Vo budou bezesporu nejvétsi. Vyraz Vs pak bude roven nule,
kdyby se meél zvétsit, V1 a V5 se zmensi time vice a hodnota V bude
mensi.

[J€ 11]: Po dosazeni a = b = ¢ = 1 mi vychdzi V = 9, pro ostatni
hodnoty je V mensi, protoze V14 V5 se pro mensi ¢isla zmensuje vyraznéji
(az 0 9) nez V3, které nartsta jen od 0 do 3.

[Vy 16]: Cim mensi zvolend ¢&isla z uvedeného intervalu budou, tim
mensi bude hodnota Vi + Vs, ale zaroven tim vétsi bude hodnota V3,
protoze zde mame v zavorce vzdy 1 — x. To znamena, Ze tyto odlisSnosti
se jaksi vykompenzuji, takze nemiizeme dostat prilis nizky nebo vysoky
vysledek.

[Z1 10] po dosazeni a =b=c¢=0aa=0b=c=1 napsal: ¢im vice
zvétsime jakékoliv z cisel a,b, c, tim je vyraz Vi 4+ Vo vétsi a vyraz V3
mensi (nepfim4 timéra).®

[Ms 29]: Prvni dvé ¢&asti vyrazu mohou dét dohromady maximalné
c¢islo 9. Posledni ¢ast je pak zvlastni tim, Ze je nepfimo umérna dvéma
predchozim, tudiz pokud by prvni dvé daly vysledek 9, pak posledni by
dala 0, tedy dohromady 9. Vétsi vysledek nez 9 nejsme schopni ziskat.

[J¢ 10]: Maxim&lni hodnoty Vi, Vs, V3 nemiizeme dosdhnout najed-
nou, nejvyse dvou z nich a pak je treti vyraz roven nule.

[Vy 6] upravil vyraz V do tvaru V = Uy + Us, kde Uy = —3(abc — 1)
a Uy = a(bb — 2) + b(5¢ — 2) + ¢(5a — 2), a po zjisténi, ze V =9 pro
a = b = c =1, napsal: Jestlize budeme dosazovat ¢isla mensi nez 1, nikdy
nedosahneme vysledku vyssiho nez 9, protoze kdybychom za jedno z ¢isel
a, b, ¢ dosadili ¢islo mensi nez 1, dostali bychom pro Uy vysledek, ktery by
nam vykompenzoval ztratu v jedné ze zavorek v Us, ale v dalsi zavorce,
kde je dané c¢islo nasobené pétkou, by nam vynikla dalsi ztrata a ¢isla 9
bychom nedosahli.

8Za povsimnuti stoji nepfesné uziti terminu nepiimd wmeéra, jak je zndme z obecné
mluvy, napfiklad pfi rtznych argumentacich politikid. Viz rovnéz nasledny citat
[Ms 29].
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[Vy 8] ke tfem vyrazim z vyjadieni
V==2(a+b+c)+5(ab+ ac+bc) + 3(1 — abc)

a k dikazu V < 9 napsal: Prvni dva vyrazy nikdy nemohou prekonat
hodnotu 9 a s jejich ubyvajici hodnotou vzriista hodnota tietiho vyrazu
pomaleji, nez klesa u prvnich dvou.

[Pha 33]: Vysledek
V==2(a+b+c)+5(ab+ ac+bc) + 3(1 — abc)

bude nejvice zalezet na ¢asti 5(ab+ ac + bc), protoze se tam nasobi nej-
vétsim koeficientem 5. Proto V' bude maximalni, resp. minimalni, kdyz
bude ab+ ac+ bc maximélni (a = b = ¢ = 1), resp. minimalni (staci, aby
se dvé z cisel a, b, c rovnala nule).

hodnoty proménnych. Vyraz V3 nabyva hodnot od 0 do 3, pricemz nizsi
je pro vétsi hodnoty proménnych. Pfi nasobeni ve vyrazu V3 jsou rozdily
mensi nez pri sc¢itani ve vyrazu Vy + Vs, z toho usuzuji, ze kdyz hodnota
Vi + Vi klesne, tak hodnota V3 vzroste min, nez klesla hodnota Vi + Vs,
¢ili hodnota celkového souctu se bude vzdy udrzovat do cisla 9.

[Ms 32]: Pokud v tretim vyrazu bude jeho mozné maximum, tak
v obou predchozich jsou minima a naopak, takze kdyz tyto vyrazy se-
¢teme, dostaneme jako maximum ¢islo 9 a jako minimum ¢islo 3.

[Vy 18]: Pokud dosahuji maxim V; a Vs, dosahuje V3 minima. Pokud
dosahne V3 maxima, jsou Vi a Vo minimalni. Protoze V3 je soucin tii
¢initelit mensich nez 1 s trojkou, roste jeho hodnota pomaleji, nez klesaji
hodnoty V; a V5.

Pozoruhodna je argumentace fesitelky [Us 5], ktera upravila vyraz V
do tvaru V = —2(a + b+ ¢) + 5(ab+ ac+ bc) + 3(1 — abc) a pak napsala:
Vysly ndm tii vyrazy s intervaly hodnot (—6,0), (0,15) a (0, 3). Odtud
vyplyvé pouze, ze V € (—6,18), takZe to jesté upresnim. Cim vyssi je

vzrustagjicich a, b, ¢ takto:
—2(a+b+c) € (0,—6).
U druhého a tretiho tu zavislost zapisu takto:
5(ab+ ac+ be) € (0,15),
3(1 —abe) € (3,0).
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Tak mi vychézi, ze plati V € (3,9), nebot
0+0+3=3 a —-6+154+0=09.

Resitelka vSak jiz pfedtim zjistila, Ze miize bjt V = 1. Proto dale pokra-
¢uje: Mohla bych ¢isla z intervalu (—6,0) (0,15), (0,3) nakombinovat i
jinak (az do —6), ale uz by se tim porusilo znéni celého vyrazu. Pokud
vezmu —6 v prvnim intervalu, ihned se vykompenzuje néjakym vyssim
¢islem z druhého intervalu.

Na cesté k linearité

Velmi nadéjné vypada zacatek protokolu fesitele [Z1 9], ktery napsal:
Vypocitam hodnoty V pro extrémni hodnoty proménnych. Vsude jsou
linearni zavislosti, proto extrémy vyrazu nastanou pravé pri extrémech
proménnych. Poté se ovsem [Z1 9] dopustil fatdlni chyby, kdyz dosadil
pouze dvé extrémni trojice a =b=c=0aa =0b=c =1 (zapomnél
tedy na jiné kombinace nul a jednicek). Stejnou chybu udélal i fesitel
[Jm 2], ktery u (ponékud upravenych) nerovnosti poznamenal: Jelikoz
obé strany nerovnosti jsou funkce linedrni, staci, aby platila nerovnost
pro 0 a1l (krajni hodnoty) a bude platit pro cely interval. Trojice hodnot
(a, b, ¢) v8ak nezaplni interval na pfimce, nybrz krychli v prostoru!

K nejzajimavéjsim patii protokol fesitele [Jm 18], ktery nad posuzo-
vanou soutézni tlohou pro sebe mozna objevil zaklady diferen¢niho po-
¢tu. Nejprve otestoval vSechny kombinace krajnich hodnot a, b, ¢ € {0,1}
a pak napsal: Pokusme se zjistit, jak se bude chovat hodnota vyrazu,
bude-li se jedna z hodnot a,b,c zmensovat nebo zvétsovat. Snizme na-
piiklad a = 1 o elementérni tibytek da.? Dostaneme

V(a—da,b,c) —V(a,b,c) =da- (2 —5b—5c+ 3bc) =
—bda, je-li b=c=1,
= —3da, jeli {b,c} ={0,1},
2da, je-li b=c=0.

(Misto uvedeného rozvétveného vzorce jsou v protokolu odvozeny sa-
mostatné vzorce pro kazdy ze tiil pfipadi.) Ze znamének uvedenych
priristkt pak fesitel ve svém protokolu spravné usoudil, Ze nejvétsi a

97 takového standardniho oznaéeni piiristku proménné se dé usoudit, Ze tento
pojem ftesitel uz nékde slysel nebo cetl. Mozna v hodinach fyziky?
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nejmensi hodnoty vyrazu V' se nutné nabyvaji v nékterych trojicich se-
stavenych z nul a jednicek.

V Cem je pravé uvedené feseni ulohy neuplné? Vychazeje vylucné
z vrcholti krychle (0, 1)3, uvedenymi zménami pouze jedné z proménnych
nasel Tesitel [Jm 18] extrémni hodnoty vyrazu V na povrchu (a nikoliv
t€7 uwvniti) uvazované krychle.

Resitel [Pha 19] upravil dany vyraz do podoby linedrni funkce

V = (5b+ 5¢ — 3bc — 2)a + 3 — 2b — 2¢ + bbc

a pak napsal, ze takova linearni funkce proménné a nabyva na intervalu
(0, 1) nejvétsi hodnoty pro a = 1. Zapomnél vSak, Ze mtze jit i o funkci
klesajici, a to ho privedlo k chybnym vysledktm.

Na zavér tohoto paragrafu uvedeme dva citaty, jejichz autori potreb-
nou linearitu moznd skryté vycitili, avsak vhodné nevyjadfili. Zvlasté
mrzuté to je u prvniho citatu, kde tusime, Ze feSitel byl na spravné
stopé.

[Vy 12] dany vyraz V roznésobil a pak napsal: budu za a,b, ¢ volit
krajni body intervalu, nebot ¢isla uvniti budou vzdy vysledkem nékde
mezi.

[Z1 4]: Kdyz chci dosdhnout co nejvétsi nebo co nejmensi hodnoty
vyrazu V', pak logicky musim dosazovat za jednotliva c¢isla a, b, ¢ pouze
hodnoty 0 nebo 1. Co myslel fesitel tim ,logicky*?

Chyby a kuriozty
Soutézici [Pha 8] znaly diferencidlniho poctu se dopustil chyby, které
se obcas pii zkoumani symetrickych rovnic a funkci dopoustime. Dejme
nejdrive misto pasédzi jeho protokolu, ve které je doty¢na chybnd tivaha
yzdivodnéna“ seri6zné se tvaricim, avSak naprosto falesnym zpusobem:
Jelikoz se snazime objevit néjakou trojici ¢isel a, b, ¢ z daného intervalu,
pro kterou by neplatilo 1 < V < 9, zvolime obecné a = b = ¢ = x
(proménné a, b, ¢ ovliviiuji hodnotu V' stejnou mérou, proto tedy musime
vysledek). Resitel pak metodou diferencidlniho poétu vySetiuje pritbéh
kubické funkce V(z, x, x). Ndmitky k praveé citované tivaze ted vyslovime
v samostatném odstavci.

Neni obecné pravda, ze symetrickd funkce nékolika proménnych muze
nabyvat extrémnich hodnot pouze v bodech, jejichz vSechny soufadnice
maji stejnou hodnotu. Tento zavér vSak miizeme ucinit, mame-li pfedem
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zaruceno, ze bod minima, resp. maxima, dané funkce je jediny. Takovou

zarukou byvéa nejcastéji skutecnost, ze dana funkce je ryze konvexni, resp.

ryze konkavni, v celé konvexni oblasti, v niz extrémni hodnoty hledame.
Zavérecné ukazky z nékolika protokolti uvedeme bez komentare.

[Kv 4]:

(1) zkouska a = b = ¢ = 0,5 — priimérnd hodnota

(2) zkouska a = b = ¢ = 1 — maximalni hodnota

(3) zkouska a = b = ¢ = 0 — minimalni hodnota

Vsechny tfi zkousky vysly, proto je pravda, ze pro libovolna Cdisla
a,b,c € (0,1) obé nerovnice plati.

[Jm 4] a [Jm 9] (z raznych skol) rozndsobuji zavorky takto:

31—a)(1-0b)(1—¢c)=3—-3a+3-3b+3—3c.

[Ms 31]: Desetinna ¢isla nic nezméni, pro extrémy funkce jsou krajni
body intervalu jedinymi misty, kde se miize néco zvrtnout.

[Z1 8]: Moje feseni tohoto piikladu je pouze jednoducha tivaha, presto
myslim, ze dostacujici. Pokud ma platit dané tvrzeni, dosadila jsem

Y

nejmensi a nejvétsi cisla, to je 0 a 1, abych zjistila, zda nerovnosti plati:

a=b=c=0: V =1 ($patné V =3, pozn. J.S.),
a=b=c=1: V =09

Také kombinace cisel z intervalu vyhovuje:
V =4 (3patné: V =25 pozn. J.S.).

Z toho plyne, Ze vSechna ¢isla z intervalu (0,1) mohou byt dosazena do
rovnice.

Zaver

Domnivam se, ze uvedené citaty z protokolil jsou samy o sobé vymluvné
a dostatecné vypovidaji o tom, v ¢em by se prace s nadanymi zaky
mohla ¢i méla zlepsit. Nemam ted na mysli jeji tématické zaméreni, ale
spiSe stranku nacviku matematického mysleni a vyjadfovani. Talento-

vani zaci, ktefi obsah zakladni ,zapletky“ posuzované ulohy spravné
vytusili, totiz nedokazali své myslenky vyjadrit matematicky presnymi
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argumenty. Patrné k tomu prispiva zpusob vyuky v hodinidch matema-
tiky, zaméreny na pouhé sdélovani faktt, poucek a postupt Feseni stan-
dardnich tdloh. Na jiné formy prace, zejména tvorivé objevovani novych
poznatkil samotnymi zaky a nasledné ovérovani hypotéz cestou presné
argumentace, které fikdme deduktivni dokazovani, asi nejsou v béznych
t¥idach gymnaézii podminky ani potfebny cas. Celostatni sit gymnazidl-
nich t¥id se zaméFenim na matematiku (alespon na jedné skole v kazdém
kraji) se brzy po roce 1989 fakticky rozpadla. Z rtiznych aktuélnich vyja-
dfeni pracovnikti ministerstva Skolstvi je zfejmé, ze tato ridici instituce
v soucasné dobé usiluje o integraci talentovanych déti do vseobecnych
t¥id, urcéenych Siroké populaci zakt vedenych k maturité. Doufejme, Ze
obétavi ucitelé matematiky neztrati chuf k individudlni praci s talen-
tovanymi zdky (mimo fddnou vyuku) formou konzultaci nebo vedenim
riiznych nepovinnych seminai ¢ matematickych krouzkt. Uspéch jejich
svéfencl v soutézi, jako je Matematickd olympiada, jim jisté prinese ra-
dost a zadostiu¢inéni jako 1i¢inek toho, co shrnujeme pod pojem mordini
odména.
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Ako sa prejavuje matematické nadanie

Dusan Sveda, PF Presovské Univerzity, Presov !
Ingrid Semanisinova, PF Presovské Univerzity, Presov 2

ABSTRAKT. V c¢ldnku opisujeme rézne formy starostlivosti o matematické
talenty na Slovensku. Dalej sa zamyslame nad moznostami vyuZitia uloh z dis-
krétnej matematiky pri identifikdcii nadanych deti. Uvddzame priklady dloh o
pristupy nadanych deti k ich rieseniu. Poslednd cast éldnku je venovand ma-
tematickej aktivite Triomino vhodnej pre nadané deti.

Uvod

Ucivo matematiky sa na vyucovani podava zvycajne takym sposobom,
aby bolo zrozumitelné pre priemerného Ziaka. Dosledkom toho nadané
deti niekedy nenachadzaju v skole dostato¢na vyzvu pre vlastné schop-
nosti. Navyse sa stava, ze menej nadani spoluziaci pohtdaji nadanymi
ziakmi a ¢o je smutnejsie aj ucitelia byvaji niekedy voci tymto ziakom
zaujati. To st len niektoré dovody, prec¢o ma zmysel venovat tymto Zia-
kom zvySeni pozornost.

V prispevku budeme pojmy nadanie a talent rozliSovat. Talentom
budeme rozumief realizdciu nadania, prejavenie sa a uplatnenie pévodne
skrytych moznosti ([3, s. 10]).

1. Starostlivost’ o talentovanych Ziakov na Slovensku

V sucasnosti existuju na Slovensku rozne formy starostlivosti o matema-
tické talenty. Uvedieme niektoré z nich:

o Triedy so zameranim na matematiku. Takéto triedy s vytvarané na
velkom pocte zékladnych §kol, pricom st do nich vyberané deti na
zaklade prospechu na prvom stupni, pripadne na zaklade testov, ktoré
su casto zamerané skor na aktualny stav vedomosti ziakov ako na to,
aby sme zistili, ¢i tieto deti maji matematické nadanie.

o Skoly so zameranim na matematiku. Na tieto Skoly st prijimani Zi-
aci, ktori ispesne absolvovali prijimacie pohovory. Cielom prijimacich
pohovorov je identifikovat nadanych Ziakov.

Le-mail: dusan.sveda@upjs.sk
2e-mail: ingrid.semanisinova@upjs.sk
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o Matematické zdujmové kruzky. Takéto krazky st pomerne zriedkavé.
Aj ked na viacerych $kolach prebiehaji matematické kruzky, podla
nasich informacii st zamerané skor na doucovanie ziakov.

e Matematické sitaZe. Najrozsirenejsie sutaze na Slovensku st Mate-
matickd olympidda, Pytagoridada, Matematicky klokan. Prebiehaju
tiez rozne korespondenéné seminare pre ziakov ZS a SS, napr. MAKS,
PIKOMAT, SEZAMKO, SEZAM, RIESKY, MALYNAR, MATIK
(seminére pre ziakov ZS), BKMS — Bratislavsky korespondenény ma-
tematicky seminar, STROM, SKMS — Stredoslovensky koresponden-
¢ény matematicky seminar (seminare pre ziakov SS) a dalsie stfaze,
napr. MAMUT, LOMIHLAV, PALMA junior, PALMA 3

e Matematické tabory. Zdruzenie STROM organizuje pre ziakov za-
kladnych skol matematické tabory pravidelne od. r. 2000.

o Klub mladijch matematikov. Je organizovany pracovnikmi PF UPJS.
Ide o stretnutia ziakov strednych $kél so zdujmom o matematiku.
Prva cast stretnutia je venovand prednaske na vopred avizovanu
tému. Druhd ¢ast mé volnejsi program, moze to byt diskusia o pred-
naske, hranie nejakej hry, pripadne vymena matematickych skiise-
nosti.

Na Prirodovedeckej fakulte sa venujeme aj priprave ucitelov a bud-
ucich ucitelov matematiky pre pracu s nadanymi defmi. Organizujeme:

e Klub ucitelov matematiky. Cielom je, okrem iného, poskytnut infor-
maécie o roznych forméach prace s nadanymi ziakmi.

e Sustredenia pre vedicich matematickyjch krizkov. Chceme ukazaf rozne
formy prace so ziakmi, poskytnaf nastroje a podnety na populariza-
ciu matematiky medzi ziakmi.

e Krvopot. Ide o koreSponden¢ny seminar pre budtcich ucitelov mate-
matiky, ktorého cielom je obozndmit ich so zaujimavymi tlohami a
s korespondencnou formou sttaze, ktort vicsina Studentov nezazila.

.....

vanych ziakov, t.j. ziakov, ktori prejavili, realizovali svoje matematické
nadanie. Tejto starostlivosti predchadza proces identifikacie nadania.

3Prirodovedecka fakulta UPJS spolupracuje so zdruzenim STROM pri organiza-
cii korespondenénych seminarov MALYNAR, MATIK a STROM a sttazi MAMUT,
LOMIHLAV, PALMA junior a PALMA.
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2. Ulohy z diskrétnej matematiky ako prostriedok na identifikaciu
matematického nadania

Pri identifikacii nadanych deti je dolezité, aby sme odhalili schopnosti,
ktoré st typické pre ziakov nadanych na matematiku. K takymto schop-
nostiam (podla [1]) patria schopnost analyzy problému, systematickost
myslenia, kritické myslenie, schopnost rozboru moznych pripadov a vy-
derpania moznosti, schopnost dedukcie, schopnost myslienkového experi-
mentu, schopnost aj potreba vecnej argumentacie, schopnost néajst vhod-
nu reprezentaciu pre tlohu a pod. Pokusime sa sformulovat niekolko do-
vodov, preco si myslime, Ze prave tlohy z diskrétnej matematiky* nam
mozu pomdct pri identifikdcii nadanych ziakov.

e Diskrétna matematika obsahuje vela tloh, ktorych riesenie nevyza-
duje ziadne Specifické vstupné vedomosti a zru¢nosti (¢asto vystacime
so zékladnymi poznatkami z aritmetiky). Takéto tlohy umoziiuju,
aby svoje matematické nadanie prejavili aj ziaci, ktorych aktuélna
vedomostna vybava nie je na pozadovanej trovni (zvycéajne z dovodu
nedostato¢nej motivécie).

e Diskrétna matematika obsahuje mnoho otvorenych tloh, ktoré maja
viacero rieseni, resp. pontukaju viacero pristupov k rieseniu. Takéto
tlohy umoznia zistif uditelovi, na akej trovni je rozvinuté tvorivé,
hodnotiace myslenie ziakov a schopnost abstrakcie. Zaroven tieto
tlohy umoznia uvedené schopnosti rozvijat.

e Mnoho tloh z diskrétnej matematiky umoziuje zdoraznif aplikova-
telnost poznatkov z matematiky a predstavit nové, zaujimavé, stale
sa rozvijajice oblasti matematiky. Diskrétna matematika nam pro-
strednictvom takychto tloh poskytuje moznost vytvorit u ziakov lepsi
vztah k matematike.

e Ulohy z diskrétnej matematiky poskytuju moznost pre opakovanie
algebraickych, resp. geometrickych zruc¢nosti v novom kontexte.

4Diskrétna matematika pozostiva z pojmov a metéd na modelovanie a rieenie
problémov zahfnajucich kone¢né procesy a diskrétne javy. Presnejsie, diskrétna ma-
tematika sa zaoberd problémami, ktoré zahfnaji vymenovanie a vypocet vsetkych
moznosti, rozhodovanie v kone¢nych mnozinach, relacie medzi kone¢nym poctom prv-
kov a postupné zmeny. Ustredné témy diskrétnej matematiky v CPMP su existencia
(existuje riesenie?), algoritmizécia rieSenia tlohy (moézeme néjst efektivne riesenie
ulohy?) a optimalizicia (ktoré rieSenie je najlepsie?).
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e Pri rieSeni tloh ¢asto nie je potrebné pouzivat ustalené odborné vy-
razy a symboliku. Ziakom mozeme dovolit, aby hladali vlastné formy
zapisu (napr. grafické formy reprezenticie), pripadne aby rieSenie
tlohy zapisali slovne.

e Neoddelitelnou sticastou diskrétnej matematiky je objavovanie a ove-
rovanie algoritmov. Ich zapis umoziiuje ucitelovi upozornit ziaka na
potrebu presného matematického vyjadrovania.

Priklady Uloh z diskrétnej matematiky
Uloha 4 Kolko je vSetkych magickjch §tvorcov radu 3?

Komentar: Nadani Ziaci si pri rieSeni tllohy uvedomuju, Ze nevystacia
s metédou pokusov a omylov, ale musia hladat logické argumenty pre
svoje tvrdenie: ,Ja uz mam vsetky!“. Tito ziaci si zvycCajne rychlejsie
v8imna, Ze ziskané rieSenia si rovnaké (,ak ti tabulku otocime, resp.
preklopime, dostaneme takt istti tabulku, ako uz na tabuli mame* —
myslienka symetrie Stvorca). Objavia tiez vztah pre magické ¢islo ma-
gického stvorca radu 3.

Uloha 5 Je mozné ulozif na stdl 9 tanierikov (3 modré, 3 7lté a 3 cer-
vené) a na tanieriky 9 $dlok (3 modré, 3 z1té a 3 ervené) do troch radov
a troch stipcov tak, aby

1. v kazdom rade a v kazdom stipci boli tanieriky réznych farieb,
2. v kazdom rade a v kazdom stipci boli $alky roznych farieb,

3. rovnakd farebnd kombinécia tanierik, $dlka sa nezopakovala (t.j. ak
je raz modré $alka na ¢ervenom tanieriku, tak uz na stole nemoze byt
modré $alka na ¢ervenom tanieriku, ale mozeme nan polozit ¢erveni
alebo zlta salku)?

Komentar: U ziakov sa pocas realizicie objavili rézne sposoby zapisu

rieSenia tlohy. Ziaci, nadani na matematiku, pouzivali abstraktnejsi zapis
ako ostatni ziaci (obr. labc).
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Obr. 1

Uloha 6 Ovecka sa potrebuje dostat z planéty PALANDIA na pla-

nétu LAMIDIU. Priamo vSak neleti Ziadna vesmirna lod. Lode lietali

dvojsmerne medzi planétami PALANDIA — KVARTAN, PALANDIA -

NONAN, PRIMOS — SEKUN, PRIMOS — TERCEN, PRIMOS — LAMI-

DIA, SEKUN — KVINT, TERCEN - OKTAN, TERCEN — DECIMOS,

KVARTAN — KVINT, KVARTAN - SEPTUN, SEKSTEN — OKTAN,

SEKSTEN — NONAN, SEPTUN - DECIMOS, OKTAN — LAMIDIA.

Ako mé ovecka cestovat, ked chce:

a) prestupovat ¢o najmenej

b) prestupovaf ¢o najviac (aj viackrat na jednej planéte, no kazda cestu
medzi dvoma planétami moze akymkolvek smerom prejst len raz)

c¢) prestupovat na kazdej planéte prave raz

Komentar: Ziaci, ktori boli schopni vhodne reprezentovat zadanie tilohy
obrézkom (obr. 2abc), boli pri jej rieSeni spesnejsi ako ostatni Ziaci.

Obr. 2a: RieSenie tlohy a) — ziak si na hrany zapisuje pocet prestupov pri ceste
z Palandie, hrany maja navyse Sipky, ktoré oznacuja smer letu

47



falandia

Septun

Det; mog

et

Lamids  int

Obr. 2b: Riesenie tlohy b) — ziak si planéty rozlozil na kruznicu, ¢asti kruznice vSak
nereprezentuju hrany grafu

Obr. 2¢: Riesenie tlohy c) — ziak si nakreslil planarny graf

Prvé dve z vyssie uvedenych tloh boli zaradené do vyucovania mate-
matiky v beznych triedach (6. az 8. ro¢nik ZS). Posledn4 tloha je tiloha
z korespondenc¢ného semindra Malynar, ktory je urceny pre ziakov 4.—6.
ro¢nika ZS.

3. Triomino

V tejto Casti prispevku popiseme prostredie, ktoré povazujeme za vhodné
na to, aby ucitel odhalil deti nadané na matematiku, predovsetkym
medzi ziakmi, ktorym chyba motivacia a ktorych aktudlna vedomostné
vybava nie je na najlepsej tirovni.
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Aktivita Triomino vychadza z hry Triomino. Ide o stolovi hru, ktora
sa Cilastofne podoba na hru Domino. Hracie kamene vyzeraju pri po-
hlade zhora ako rovnostranné trojuholniky s ¢islami zapisanymi pri jeho
vrcholoch (obr. 3a). Pouzivaju sa ¢isla od 0 do 5, ktoré sa mozu opako-
vat. V priebehu hry sa jednotlivé triomina prikladaju stranou k sebe tak,
aby cisla v zodpovedajicich si vrcholoch hracieho kamena boli zhodné
(obr. 3b). Hra mé samozrejme aj dalSie pravidla, ktoré nebudeme presne
popisovat. Zaujemcovia ich najdu na stranke http://pressmantoy.com/
instructions/instruct_trio-ominos.html.

-

Obr. 3

Realizaciu aktivity sme rozdelili na Styri ¢asti. Pocas realizacie pro-
jektu ziaci pracuju v trojclennych, resp. stvorclennych heterogénnych
skupinach. U¢itel vystupuje v tilohe organizatora a konzultanta. Po rea-
lizacii kazdej Casti umozni diskusiu o rieseniach v ramci celej triedy.

1. ¢ast — Vyroba hracich kameriov: Ziaci vytvaraju hracie kamene
pre stolnd hru Triomino. Pri ich vytvarani riesia kombinatoricka tilohu,
pri¢om moézeme pozorovat, nakolko je u ziakov rozvinuté schopnost riesit
zlozitejsie kombinatorické tilohy rozlozenim na jednoduchsie podilohy a
tie riesit systematickym vypisanim vSetkych moznosti s vyuzitim vhod-
ného organizac¢ného principu.

2. ¢ast — Ulohy o hracich kamerioch: V tejto Casti ziaci odpovedaji
na otazky zadané ucitelom. Otdzky st zamerané na ziskanie hlbsieho
vhladu do systému vSetkych moznosti.

3. cast — Stratégia hry: Ziaci nastuduju pravidla hry a riesia tlohy,
ktoré suvisia s pravidlami a s priebehom hry. Ulohami chceme dosiahnut,
aby sa ziaci zamysleli nad pravidlami hry, nad stratégiou, ktori pouzi-
vaju pocas hry a naudili sa tato stratégiu prisposobovat okolnostiam
v hre.

4. ¢ast — Triomino a kombinatorické ilohy: Ziaci rie§ia kombinato-
rické tulohy, ktoré stuvisia s triominami.
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V prispevku popiseme skusenosti z realizacie 1. ¢asti aktivity Tri-
omino — Vyroba hracich kamenov, v ktorej sa objavili rozne stratégie
rieSenia. K ostatnym ¢astiam uvedieme navrhy na realizaciu. Aktivita
bola realizovana v 7. ro¢niku ZS v beznej triede.

Vyroba hracich kamefov

V tejto Casti prace ziaci vyrabaja hracie kamene do hry. Maju k dispozicii
Cisté papiere, Sablény na hracie kamene (Cast Sablény je na obr. 4) a
noznice.

Obr. 4

Stratégie, ktoré ziaci pouzivali pri hladani hracich kamenov:

Skupina A: Ziaci vypisali 6 - 6 - 6 = 216 moznosti. Z tychto moznosti
vyskrtali vsetky rovnaké. Rovnaké moznosti objavovali zo zaciatku tak,
Ze si ¢isla zapisali do Sablény, vystrihli si triomino a otacanim zisto-
vali, ¢ st dve triomina rovnaké alebo nie. Po niekolkych manipulacidch
s konkrétnymi objektami dokdzali svoje tivahy zovSeobecnit: , Triomina
su rovnaké, ak sa ¢isla postvaju dookola; napriklad 012, 201, 120 su
rovnaké, ale 021 nie, lebo ho nedostanem, ked to takto postivam.“ Pri
vyskrtavani moznosti sa vSak niekolkokrat pomylili a nakoniec nedostali
spravny vysledok.

Skupina B: Ziaci najprv vypisali tie kamene, na ktorych je aspoi
jedna 0, dostali 21 moznosti. Nasledovali moznosti, na ktorych je aspon
jedna 1 a ziadna 0, t.j. 15 moznosti, atd. Takto dostali vysledok
21+15+10+6+3+1 = 56 moznosti. KedZze tato skupina mala moznosti
vypisané ako prva, kym sme presli k druhej casti, triomina si vystrihli a
skusili prikladat k sebe. Pocas prikladania zistili, Ze im chybaji nejaké
hracie kamene, na ktorjch st vietky tri ¢isla rozne. Dalsie experimento-
vanie a manipuldcie s vystrihnutymi triominami im pomohli odhalit, Ze
triomina ABC a ACB nie s rovnaké.
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Skupiny C, D: Ziaci vypisali hracie kamene, na ktorych st aspoii dve
¢isla rovnaké 000, 001, 002, 003, 004, 005, 110, 111, 112, ... Spravne
urcili pocet tychto hracich kameriov. Potom vypisovali hracie kamene,
na ktorych st ¢isla navzajom rézne, pritom obidve skupiny mali problém
najst si systém pri ich vypisovani. Moznosti ABC a ACB, kde A, B, C
st rozne cisla od 0 do 5, povazovali za rovnaké.

Skupina FE: Skupina vypisala hracie kamene, na ktorych st prave
3 rovnaké cisla, potom hracie kamene, na ktorych sa prave 2 rovnaké
¢isla a nakoniec hracie kamene, na ktorych sa rozne ¢isla. Pocas vypi-
sovania moznosti pouzivali Sablénu. Nepouzivali reprezentaciu triomina
pomocou trojice ¢isel. Nepodarilo sa im najst systém vypisu pri triomi-
nach s navzajom roznymi ¢islami.

Ulohy o hracich kamefioch

Téato Cast je zamerand na to, aby Ziaci prezentovali a porovnévali rdzne
stratégie pri rozdeleni danej lohy na podilohy a hladani vSetkych moz-
nosti. Ziaci pritom odpovedajt na nasledujiice otazky.

1. Kolko je hracich kamenov, ktoré maju vsetky ¢isla rovnaké?

N

Kolko je hracich kamenov, ktoré maju prave dve éisla rovnaké?

w

Kolko je hracich kametiov s navzajom roznymi ¢islami?

.~

Kolko je hracich kamertiov, na ktorych sa vyskytuje aspon jedna 0
(3,5)7
Kolko je vSetkych hracich kamenov?

ot

6. Kolko hracich kameniov by mala hra, ak by sme mali rovnaké éisla
napisané aj na rubovej strane hracieho kamerna a pri prikladani by
sme ho mohli prevratit?

7. Kolko hracich kamertiov by mala hra, ak by sme pocas prikladania
hraci kamen nemohli otac¢at?

Stratégia hry

Cielom nasledujtcich tloh je ziskanie hlbsieho vhladu do pravidiel hry.
Chceme ziakov priméf k tomu, aby pocas hry rozmyslali nad vhodnou
stratégiou, kombinovali rézne moznosti, aby neboli pasivnymi hrac¢mi.
Uvedené ulohy riesime so ziakmi az potom, ako boli oboznédmeni s pra-
vidlami hry a mali moznost niekolkokrat si hru zahrat.
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1. Kolko najviac, resp. najmenej bodov moze ziskat hra¢, ktory zacina
hru? Zamyslite sa nad tym, preco st za pouzitie triomina 000 bonu-
sové body navyse.

2. Mbze sa stat, ze v pripade, Ze hré 3, 4 alebo 5 hracov, Ziaden z nich
nema hraci kamen s aspont dvoma rovnakymi ¢islicami?

3. D4 sa ocakdvat, ze pre druhého hraca v poradi je vyhodnejsie, ak
bola hra zacata triominom s troma rovnakymi ¢islami alebo ak bola
zacatd kamerniom s najvyssim stuctom? Vysvetlite preco.

4. Najdite vSetky hracie kamene, ktoré moZeme priloZit na miesto na-
znacené na obr. 5.

Obr. 5

Obr. 6

a) Hra¢ ma na ruke hracie kamene 025, 134, 113, 045, 125. Moze
niektory z nich prilozit?
b) Vypiste vSetky hracie kamene, ktoré méze hrac prilozit.
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6. Situacia v hre je ako na obr. 7. MoZe nasledujuci hra¢ vytvorit Ses-
tuholnik alebo most? Kolko ma moZnosti?

Obr. 7

Triomino a kombinatorické Glohy
1. Dopliite ¢isla do vrcholov trojuholnikov na obr. 8 podla pravidiel hry

o
/\

AN/

2. Dopliite ¢isla do vrcholov trojuholnikov na obr. 8 podla pravidiel hry
Triomino tak, aby stcet ¢isel na vsetkych hracich kamenoch bol

Obr. 8

a) ¢o najmensi, b) ¢o najvicsi.
Najdite vSetky moznosti.
3. Vedeli by ste uréif, kolko hracich kameriov by mala hra, v ktorej by
na hracich kamenoch boli ¢islice
a) od 0 do 6, b) od 0 do 97

Ako sa prejavovali nadani Ziaci
e Dokézali sa rychlo zorientovat v systéme vSetkych moznosti, dokazali
vhodne identifikovat podulohy.

e Pri hladani triomin nepouzivali Sablénu ale triomino reprezentovali
trojicou c¢isel. Tuto reprezentéciu si postupne upresnovali pocas dis-
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kusie v 2. asti. Dokézali bez manipulécie rozlisit, ktora reprezentacia
predstavuje dve rovnaké triomina a ktord nie. Popisali, ktoré trojice
reprezentuju rovnaké triomina a navrhli zapisovat to tak, Ze zacnem
najmensim ¢islom a dalsie ¢isla zapisujem v smere hodinovych ruci-
ciek.

e Rychlo porozumeli stratégii, ktord pri vypisovani moznosti pouzila
ina skupina.

e Pocas hrania hry dokézali urobif vopred myslienkovy experiment, ¢i
sa triomino na ruke d4 prilozit na vybrané miesto.

e Dokazali strategicky rozmyslat pocas hrania hry.

e Objavili pravidelnost pri vytvarani triomin a vyuzili ju na to, aby
nasli pocet hracich kamenov, ak do triomina vpisujeme ¢isla od 0 do
6 (7,8,9).

Zaver

Myslime si, ze zaradenie uloh z diskrétnej matematiky do vyucovania
moze ¢iastocne pomoct pri identifikacii a vychove nadanych Ziakov v bez-
nych triedach. Ulohy, ktoré st pristupné a primerané skiisenostiam, umoz-
nuji vicsine ziakov lahsie porozumief predlozenému problému. Otvara
sa tak cesta k experimentovaniu pri ich rieSeni. Pritom sa d& ocakévat,
7e nadani ziaci preniknti hlbsie do problematiky, ktora je prostrednic-
tvom tlohy spristupiiovana. Aj ked sa to priemernym a podpriemernym
ziakom nepodari, atraktivnost a aplikovatelnost takychto tiloh moéze po-
moct vytvorit lepsi vztah k matematike aj u tychto ziakov.
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ABSTRAKT. Cldnek seznamuje étendie s matematickou soutézi, kterd probihd
ve svélé jiZ mnoho let. Autori clanku se ji snaZi zavést i do Ceské republiky.
Cldnek proto informuje o podstaté a pravidlech soutéZe a ukazuje tlohy, které
se v jejim ramci 1esi. Ve druhé casti ¢lanku je pak rozebrdana jedna tuloha z této
soutéze a je poukdzdno na uskali pri jejim resent, jsou ukdzdna sprdvnd, ale i
chybnd tesent.

Historie

Ve skolnim roce 2006/2007 probéhl jiz
28. ro¢nik mezinarodni matematické sou-
téze sttedoskolaki Turnaj mést (Tourna-
ment of Towns, Turnir gorodov). Cilem
tohoto ¢lanku je seznamit Sirsi matema-
tickou vetrejnost s historii, vyvojem a struk-
turou této vyznamné matematické soutéze. Prvni ro¢nik Turnaje mést se
uskutecnil na jare roku 1980 jako matematicka soutéz mezi stredoskolaky
tFf velkych mést tehdejstho SSSR, (Moskvy, Kijeva a Rigy). U zrodu sou-
téze stali predni matematikové uvedenych t¥i mést; odbornymi garanty
za jednotlivd mésta byli po fadé (Nikolaj Nikolajevic Konstantinov, Ale-
zej Tolpygo a Agnis AdZans). Prvni t¥i roéniky Turnaje mést se konaly
vzdy jednou ve skolnim roce, avSak od jeho ¢tvrtého roc¢niku probiha
soutéz ve dvou etapach — na podzim a na jare. Kazda etapa méa pfitom
dvé ¢asti — pripravnou ¢ast a hlavni ¢ast.

Tato nova matematicka soutéz postupné ziskavala stale vétsi popula-
ritu a kazdoroc¢né se do ni zapojovala dalsi mésta. Napi. ve skolnim roce
1990/1991 se 12. roéniku Turnaje meést zGcastnilo také 65 mést z Aus-
tralie, Bulharska, Némecka, Recka, Izraele, Kanady, Kolumbie a dalsich

T'opodos

Typrup,

*Ptispévek byl podpofen Vyzkumnym zamérem MSM 0021 620 862 — Ugitelska
profese v ménicich se pozadavcich na vzdélavani.

*Zpracovano v ramci feseni projektu , STM Morava aneb Véda v pfimém pienosu®,
ktery je pod &islem 2E06029 podporovan MSMT CR v ramci Narodniho programu
vyzkumu II.

Le-mail: svrcek@inf.upol.cz

2e-mail: jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
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zemi celého svéta. V soucasnosti ma soutéz dvé velka koordina¢ni cen-
tra, kterymi jsou Moskva a Canberra. Zejména Australsky matematicky
trust (AMT) vénuje popularizaci této soutéze v soucasné dobé velkou
pozornost (viz seznam pouzité literatury). Predevsim diky této skutec-
nosti ma Turnaj mést dnes jiz celosvétovy charakter. Uvedend soutéz
ma nejen letitou tradici, ale také vysokou kvalitu v podobé piivodnich
netradi¢nich uloh. Na jejich tvorbé se podileji predni svétovi odbornici
na praci s matematickymi talenty.

Struktura soutéze

~v s

Turnaj mést je soutézi stredoskoldkt ve dvou veékovych kategoriich —
kategorie SENIOR (je urcena pro zéky naSich 3. a 4. ro¢nikil étytle-
tych gymnazii, SOS a jim odpovidajim roénikiim viceletjch gymnézii) a
kategorie JUNIOR, (je uréena pro nase mladsi stfedoskoldky, pFip. pro
zaky 9. ro¢nikit ZS). Soutézici fesi tilohy v rdmci kazdého mésta vidy
na jednom misté, vSichni ve stejny cas (pfipravné ulohy a s odstupem
zhruba 14 dni i soutézni tlohy). V rdmci p¥ipravné ¢asti maji soutézici
v obou kategoriich moznost pii feseni péti zadanych tloh nacerpat nové
podnéty, které lze dale uplatnit pii feSeni sedmi soutéznich tiloh. Zaci
pritom uvadéji vzdy tuplna feseni danych tuloh. Do vysledku se jim za-
pocitavaji 3 nejlépe ohodnocené tlohy (z péti v pfipravné ¢asti, resp.
ze sedmi v hlavni soutézi). V kazdé etapé (podzim, jaro) se u kazdého
soutézictho bere jako jeho vysledek maximum z dosazeného bodového
zisku v pripravné a hlavni ¢asti soutéze. Vysledky zaku z nizsich ro¢niki
v obou vékovych kategoriich jsou na zavér korelovany nasledujicimi ko-
eficienty: v kategorii SENIOR je vysledek kazdého zaka 3. ro¢niku SS
vynasoben koeficientem %, v kategorii JUNIOR jsou Zaci 1. ro¢éniku SS

zvyhodnéni koeficientem % a zaci 9. ro¢niku (a jim odpovidajich roé-
niki viceletych gymnazif) koeficientem 2 (napi. [2]). V Ceské republice

se pak jako vysledek mést do 100 000 obyvatel zapocitavaji vysledky nej-
lepsich 5 soutézicich v kazdé kategorii, u mést nad 100000 obyvatel se
zapocitava 10 nejlepsich vysledkd, u mést nad 300000 obyvatel 15 nej-
lepsich vysledkti a v Praze 20 nejlepsich soutézicich. Z poc¢tt nejlepsich
fesitelil (jejich bodovych ziskl) v jednotlivych méstech (5, 10, 15, 20) se
poté stanovi primérny bodovy zisk v kazdé vékové kategorii. Vysledek
kazdého mésta (v kazdé etapé soutéZe — podzim, jaro) je pak stanoven
jako maximum primeérného bodového zisku nejlepsich soutézicich z obou
veékovych kategoriich (SENIOR a JUNIOR).
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Ve gkolnim roce 2006,/2007 se diky grantové podpoie MSMT CR, Tur-
naj mést konal poprvé (experimentalné) také v Ceské republice. Soutéze
se zucastnila nasledujici ¢eska mésta: Praha, Bilovec, Olomouc, Pferov,
Benesov. Snahou organizatori z Prirodovédecké fakulty UP v Olomouci
je zapojit od 29. ro¢niku Turnaje mést do soutéze vétsi pocet ceskych
mést nez v uplynulém roce. Své pripadné dotazy sméfujte na emailovou
adresu prvniho z autori tohoto prispévku: svrcek@inf .upol.cz

Prinos soutéze

Za nesporny piinos zavedeni Turnaje mést v Ceské republice povazuji
organizatofi moznost zapojeni vétsiho poctu nasich matematicky talen-
tovanych zaki do mezinarodni matematické soutéze. Zde pritom repre-
zentuji meésta, v nichz studuji. Dalsim pozitivnim rysem této soutéze
je moznost volby téch tloh, které kazdému soutézicimu nejlépe vyho-
vuji. Tim mohou zaci 1épe prokazat to, co se naudili, a nikoliv to, co
sami nezvladnou. Mezi pozitiva soutéze lze bezesporu povazovat také
skutecnost, ze matematicky nadani zaci odevzavaji protokoly s Gplnymi
fesenimi uloh, coz vyrazné napomaha tribeni jejich stylizace feseni ma-
tematickych tloh a precizovani jejich matematického vyjadiovani.

Ulohy

Na ukézku uvadime dale texty vsech pripravnych tloh Turnaje mést kola
28. ro¢niku soutéze vcéetné navrzeného bodového maxima u jednotlivych
tloh v obou vékovych kategoriich tak, jak byly predlozeny soutézicim
v Praze a Bilovci na podzim 2006.

JUNIOR

1. Na tabuli byla napsdna po fadé dvé ptirozend ¢isla = a y (z < y).
Jirka si na list papiru napsal hodnotu 22 (druhou mocninu prvniho
¢isla) a pak zaménil ¢isla na tabuli dvojici ¢isel x a y —x (napted bylo
napsano mensi z obou ¢isel). S novymi ¢éisly na tabuli pak provedl
stejnou operaci atd., az jedno z c¢isel na tabuli bylo rovno 0. Urcete,
jaky byl (v tomto okamziku) soucet vSech ¢isel, ktera si Jirka napsal
na list papiru. (4 body)

2. Je znadmo, ze lhafi vzdy lzou, pravdomluvni lidé vzdy mluvi pravdu
a vychytrali nékdy mluvi pravdu a nékdy lzou. Mizete jim davat
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otazky, na néz je odpovéd bud ano, nebo ne (napi.: ,Je pravda, Ze
tento ¢lovék je vychytraly?«).

a) Pfed vami stoji t¥i osoby — lha¥, pravdomluvny a vychytraly,
ktefi navzajem znaji svou identitu. Popiste, jak je rozeznate
pomoci takovych otazek. (1 bod)

b) Pred vami stoji ¢tyfi osoby — lhaf, pravdomluvny a dva vy-
chytrali, ktefi navzajem znaji svou identitu. Dokazte, Ze oba
vychytrali se mohou dohodnout na svych odpovédich tak, ze
nejste schopni na zakladé moznych otazek zjistit identitu zadné
ze CtyT osob. (3 body)

3. a) Na tabuli je napsdno 2007 pfirozenych ¢isel vétsich nez 1. Do-
kazte, ze je mozno oznacit jedno z nich tak, Zze soucin ostatnich
¢isel 1ze vyjadrit jako rozdil druhych mocnin dvou pfirozenych
Cisel. (2 body)

b) Na tabuli je napsédno 2007 pfirozenych ¢isel vétsich nez 1, z nichz
jedno je rovno 2006. Je znamo, Ze existuje pravé jedno z nich
takové, ze soucin ostatnich cisel 1ze vyjadrit jako rozdil druhych
mocnin dvou pfirozenych ¢isel. Dokazte, ze je to cislo 2006.

(2 body)

4. Na prodlouzeni strany BC trojuhelniku ABC za bodem B lezi bod B,
takovy, ze |BB;1| = |AB|. Necht osy vnéjsich thli pfi vrcholech B a
C se protinaji v bodé M. Dokazte, ze body A, By, M a C' lezi na téze
kruznici. (4 body)

5. Urcete, na jaky nejvétsi pocet shodnych nekonvexnich mnohothel-
nikt lze roziezat Ctverec tak, aby vSechny strany téchto mnohothel-
nikd byly rovnobézné se stranami ¢tverce a pritom ani jeden z téchto
mnohothelnikd nevznikne posunutim (translaci) jiného z uvazova-
nych mnohothelnik. (4 body)

SENIOR

1. Na tabuli byla napsana tfi prirozena ¢isla x, y, z. Petr si na list papiru
napsal hodnotu soucinu nékterych dvou z téchto tii ¢isel a na tabuli
misto tfetiho ¢isla napsal ¢islo o 1 mensi. S novymi tfemi ¢isly na
tabuli pak provedl stejnou operaci atd., az jedno z ¢isel na tabuli
bylo rovno nule. Urcete, jaky byl (v tomto okamziku) soucet vSech
¢isel, ktera si Petr napsal na list papiru. (4 body)
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2. V roviné je dan tecnovy ctyituhelnik. Kazdé dva dotykové body kruz-
nice jemu vepsané, které lezi na sousednich stranach daného ctyf-
thelniku, jsou spojeny useckami. Takto sestrojenym trojihelnikidm
jsou vepsany kruznice. Dokazte, ze tthlopricky c¢tyruhelniku, jehoz
vrcholy jsou totozné se stfedy kruznic vepsanych témto ¢tyfem troj-
thelniktim, jsou navzajem kolmé. (4 body)

3. Do tabulky 2006 x 2006 jsou napsana ¢isla 1,2, 3, ..., 20062. Dokazte,
ze v tabulce existuji dvé ¢isla, ktera jsou vepsana do poli, které maji
spole¢nou celou stranu nebo jeden vrchol, takova, ze jejich soucet je
délitelny ¢islem 4. (4 body)

4. Jsou dany dvé nekonec¢né posloupnosti: aritmetickd ai,as,as,... a
geometricka by, ba, bs, ... takové, ze kazdy ¢len geometrické posloup-
nosti je také clenem uvazované aritmetické posloupnosti. Dokazte, ze
kvocient geometrické posloupnosti je celé ¢islo. (4 body)

5. Rozhodnéte, zda je mozno vepsat do krychle pravidelny osmistén
tak, aby vrcholy osmisténu lezely na hrandch krychle. (Pravidelny
osmistén ma praveé 6 vrchold, z kazdého pritom vychazi 4 hrany a
jeho sténami jsou rovnostranné trojihelniky.) (5 bodu)

Reseni jedné (lohy

Pri opravovani dloh Turnaje mést, jako pii opravovani uloh kazdé takto
komplexni soutéze, se projevila obecna vypovédni hodnota zakovskych
praci. Znacné riznorody okruh fteSiteld, ktery je dan samotnym sys-
témem soutéze, zaroven umoznuje porovnat piistupy zakt na rtznych
urovnich. Néktera feseni tak mohou predstavovat zdroj zajimavych po-
stfeht i hlubokych myslenek, jind tfeba poslouzi ucitelim jako tcinny
diagnosticky nastroj. Z rozboru feseni uloh je také ziejmé, ze i FeSeni,
které zaci nedovedou do tspésného konce, méa velky vyznam.

Na ukéazku uvaddime feseni jedné geometrické vyse uvedené ilohy z ka-
tegorie Junior. Kazdé nasledujici feseni reprezentuje celou skupinu feseni
obdobného typu a je ilustrovano autentickym obrazkem. Texty feseni
byly vétsinou natolik necitelné, ze je bylo nutné prepsat, jsou vsSak pre-
psany doslova, tj. véetné chyb vseho druhu.
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Zopakujme jesté jednou zadani sledované ulohy: Urcete, na jaky nej-
véts$t pocet shodnych nekonvexnich mnohouhelniki lze roziezat ctverec
tak, aby vsechny strany teéchto mmnohouhelniki byly rovnobézné se stra-
nami ctverce a pritom ani jeden z téchto mnohotuhelniki nevznikl posu-
nutim jiného z uvaZovanych mnohouhelniki.

P1i rozboru feseni tlohy vychazime ze vzorku 69 zakt v Praze, pro
néz to byla druha nejoblibenéjsi tloha z celé série. Pouze 10 feseni bylo
uplné spravnych.

V odpovédich zakt se objevily odpovédi: 0 mnohothelniki, neko-
necné mnoho mnohothelnikid, 4 mnohothelniky, 8 mnohothelniki, pocet
mnohothelnikt zavisi na velikosti ¢tverce.

Jako nejvétsi problém, ktery vedl k nevyteSeni ulohy, se objevila ne-
znalost téchto pojmil (¢tendr jisté na nasledujicich obrazcich pozna o ja-
kou neznalost se jedna):

e Ctverec jako univerzalni model — ¢tverec je vétsSinou chapan jen se
svymi rozmeéry

e konvexni a nekonvexni mnohotihelnik — néktera reseni se opirala o ne-
spravné vymezeni pojmu nekonvexni mnohothelnik

e shodna zobrazeni — nékteri resitelé nemaji vyznam shodnosti pevné
zafixovan

e zaklady matematické argumentace — napt. zak najde néjaké feseni,
které vyhovuje zadani, a protoze rozdéleni na vic ¢asti ho nenapadne,
prohlasi toto feseni za vysledek, aniz by pro své tvrzeni hledal po-
tfebné zdavodnéni, nebo napt. zak ¢asto ze skutecnosti, ze néco plati
pro jeho konkrétné zvoleny pripad, usuzuje na obecnou platnost

Ukéazky zakovskych ieSeni

ReSeni 1 Ani jeden, protoze nekon-
vexni mnohotuhelnik vypadd asi jako
na obrdzku. A nejde aby vSechny jeho

strany byly rovnobézné se stranami /
Ctverce. /
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Reseni 2 Ctverec mizeme roziezat na nekonecné mnoho nekonveznich
mmnohothelniki.

SN

Reseni 3 Podle mé jde ctverec roziezat na nekonecné mnoho takovijch
nekonveznich mnohotuhelniki. Jedinou jejich vlastnosti je totiz, Ze nemagi

mit shodnou velikost ale tvar ano. Uvddim tedy nékolik mozZnych zpusobt
rozrezani.
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Reseni 4 a ...délka strany pro kterou plati a € 7; 3la A 2|a, pocet

mnohothelniki x je roven g - %‘L =x

1 T

]

Reseni 5 Abychom roziezali ¢tverec beze zbytku musime mit jakoby 3 Fa-
dy mnohothelniki =- 12. Pokud zvétsime stranu ctverce 2krdat = 4krat
vice mnohouhelniki. Pokud zvétsime stranu ctverce a stranu x, pocet
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zustane stejny. Pokud se zvélsi strana ctverce oy, pribude y mnohotuhel-
niku. Pocet je tedy 6krdt vétsi nez strana ctverce.
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Reseni 6 Zaddni odpovidaji 4 mnohothelniky, protoze mohou byt oto-
ceny jen o0 90°. V giném pripadé by mnohothelniky byly shodné a nebo
nebyly rovnobézné se stranami ctverce.

Reseni 7 (bez komentdre)

§ wnohodhalnts




Reseni 8 (bez komentdie, chybi zdivodneéni mazimality)

=0

8

_

Reseni 9 (tiplné spravné feSeni) Mnohotihelniky vzniklé rozstiihdnim
ctverce muzou mit vnitrni uhly 90° nebo 270°, aby byly strany rovno-
bezné. Mnohotuhelnik bude vypadat jako sloZeny ze ¢tverecki. Pro jedno-
duchost rozdeélime i strihany c¢tverec na ctverecky, konkrétne 8 x 8. Ma-
ximadlni pocet mutaci jednoho mnohouhelniku je 8, tedy 4 otocené o 90°
a dalst 4 zrcadlové k pronim 4. Pri jiném rozloZeni by stény prestaly byt
rovnobézné. Z toho vyplyvd, Ze vic jak na 8 mnohotuhelniki se ctverec
nerozstrihd.

Vzorové feSeni 8, protoZe existuje 8 moznych orientaci takového mno-
houhelniku. KaZdou z orientact miZeme pouZit pravé jednou, jinak bychom
ziskali dva navzajem posunuté obrazce. Nejvetsi pocet je tedy 8, jak uka-
zugje mnohouhelnik na obrdzku.
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Matematika jako fascinujici pomocnik fyziky
Ivo Volf, Univerzita Hradec Kralové !

ABSTRAKT. Na zdkladni skole jesté nepatri vyucovaci predmét fyzika mezi
neoblibené a ucivo tykagici se prirodnich véd v technickych aplikaci je prigimano
Zaky pomérné se zdgmem. Pozdéji, na stredni skole pribyva ke kvalitativnimu
fyzikdlnimu pozndni jesté matematické zpracovani. To nékdy komplikuje Zakum
pochopent problematiky, Zdci se zacnou obdvat, Ze fyzikdlni poznatky nezvldd-
nou, a ztrdceji o né zdjem. Pritom bez matematiky jsme ve fyzice jako bez
rukou — matematika umoznuje vytvarent modeli reality, které jsou pro doko-
nalé pochopeni nezbytné. V élanku se ukazuje, jaky vyznam md matematika pro
vyuku fyziky, a na konkrétnich prikladech vhodné pouZiti ve vyssich rocnicich
zakladni skoly a na skole stredni.

Le-mail: ivo.volf@uhk.cz
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1 Vztah matematiky a fyziky

Fyzika a matematika jsou spolu svazany velmi tésné a jejich vzajemné
ovliviiovani probiha jiz dlouhou dobu. Jak se fyzikalni poznéani stava
komplikovanéjsi, slovné-popisnd stranka ustupuje ve fyzice do pozadi
(i kdyz je stale k pochopeni velmi dulezitd) a fyzikalni véda stale vice
pouziva matematické symboliky a matematickych cest ke zpracovani po-
zorovanych vlastnosti predméti, déju a jevi, abychom se dostali k ja-
dru problematiky. Je znamo, ze ¢im je urcity jev historicky novéjsi, tim
vice matematiky pii jeho popisu a k vyjadfeni souvislosti potifebujeme.
Pritom matematika svou symbolikou poskytuje fyzice iisporné vyjadio-
vani fyzikalnich vztahu, jedna se jakoby o ,tésnopis“ fyzikalniho jazyka.
A stejné tak jako v Anglii nemuzeme nic pochopit bez anglického jazyka,
musime v zemi zvané Fyzika zvladnout fyzikalni pojmy, tvrzeni, zdkony i
fyzikalni uvazovani, prosté ,fyzikalstinu“. Ma formu mluvenou i psanou:
v psané Te¢i hodné pouzivame matematickych vzorci.

Podivejme se, jaky vyznam mé matematika pro fyziku:

a) Matematika pfedevsim umoziuje presné vyjadieni fyzikalnich za-
kont — najdéte si v ucebnici fyziky vyjadieni Newtonova gravitacniho
zékona, Coulombova zdkona, zopakujte si Keplerovy zakony a snazte se
je matematicky vyjadrit.

b) Matematika nam nejenom vyjadiuje, ale také umoziuje zjedno-
dusit vyjadieni fyzikalnich zékont (dlouhd véta vyjadiujici Archimédav
zékon se da nahradit tvrzenim F,; = Vioxg, Wieniv posunovaci za-
kon vyjadiime AT = konst., coz presné vyjadiuje souvislost vinové délky
svétla a teploty zdroje).

¢) Bez matematiky nelze Gasto ziskat spravnou predstavu o veli¢i-
nach, které nelze primo zmérit, jako napft. o hustoté pevnych téles, rych-
losti svétla nebo zvuku, hmotnosti Zemé, Slunce ¢i vzdalenosti planet od
Slunce.

d) Matematiky pouzivame velmi ¢asto k FeSeni fyzikalnich problém,
a to jak na trovni tzv. obecného reSeni, kdy pracujeme s pismeny ozna-
Cujicimi fyzikalni veli¢iny, a vytvarime tak algebraické feseni, poskytujici
obecny pohled na problematiku, nebo na trovni numerického reseni, kdy
do ziskanych vzorcti dosazujeme dané nebo zméfené hodnoty fyzikalnich
veli¢in, popf. pouzivame grafickych metod pro ziskani hledaného Feseni.
Tak se umoziuje fesit urcité mnoziny podobnych tloh.

e) Matematika a jeji metody ndm umoziiuji zpracovavat a statis-
ticky vyhodnocovat vysledky soubortd hodnot ziskanych méfenim — pii
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tzv. pfimych mérenich urcovat aritmeticky prameér i prislusné absolutni,
relativni ¢i kvadratické odchylky, a zvySovat tak pravdépodobnost zis-
kaného vysledku, u nepfimych méfeni, mérit ,néco jiného* a hledanou
velic¢inu zjistovat vypoctem.

f) Matematika nam poskytuje prostfedky, které se vyuzivaji az na
vysoké skole k pfesnéjsimu vyjadrovani a feSeni problémut — derivovani,
integrovani a feseni diferencialnich rovnic, ale zname také geometrické
zpusoby, jak se tomuto, leckdy obtiznému postupu, vyhnout (napf. roz-
bor grafu v = v(t), vypocet obsahu obrazce misto integrace, urc¢eni smér-
nice teny misto derivovani).

g) Na rozdil od matematiky pracuje fyzika vzdycky s fyzikdlnimi
veli¢inami. Fyzikdlni veli¢ina je uréena nejen hodnotou (u vektori je
to velikost, u skaldrt hodnota), ale musi mit také piislusnou jednotku
(nebo jeji nasobek ¢i dil), u veli¢in vektorovych jesté smér. Ve fyzice
pracujeme s jednotkami sestavenymi do Mezinarodni soustavy jednotek
SI, ktera tvori systém na sebe navazujicich veli¢in a jednotek.

h) Dulezité misto zaujima matematika p¥i uziti pfibliznych vypocti,
a to nejenom s pouzitim prostfedkt vypocetni techniky a grafickych
metod, ale také béznych numerickych metod.

2 Matematika afyzikalni modely

Fyzika se vyrovnava s tikolem popsat redlnou situaci co nejjednodussim,
ale také co nejpresnéjsim zpusobem. Tak se kazdy problém formulovany
jako fyzikalni tloha Tesi tak, ze nejprve odstranujeme z popisu ty sou-
Casti, které nejsou pro popis podstatné, zjednodusujeme vyjadieni tohoto
problému s ohledem na troven matematického a fyzikalniho poznani, na
niz se z4ci (nebo i jini fesitelé) zatim dostali. Tim ziskdvadme tzv. model.

Tento postup se projevuje pri formulaci problému fyzikalnich, kde
¢asto nahrazujeme slozitéjsi realitu jednodussimi pfedstavami (nékdy i
ryze mechanickymi, protoze mechanické jevy a déje si jsme schopni pred-
stavit nejvérngji). Casto fesime na modelové tirovni problémy z oblasti
mezipiedmétovych jevl, napf. tlohy z biofyziky, biomechaniky, geofy-
ziky, astrofyziky. DileZité jsou i problémy plynouci z béZného, kazdo-
denniho zivota, které pro uspésné feseni musime zbavit nepodstatnych
podrobnosti. Zajimavé jsou ulohy z historie fyziky a techniky, u nichz pro
feseni musime najit jejich fyzikalni zaklad. Velmi vdécné jsou problémy
plynouci z experimentovani, a to jednak pro pripad, ze experiment je
vychodiskem problémové situace, i pro piipad, kdy experimentem oveé-
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Ffujeme platnost navrzenych hypotéz. Pfi zpracovani idaji z experimentu
Casto hledame nové, resiteli zatim neznamé fyzikalni funkéni zavislosti,
a zde hraje matematika prvoradou ulohu.

Myslenkové postupujeme pii vytvareni fyzikdlniho modelu takto:

realita a jeji popis — fyzikalni model pojmovy — fyzikdlni model
velicinovy — matematicky model reality — grafickd reprezentace ma-
tematického modelu — fyzikalizované Teseni matematického modelu —
konfrontace s realitou

Proces feseni fyzikalniho problému tedy zac¢ind modelovanim a konéi
konfrontaci ziskaného FeSeni s realitou, z niz problém vychazi. Soucasti
matematizace je postupné nachazeni vhodné funkce nebo funkci, jez mu-
Zeme pii popisu predmétl, jevl a déju i v procesu feseni problémii po-
uzit.

Plyne vsak z toho zavér, ze jakékoliv pokusy vykladat skolskou fyziku
bez pouziti matematickych prostfedk a metod jsou jiz pfedem odsou-
zeny k netspéchu. Proto jednou z prvnich cest, kterou se vydavaji ucitelé
fyziky zejména na stfedni Skole, je postupné prohlubovani matematic-
kych znalosti i dovednosti. Zde si dovolim pripomenout posledni prace,
které vysly v Knihovnicce Fyzikalni olympiady: Jaresova, M., Volf, 1.,
Vybiral, B.: Kapitoly z matematiky pro resitele fyzikalni olympiady, Hra-
dec Kralové, MAFY 2006. Text byl vyvésen i na internetovych strankach
http://fo.cuni.cz a www.uhk.cz/fo.

V dalsim chceme na nékolika piikladech ukazat, jaké prostfedky ma-
tematika fyzice poskytuje, a tak ji umoznuje fesit problémy, které by
bez matematiky vyTesit nemohla. Vybrali jsme tlohy z raznych oblasti.
Pri jejich feseni se snazime nepouzivat slozité vztahy, nybrz predevsim
logické tivahy a matematické cesty pfi stanoveni hledané odpovédi na
otéazky spojené s feSenymi problémy.

3 Matematika a FeSeni probléml kolem nas

Jak jsme jiz uvedli, pti feSeni redlnych problémi musime vytvaret zjedno-
dusené modely, protoze neni mozné zaradit do popisu vSechny zjistitelné
velic¢iny a sledované situace popisovat ze vSech oboru fyziky. Tak se vy-
tvarejl fyzikalni tlohy, které jsou fesitelné na urcité trovni fyzikalniho
poznani, kterd odpovida tarovni fyzikalni pfipravy zaku, jimz jsou tlohy
predkladany. Uvedeme nékolik jednoduchych tloh:
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Uloha 3.1 Hmotnost atmosféry. Odhadnéte, jakou hmotnost ma zem-
ska atmosféra. Plosny obsah zemského povrchu je asi 510 miliént km?.
Kdyby se plyny tvorici atmosféru stlacily na hustotu vzduchu pti hla-
diné mote, potom by vytvorila atmosféra homogenni vrstvu o tloustce asi
10 km. Toto vSak mozné neni, ale vime, ze tlak atmosférického vzduchu
pfi hladiné mofe ma hodnotu 0,10 MPa. Staci tyto udaje ke stanoveni
hmotnosti zemské atmosféry?

Reseni. Prvni model ndm umozni uréit objem homogenni vrstvy
V = 5,1-10° km?, odtud uré¢ime jeji hmotnost 6,5 - 10'® kg. Druhy
model vysvétluje, ze tlak vzduchu p = mg/S, takZze potom m = pS/g =
=5,1-10'® kg. Oba vysledky se fadové shoduji.

Uloha 3.2 Kdyby asteroid dopadl do Antarktidy. Antarktida je svéta-
dil, ktery se neustale potyka s nizkymi teplotami. V jejich dusledku je
na jejim povrchu ledovec o plosném obsahu 13,8 miliént km? a stiedni
tloustce 2,2 km. Kdyby do Antarktidy dopadl asteroid nebo kdyby se
zvysila globalni teplota na povrchu Zemé, mohl by pevninsky led roztat.
Odhadnéte, jak by se tani tohoto ledovce projevilo na zvysSeni hladiny
oceanu.

Resend. Stanovime nejprve objem ledu V = 3,0 - 10'6 m?, tedy voda
v ledovci vznikld by méla hmotnost asi 2,7 - 10'6 tun, a tedy objem
2,7 - 106 m3. Je-li S plosny obsah povrchu Zemé, potom pro piipad,
ze by se vznikla voda rovnomérné rozprostiela v mofich a oceanech, je
h =V/0,715, tedy asi 72 m. ZvySeni hladiny svétovych ocednt by vsak
vedlo k rozsifeni plochy mori, takze by zvyseni hladiny bylo jenom 65 m,
ale ty dusledky! Prohlédnéte si mapu Evropy a odhadnéte, kterd tizemi
by byla zaplavena.

Uloha 3.3 Model slunecni soustavy, kdyby Zemi piedstavoval maly glo-
bus. Maly globus zakoupeny v obchodé ma prumér 25 cm. Jak by vypa-
dal model slune¢ni soustavy — jaké rozméry by mély jednotlivé planety
a Slunce, jaké by byly vzdalenosti mezi planetami a Sluncem? Pro¢ ne-
poskytuje tellurium vzdycky vhodnou predstavu o planetarni soustavé?

Reseni. Nejprve stanovime méfitko: primér globu je 25 cm, primér
Zemé 12 740 km. Odtud 1 cm na globu predstavuje asi 500 km, vzdalenost
1,0 m predstavuje 50000 km a vzdalenost 1,0 km pfedstavuje v tomto
modelu 50 miliont km. Mésic se bude jevit jako tenisovy micek o priméru
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6,8 cm, pohybujici se ve vzdalenosti 7,7 m od stfedu globu (Zems). Slunce
bude mit v primeéru 27,5 m (asi jako desetipatrovy diim) ve vzdalenosti
3,0 km. Merkur bude mit pramér 7,0 cm a bude umistén necely kilometr
od Slunce. Venuse bude mit v priméru asi 23 cm, bude se pohybovat asi
2,2 km od stifedu Slunce. Mars bude mit v praméru asi 14 cm a bude
se pohybovat po elipse ve vzdalenosti 4,5 km. Trpasli¢i planeta Pluto
bude mit asi 7 cm v praméru a bude se pohybovat ve vzdalenosti asi
120 km. Tento model vsak jesté nezachycuje pohyb planet, jejich rotaci
kolem osy. Presto vSak z modelu mame dojem, jak je model prazdny,
coz vyjadruje realitu kolem nas: prazdno, prazdno. Kdybychom vsechny
rozméry zmensily desetkrat, presto by ztistal tento mechanicky model
planetarni soustavy dosti nazorny.

4 Matematika a FeSeni problémuU kolem nas

Predstavy clovéka o jevech mikrosvéta jsou velmi slozité — vzpomenme
napi. na planetarni model atomu, kdy E. Rutherford dospél k urcité ana-
logii mezi stavbou atomu a planetarni soustavy. Mechanické predstavy
jsou védomi cClovéka nejblizsi. Navic malé rozmeéry a obrovské pocty ¢as-
tic vyzaduji, abychom nachézeli vhodné podobnosti, které umoznuji lepsi
pochopeni.

Uloha 4.1 Predstava Avogadrovy konstanty Na = 6,022 - 1023mol .
Kdosi vymyslel pfirovnani: v jednom molu je tolik ¢astic jako zrnek pisku
na Sahate. Je to pravda? Linedrni rozmér zrnka pisku berte 0,5 mm,
plo$ny obsah Sahary je 8,0 miliént km?.

Reseni. Objem zrnka pisku je 0,125 mm?, objem vSech zrnek na Sahaie
(pochopitelné v nasem modelu, kdy na Sahafe je uréeny pocet zrnek
pisku) je 7,5-10* km3. Vytvoiime si model, kdy piskova vrstva na Sahate
je vSude stejna a pouzijeme-li vztahu h = V/S, pak h = 9,3 m, coz zase
neni tak nerealné.

Uloha 4.2 Linedrni rozméry a hmotnost molekuly vody HyO. Odhad-
néte linedrni rozméry a hmotnost molekuly vody HsO.

Reseni. PT¥imé méfeni ani jedné z hledanych veli¢in neni mozné. Uzi-
tim matematickych vypoctt vSak odpovéd dame. Vyuzijeme znalosti
Avogadrovy konstanty a skutecnosti, ze zname molarni hmotnost vody
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0,018 kg/mol. Odtud vychézi hmotnost molekuly 3,28 - 10~2% kg. Jeden
mol vody mé objem 0,018 - 102 m?, takze pro jednu molekulu p¥ipada
objem 30-1073% m3. Hrana krychli¢ky o tomto objemu mé délku 0,31 nm;
linearni rozméry budou mit hodnotu desetin nanometru.

Uloha 4.3 Molekuly kuchyriské soli v Cerném mofi. Podle zemépisné
encyklopedie ma Cerné moie plosny obsah 413 488 km? a st¥edni hloubku
1271 m. Do mote vhodime z lodi ptlkilogramovy pytlik kuchynské soli a
nechame sil dobfe rozpustit. Je pochopitelné, Ze zvyseni salinity motské
vody nemuzeme pozorovat. Odhadnéte, kolik molekul soli z tohoto pyt-
liku bychom mohli najit v jednom desetilitrovém kbeliku moiské vody
pochazejici z Cerného more.

Reseni. Objem vody v Cerném moii je V = Sh = 525543 km3. Ku-
chyniska stil mé molarni hmotnost 0,0585 kg/mol, Avogadrovu konstantu
zname. V piilkilogramovém pytliku mame asi 5-10%4 ¢4stic. Pfepocéteme-
-li objem vody v Cerném mofi na pocet kbelikii, dostaneme hodnotu
525543 - 10!, takze v jednom kbeliku najdeme 53&% ~ 108 &astic.

Uloha 4.4 Problém z détské encyklopedie. V jedné détské encyklopedii
se uvadi, ze zlato je velmi zajimavy kov, ktery se da dobte zpracovavat.
7 jedné unce zlata lze vytahnout dratek o délce az 80 km a vytepat
platek o ploge az 10 m2. Porovnejte tloustku zlatého dratku i zlaté félie
s linedrnimi rozméry atomu zlata.

Re$eni. Hmotnost 1 unce = 31,1 g zlata. Zlato m4 hustotu 19 200 kg/m?,
takze 1 unce zlata ma objem 1,62 cm?. Platek zlata ma potom tloustku
asi 160 nm, dratek ma tloustku 5,1 pm. Linearni rozméry atomu zlata
jsou fadové desetiny nanometru.

Uloha 4.5 Délka fetézce. Jak dlouhy by byl fetézec, v némz bychom
umistili vSechny molekuly vody, které jsou obsazeny v jednom molu
vody?

Reseni. Zjistili jsme v tiloze 4.2, Ze linearni rozmér molekuly vody je
asi 0,31 nm. Poéet ¢astic v jednom molu je 6 - 1023, tedy délka fetézce
x=20,31-10"2-6-10%% m = 186 - 10'? m = 186 miliard km, tedy fetézec
by sahal od stfedu Slunce az do tisicindsobku polovi¢ni vzdalenosti mezi
Zemi a Marsem.
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5 Matematika a problémy astronomické

Na rozdil od mikrosvéta jsou astronomické problémy spojeny s velkymi,
casto malo predstavitelnymi vzdalenostmi, hmotnostmi, pochopenim ve-
smirné prazdnoty, velkych rychlosti. Opét se snazime zakum priblizit,
tentokrat megasvét, do ramce, ktery je pro né pochopitelnéjsi a vytva-
fime vhodné analogie.

Uloha 5.1 Pomér hmotnosti Slunce a Zemé. Na zakladé udajt, které
muze zjistit pozorovatel na povrchu Zemé, urcete hmotnost Zemé a
hmotnost Slunce nebo alespon jejich pomér. Nebude to zfejmé obtizné,
protoze jiz Jan Neruda uvadi ve Zpévech kosmickych, ze ,ze Slunce by
nastrouhal tfistatticet tisic Zemi*.

Reseni. Ke stanoveni hmotnosti uzijeme Newtontiv gravitacni zakon,
ktery vyjadiuje silu, ptisobici mezi Sluncem a Zemi a mezi Zemi a Mé-
sicem. Tato sila je silou dostfedivou, takze po vzajemném porovnani
zjistujeme, Ze musime znat nejen dobu obéhu Zemé kolem Slunce a dobu
obé&hu Mésice kolem Zemé (siderické doby stanovime na zakladé pozo-
rovanych dob synodickych), ale musime znét i vzdalenost téchto téles.
Pro vypocet je nutno znat také hodnotu gravitaéni konstanty. Pii po-
rovnani obou hmotnosti vystac¢ime jenom se vzajemnymi vzdalenostmi
a siderickymi dobami obéhu. Pomér hmotnosti je 330 000.

Uloha 5.2 Stredni hustota Slunce. Vite, Ze slune¢ni kotou¢ se jevi pro
pozorovatele na povrchu Zemé pod tthlem 32" a doba obéhu Zemé kolem
Slunce je rovna 365,24 dne (podle R. P. Feynmana = - 107 sekund). Na
zékladé téchto tdajt urcete stfedni hustotu Slunce.

Reseni. Ozna¢ime-li R polomér Slunce a r vzajemnou vzdalenost stiedii
Slunce a Zemé&, potom 2R/r = 32', a R/r = 0,00465 rad. Odtud ndm
vychézi stiedni hustota Slunce asi 1 400 kg/m3.

Uloha 5.3 Mars — Zemé — Slunce. Z pozemskych pozorovani vime, 7Ze
synodickd doba ob&hu Marsu kolem Slunce (doba, za kterou se opakuje
situace, kdy Slunce, Zemé& a Mars jsou pfiblizné na jedné poloptimce) je
2,135 roku. Jak je velkd poloosa obézné trajektorie Marsu od Slunce a
jakou stiedni rychlosti se Mars kolem Slunce pohybuje?
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Reseni. Porovnanim thlovych rychlosti pravodi¢t Marsu a Zemé sta-
novime, ze siderickd doba obéhu Marsu kolem Slunce je 1,88 roku. Ze
3. Keplerova zékona pak plyne, vezmeme-li jako porovnavaci planetu
Zemi, ze velkd poloosa obézné trajektorie Marsu je 1,523 AU, stfedni
rychlost pohybu Marsu kolem Slunce je 24,3 km/s.

Uloha 5.4 Halleyova kometa. Halleyova kometa se piiblizi jednou za
76 let do ,tésné“ blizkosti Slunce, a to na vzdalenost 0,59 AU. Urcete
jejl vzdalenost od Slunce v aféliu.

Reseni. Ze 3. Keplerova zdkona ur¢ime velkou poloosu obézné trajektorie
komety na hodnotu 17,94 AU. Vzdalenost komety od Slunce v aféliu je
217,94 AU — 0,59 AU = 35,3 AU.

Uloha 5.5 Vzddlend trpaslici planeta Quaoar. Dne 4. Gervna 2002 bylo
objeveno prvni transplutonické téleso, jehoz doba obéhu se odhaduje na
288 let. Urcete vzdalenost tohoto télesa od Slunce.

Reseni. Ze 3. Keplerova zakona plyne pro velkou poloosu Quaoaru vzda-
lenost 43,6 AU, tedy asi 6,5 miliardy km od Slunce.

6 Matematika a nékolik modelovych situaci

V této ¢asti chceme ukazat, jak volba modelu ovliviiuje pochopeni problé-
mové situace a z ni vyplyvajici vsledky feseni. Uroveri modelu ovliviiuje
jednak vibec moznost vyfeSeni, jednak presnost i spravnost ziskaného
vysledku. Proto by se volba a popis modelu mély stat soucasti odpovédi
na otazku zadanou v tloze.

Uloha 6.1 Lyzar sjizdi po dlouhém svahu I. Po dlouhém svahu o délce
2,5 km s rozdilem nadmorskych vysek mezi startem a cilem 1 250 m jede
lyzaf o hmotnosti 80 kg. Jaké nejvétsi rychlosti dosahne, jestlize smykové
tfeni a odporovou silu nebudeme uvazovat?

Reseni. Vyjdeme ze zdkona zachovani mechanické energie — na pocatku
je potencialni energie I, = mgh,, kinetickd energie Fj; = 0, pfi pri-
jezdu cilem je E,o = mghs, Eye = %va. Odtud dostaneme velikost
rychlosti 158 m/s = 570 km /h, coz je redlné neuskutecénitelné, tedy zvo-
leny model nefunguje. Hmotnost lyzaie pfi vypoctu neni potieba.
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Uloha 6.2 Lyzar sjizdi po dlouhém svahu II. Po dlouhém svahu z mi-
nulé ulohy sjizdi lyzaf, avSak odpor prostiedi zanedbat nemizeme. Jaké
dosdhne nejvyssi rychlosti? Hmotnost lyzate je rovna 80 kg, odporovou
silu uré¢ime z Newtonova vztahu F' = %CS ov?. Pii pohybu po kopci pii-
sobi na lyzafe sila o velikosti mgp/l, kde p/I je sklon kopce. Jaké nejvétsi
rychlosti lyzaf dosdhne? Jak se tento vysledek zméni, uvazime-li smykové
tfeni lyzi o podlozku?

Resend. Sklon kopce je 0,50 = sina, odkud o = 30°. Odporova sila
se zvySuje tumérné s rychlosti lyzafe, az lyzaf dosahne silové rovnovahy,
pri¢emz vychazi pro velikost rychlosti 37 m/s = 133 km/h; tato hodnota
je trochu nadnesena. Uvazime-li smykové tfeni, vyjde rychlost lyzaie
0 néco mensi.

Uloha 6.3 Cyklista jede z kopce bez slapdni. Pii jizdé z kopce absolvo-
val cyklista trasu o délce 2,5 km se spadem 0,15. Hmotnost cyklisty i
s kolem je 80 kg. Jaké rychlosti dosdhne cyklista, kdyz odpor vzduchu
nebudeme uvazovat? Pro¢ tento model nezobrazuje svét realné? Jaké
rychlosti dosahne cyklista, plati-li pro velikost odporové sily Newtontv
vztah? Jak ovlivni vysledek valivy odpor?

Reseni. Sklon kopce je 0,15 = sinca, odkud a ~ 8°38’. Ulohu fesime
obdobné jako tdlohu 6.2. Mezni rychlost vychazi 20 m/s = 72 km/h.
Zvéazime-li odpor prostiedi, ziskdme pro rychlost cyklisty hodnotu
14,3 m/s = 51,5 km/h. Zapoéitanim valivého odporu se velikost vy-
sledné rychlosti jesté ponékud zmensi.

Uloha 6.4 Cyklista po roviné slape ze vsech sil. Po vodorovné silnici
jede cyklista, ktery slape do pedalt ze vsech sil. Plati pro néj podminky
z Glohy 6.3 (vyjma sklonu kopce). Zjistéte, jaké nejvétsi rychlosti muze
cyklista dosdhnout, kdyz svalovou silou prekonava silu odporu vzduchu
a jeho vykon nepresdhne po dobu jizdy hodnotu 1 250 W.

Resend. Sila, kterou vyviji cyklista, je rovna odporové sile, jiz na cyk-
listu ptisobi vzduch pfi jeho jizdé. Vykon uréime jako hodnotu P = % =
= %CS ov? v = %CS ov?. Odtud dokéZeme stanovit velikost mezni rych-
losti v = 16,2 m/s = 58 km /h. Uvéazime-li jesté valivy odpor, dostaneme

mensi, avsak realnéjsi hodnotu.
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7 Matematika a problémy astronomické

Jednou z reprezentaci matematického modelu, ktera se velmi ¢asto pou-
ziva i ve Skolnim prostiedi, je vhodné grafické znazornéni zavislosti dvou
veli¢in. Zejména pro talentované zaky, pravé ziskavajici zakladni vzdeé-
lani, je obrazek ¢i graf vitanym prostfedkem nejen pro ziskani vhodné
predstavy dané problémové situace, ale Casto i vhodnou cestou pro fe-
Seni zadaného tkolu. Ukazeme si na nékolika tlohach, které lze pouzit
s uspéchem pii vyuce fyziky i matematiky a jeZ jsou zpravidla obtizné
i pro zéky vyssiho stupné stredni skoly, Ze grafickd reprezentace dava
uciteli moznosti, jak jednodusSe Tesit i slozité problémy.

Uloha 7.1 Automobil se rozjiZdi a zastavuje. Automobil se po dobu
30 s rozjizdi a poté, co ziskal rychlost 54 km/h, udrzuje tuto rychlost po
dobu 45 s. V dalce pred sebou vidi fidi¢ stat nékolik aut, a tak zaradi
neutralni stupen. Jeho automobil se po 75 s zastavi. Urcete drahu, kterou
automobil urazil, i jeho praimérnou rychlost.

Zavislostrychlosti na case
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Resend. Uloha je postavena na t¥ech druzich pohybu, s nimiz se sice zak
v readlném zivoté setkéva, ale skolni vyuka fyziky mu nedavé moznosti,
aby je dokézal vyfesit. Proto pro feSeni daného problému sestrojime graf
v = v(t), ktery ukazuje, jak se béhem tohoto pohybu méni rychlost auto-
mobilu. Pfedpokladdme (vzhledem k matematickym moznostem z8ki),
ze tyto pohyby jsou jednoduché — auto se nejprve rovnomeérné rozjizdi,
takze rychlost se méni imérné s ¢asem, potom jede po urcitou dobu rov-
nomeérneé stalou rychlosti a kone¢né v posledni fazi se rychlost automobilu
linedrné zmensuje s ¢asem, az automobil zastavi. To je dobré znazornit
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graficky. Z grafu 1 vidime, Ze pfi rovhomérném pohybu je s = vpaxta,
tedy draha rovnomérného pohybu je rovna obsahu obdélnika o stranach
délek vmax, t2. Analogicky pii rovnomérné zrychleném pohybu je draha
rovna §1 = Umaxt1, Pl pohybu rovnomérné zpomaleném az do zasta-
veni je s3 = Umaxts. Pro dané hodnoty je s; = 225 m, sy = 675 m,
s3 = 563 m, coz je celkem 1463 m, proto priimérna rychlost automobilu
byla 9,75 m/s = 35 km/h.

Uloha 7.2 Jak dlouho bézi sportovec. Maly sprinter bézi po trase 60 m
tak, Ze prvnich 22 m po startu se rozebihd po dobu 4,0 s a zbytek trasy
bézi touto rychlosti az do cile. Za jak dlouho dobéhne do cile?

Reseni. Pro feseni tlohy mame zdanlivé malo udaji. Sviij nazor zmé-
nime poté, co nakreslime graf 2 zmén rychlosti v zavislosti na case, tedy
v = v(t). Na ose ¢asu vyznacime dobu t; = 4,0 s a dale zatim neznamy
udaj o dobé pohybu se stalou rychlosti oznacime to. Velikost maximalni
rychlosti sprintera také nezname, proto zvolime néjakou hodnotu v ax.
Vznikly Gtvar v grafu v = v(t) pfedstavuje pravothly lichobéznik, z né-
hoz oddélime trojihelnik o obsahu s; = %vmaxtl. Jednoduchym vypo-
¢tem dostaneme vpmax = 11 m/s, so = 38 m, to = S2/Umax = 3,5 8, COZ je
celkem t =t +t5 =75 s.

Zavislost rychlo sti na Ease
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Graf 2

Uloha 7.3 Za jak dlouho projel cyklista trati. Cyklisté na kratké trati
600 m se rozjizdéji na kole jesté predtim, nez se dostanou na zacatek
sledovaného tuseku; to je tzv. letmy start. Predpoklddejme, ze vydrzi
jet po celou dobu zavodu na plny vykon a stalou rychlosti a poté, co
projedou cilem, se rovnomérné zastavuji na trase 225 m za dobu 30 s.
Za jak dlouho cyklista projede danou trat?

(0]



Zavislostrychlosti na case
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Resend. Pro zjisténi doby pohybu po dané trati zdvodu mame jen jeden
udaj, coz je nepostacujici. Zkusme znazornit graf 3 obdobné jako v mi-
nulé tloze — nezname sice rychlost pohybu, ale vznikly atvar pfedstavuje
pravouhly lichobéznik. Draha zpomaleného pohybu je so = 225 m, odkud
j€ Umax = S2/t2 = 15 m/s a odtud je doba zavodu t; = $1/Umax = 40 s.

Uloha 7.4 Prdce pri vytahovdni volné wvisiciho lana. Volné visici lano
méa délku 40 m a hmotnost 1 m délky lana je 0,5 kg. Jak velkou praci je
nutno vykonat pro vyzvednuti lana do dané vysky?

Zavislost sily na délce vytazeného lana
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Reseni. Délka lana je [ = 40 m, hmotnost lana je m = 20 kg. Na pocatku
pusobime pfi zvedani lana silou 200 N, na konci 0 N. Nakreslime graf 4
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zmén sily F' = F(x), kde x je délka ¢4sti lana, kterou jsme jiz vytahli.
Podle grafu je W = %Fl = 4000 J.

Uloha 7.5 Prdce pri vytahovdni volné visiciho lana, jehoZ délka je vétsi
nez vyska zvedajicitho. Volné visici lano zveda c¢lovek, ktery je ve vysce
40 m, ale délka lana je 70 m, hmotnost 1 m délky lana je 0,5 kg. Jak
velkou préci je nutno vykonat pro vyzvednuti lana do dané vysky?

Resend. Tentokrat musi zvedajici ¢lovék nejprve vytdhnout 30 m lana
stalou silou 200 N, nez se ptisobici sila bude zmensovat stejné jako v mi-
nulé dloze. Sestrojime graf 5 sily F = F(z), kde z je délka ¢&sti lana jiz
vytazeného. Odtud v prvni ¢asti je W7 =200 N-30 m = 6 000 J, potom
ur¢ime Wy = 4000 J. Celkova prace je W = 10000 J. V grafu vidime,
ze opét hledame obsah pravouhlého lichobéznika.

Zavislost sily na délce vytazeného lana
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Uviznuti matematickych (Gvah ve smycce
Petr Vopénka, PiF UJEP Usti nad Labem

ABSTRAKT. Ponékud obrazné veceno, Cantorova teorie mnozin vznikla v do-
pisech, které G. Cantor zasilal R. Dedekindovi. V ¢lanku jsou podrobné zachy-
ceny psychologické prekdzky — autorem mazvané ,uviznuti dvah ve smycce* —
které musel Cantor prekondvat.

Protoze nemam dostatek zkuSenosti s vyukou mimoiradné nadanych
studentid gymnazii, rozhodl jsem se v tomto ¢lanku upozornit na jisty
jev, jenz s tématem talentovanych studentt do jisté miry souvisi, nebot
se s nim setkdva patrné kazdy, kdo se pokousi usilovné védecky tvorit.
Nazval jsem ho ,uviznutim matematickych tvah ve smycce“ a popsal
jsem ho v knize [2] na pfikladu tvah, které provadél George Cantor pii
vytvareni teorie mnozin. Jde o nasledujici dva odstavce z této knihy.

Prosinec 1873

V dopise ze dne 29. listopadu 1873 se Cantor otazal Dedekinda, zda
by umél ocislovat prirozenymi ¢isly vsechna ¢isla redlna (neboli nalézt
uplnou korespondenci mezi uvedenymi obory ¢isel). PFipomnél, Ze pFiro-
zenymi ¢isly umi ocislovat nejen vSechna ¢isla racionélni, ale téz vsechny
kone¢né posloupnosti celych cisel.

Cantor ocislovaval kone¢né posloupnosti celych ¢isel nasledujicim zpi-
sobem: Zavedl vysku konec¢né posloupnosti ag, as, - .., a, celych ¢isel ja-
kozto prirozené ¢islo

N =n+lao|+ -+ |an].

Je-li N pfirozené ¢islo, pak zfejmé jen koneéné mnoho konecnych po-
sloupnosti celych ¢isel ma vysku N; necht (N) je jejich pocet. Na-
lezeni vzorce, podle néhoz lze ¢islo (V) snadno vypocéitat, podobné
jako popsat néjaké jednoduché ocislovani téch posloupnosti, které maji
vysku N, ¢isly 1,2,...,4%(N), je vhodnou tlohou pro studenty vyssich
tTid gymnazii. Vsechny konecné posloupnosti celjch cisel pak sestavime
do posloupnosti tak, ze nejprve sefadime ty, které maji vysku 0, pak ty,
které maji vysku 1, za né ty, které maji vysku 2, atd. Tim je zaroven
vytvofena korespondence mezi uvedenymi obory.
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Pokud jde o obor racionalnich ¢isel, pak nejprve kazdému racional-
nimu ¢islu r pritadime dvouclennou posloupnost a, b celych ¢isel takovou,
ze Cisla a, b jsou nesoudélna, b kladné, r = 7. Potom stejnym zplisobem
jako prve, pouze s tim rozdilem, ze se omezime na uvedené dvouclenné
posloupnosti, seradime tyto posloupnosti, a tim i vSechna racionélni ¢isla,
do posloupnosti jediné.

Dedekind odepsal Cantorovi obratem. Napsal, Ze oc¢islovat vSechna
realna cisla ¢isly prirozenymi nedovede a také nevi, pro¢ by si tato otazka
zasluhovala pozornost. Vypracoval vSak presny dikaz toho, ze vSechna
redlna algebraicka cisla lze pfirozenymi c¢isly ocislovat. Opiral se pfitom
o Cantorovy myslenky obsazené v dosud neuvefejnéné Cantorové praci,
jejiz rukopis znal, zvlasté pak o pojem vysky mnohoclenu, ktery byl
v ni zaveden.

Pripomenme, ze algebraickym c¢islem rozumime kazdé cislo, které je
kotfenem algebraické rovnice

anx" 4+ +ag =0,

kde a, . . ., a, jsou celd ¢isla. (Ziejmé kazdé racionalni ¢islo je algebraické
a také /2 je algebraické ¢slo, nebot je kofenem rovnice z2 — 2 = 0.)

Protoze kazda algebraicka rovnice n-tého stupné ma nejvyse n ruz-
nych redlnych kofentt (coz v téchto rozpravich nebudeme dokazovat),
lze ocislovani vSech algebraickych ¢isel pfirozenymi ¢isly provést, velmi
struéné feceno, nasledujicim zpisobem. V prve popsané posloupnosti S
vsech konec¢nych posloupnosti celych ¢isel nahradime kazdou posloup-
nost ag, . .., a, readlnymi kofeny rovnice a,x™ + - - - + ag = 0 sefazenymi
podle velikosti, pokud ovsem néktery z nich nebyl pouzit uz diive. Nema-
li tato rovnice zadny dosud nepouzity kotfen, popfipadé nema-li zadny
realny kofen, pak posloupnost ag,...,a, vySkrtneme z posloupnosti S.
K tomu dodejme, Ze i Zeus by se pfi této praci dost nadrel; Bohoclovék
by ji ovsem zvladl snadno.

V dopise ze dne 2. prosince 1873 napsal Cantor Dedekindovi, ze se
uz nékolik let ¢as od ¢asu marné pokousel ocislovat realna c¢isla vSemi
prirozenymi c¢isly. Nebyl si vsak jist, zda mu z jeho ¢isté osobni zahle-
dénosti urc¢itym smérem neunikd néjaké jednoduché feseni. Proto také
tuto otazku polozil Dedekindovi, a kdyz nyni vidi, Ze ani on nezna od-
povéd, nabyl presvédceni, ze dtivody netispéchu maji hlubsi pficinu. Ani
Cantor az dosud nevidél zadny vazny divod, pro¢ by si tato otdzka za-
sluhovala pozornost, a kladl si ji jen proto, Ze ho prosté zajimala. Po
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dopise od Dedekinda, ktery pravé obdrzel, zvlasté pak po upozornéni,
ze algebraickd realnd cisla lze oc¢islovat prirozenymi ¢isly, vSak zménil
zasadné nazor na dilezitost této otazky. Nikoliv kladné, ale zdporné od-
povéd na ni by totiz byla poznatkem navysost zajimavym. Kdyby pro
nic jiného, tak uz jen proto, Ze by tim byl podan novy a naprosto ne-
obvykly dikaz existence (to znamend uskutecnitelnosti) realného ¢isla,
které neni algebraické. (Poprvé existenci nealgebraického ¢isla dokdzal
Liouville v roce 1840. Jeho dukaz se opira o zkoumani kotenii algebraic-
kych rovnic a jejich rozloZeni na ¢iselné ose.)

Po obdrzeni tohoto dopisu zménil i Dedekind nazor na vyznam po-
lozené otazky.

V dopise ze dne 7. prosince 1873 pise Cantor Dedekindovi:

V' poslednich dnech jsem mél cas peclivéji zkoumat turzent,
o nemz jsem Vam psal. Teprve dnes, jak se mi zdd, jsem ukoncil
tuto zalezitost. Abych se nedockal rozéarovdnt, uvdzil jsem, Ze neni
shovivavéjsiho soudce mnad Vas. Proto si dovoluji predlozit Vam
k posouzeni to, co jsem se vsemi nedokonalostmi provdzejicimi
pracovni verzi nacrtl na papir.

Daéle pak nasleduje prvni dikaz tvrzeni, podle néhoz pfirozenymi
Cisly nelze ocislovat vSechna realna cisla. Po nékolika zjednodusSenich ma
dtikaz tohoto tvrzeni nasledujici podobu:

Necht aq, as, . .. je posloupnost redlnych ¢isel. Dokazeme, ze v kterém-
koliv intervalu [xg,yo], kde zg < yo, redlnych éisel existuje (to zna-
mend lze uskutecnit) realné ¢islo, které se v této posloupnosti nena-
chazi. Nejprve vytvorime posloupnosti =g, z1, 2o, ..., Yo, Y1, Y2, ... real-
nych ¢isel, a to tak, ze budou-li jiz uskute¢néna dcisla xg,x1,...,25_1,
Yo, Y1, - - -, Yn—1, pak zvolime z,,,y, tak, aby platilo

1
Tn—1 < Tp <Yn < Yn—1, yn7$n<ﬁ

a neplatilo z,, < a, < y,. Jisté neni tieba predvadét, jak cisla z,,, y,
lze stanovit z ¢isel x,,_1, Yn—1, @y Snadno nyni ovéfime, Ze posloupnosti
L0, L1, - -+ Yo, Y1, - - - jsou bolzanovské a maji tutéz limitu. Oznacme ji z.
Ziejmé pro kazdé n je x, < z < y, a tedy z # a,.

Dedekind obratem potvrdil spravnost Cantorova dikazu. V dopise
z 10. prosince 1873 mu pak Cantor napsal, ze mu nikdo nemize udélat
vétsi radost nez pravé Dedekind svym zajmem o jeho tvahy; prosi ho
proto, aby mu i nadédle poméahal podnétnymi poznamkami. Vzdyt pravé
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Dedekindova poznamka o tom, ze algebraickd realna cisla lze ocislovat
prirozenymi ¢isly, podnitila Cantora k dosazeni posledniho vysledku.

Piibéh, ktery vypravujeme, jsme mohli podstatné zkratit. Vzdyt po-
dobné jako v jinych knihach zabyvajicich se teorii mnozin jsme mohli
(nebo dokonce snad méli) pouze vznést otazku, kterou si Cantor polozil,
a predvést, jak na ni odpovédél. Vsechno ostatni bylo vlastné nadbytecné
a mohli jsme si to odpustit; v téchto rozpravach ptrece nejde o dé€jepis
matematiky, ale o vyvoj jejich ideji. Jenze kdybychom to ucinili, pak
bychom si zase nemohli polozit otazku, jak je mozné, ze Cantor shora
uvedeny diikaz nepodal hned, jakmile si pfislusnou otdzku polozil. Vzdyt
tento diikaz je az prtuizracné jednoduchy, a je tedy nepochopitelné, ze na
néj Cantor prisel az po nékolika letech, v nichz provadél neplodné tvahy.

Tento pribéh jsme vypravéli proto, abychom na ném predvedli po-
divuhodny psychicky jev, ktery by bylo mozno nazvat uviznutim mate-
matického uvazovani ve smycce. Cantor totiz ptivodné nechtél dokazat,
7e ocislovani vSech redlnych ¢isel pfirozenymi ¢isly neni mozné, ale nao-
pak chtél takové ocislovani nalézt. Jeho podvédomi si to totiz z duvodu
obtizné vysvétlitelnych pralo. Chytilo ho tak do smycky, kterd mu ne-
dovolovala odvratit zrak od tvah, které provadeél, i kdyz k cili nevedly.
Tato smycka ho skrtila nékolik rokt, nez ho z ni nevinnd Dedekindova
poznamka vysvobodila.

Takovéto uviznuti matematickych tivah ve smycce neni viibec jevem
ojedinélym, ale naopak neustale ohrozujicim kazdou tvurc¢i matematic-
kou ¢innost. Matematik v ni mtze nékdy byt tak uvéznén, ze nedéla nic
jiného, nez ze kazdy den znovu a znovu opakuje tytéz tvahy, o nichz vi,
ze k cili nevedou. Neni pochyb, ze kazdy tviiréi matematik o této smycce
vi a také vi, jak obtizné je vymanit se z ni, kdyz se do ni chyti.

N4&s prosincovy pribéh z roku 1873 vsak jesté ani zdaleka nekonéi.
Aby Cantoriv vysledek mohl dojit vseobecného uznani, musel ho jesté
schvalit fithrer némecké matematiky. Cantor se tedy vydal na cestu
do Berlina a zadal o pfijeti u Weierstrasse. Ten ho pfijal 23. prosince
a z Cantorovych vysledki vzal na védomi pouze to, ze jde o algebraicka
realna ¢isla. Doporuéil Cantorovi, aby pod nazvem Uber eine Eigenschaft
des Inbegriffes alles reellen algebraischen Zahlen uverejnil vysledek ty-
kajici se existence nealgebraického realného ¢isla v casopise J. fiir die
reine und angew. Mathematik. Jesté béhem Stédrého dne Cantor tento
¢lanek napsal a odeslal ho do uvedeného ¢asopisu, kde vysel v roce 1874.
To vse pak napsal Dedekindovi v dopise ze dne 25. prosince.
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Vanoc¢ni svatky stravil Cantor v Berliné rozvazovanim o tom, zda
dobfe ucinil, kdyz dal na Weierstrassovo doporuceni. O svych pochyb-
nostech napsal Dedekindovi v dopise ze dne 27. prosince, z néhoz vyji-
mame:

To, Ze jsem pristoupil na ohraniceny charakter tohoto cldnku,
je ddno cdstecné zde panugjicimi pomery, o nichZ vam budu nekdy
vypraveét. Na druhé strané se domnivam, Ze bylo tucelné pouZit
mayj vysledek nejprve na zvldstnd pripad [algebraickd redlna éisla).
Moznad zobecnéni — a nalezl jsem jich nekolik — uZ Zddnou prdci
nedaji a nent podstatné udéelam-li je ja, nebo nekdo jiny.

Cantor se domnival, Ze napsal ¢lanek Salamounsky. Rozdélil ho na
dvé ¢asti, v prvni predvedl ocislovani algebraickych cisel pfirozenymi
¢isly a ve druhé nemoznost ocislovat vSechna realna c¢isla prirozenymi
¢isly. Moc si tim vSak nepomohl. Clanek celkové vyzniva tak, ze jde
o Cisla algebraicka, jak si to ostatné pral Weierstrass.

K dovrseni smily hned v lednu 1874 Cantor objevil v Compt. rend.
Acad. sci. Paris 1873 ¢lanek, v némz Hermite uzitim ideji Liouvillo-
vych dokazal, ze Eulerovo ¢islo e neni algebraické. Vedle tohoto vy-
sledku ovSem slédva Cantorova pouze existencniho dikazu vybledla. Na-
vic v roce 1882 Hermittiv zak F. Lindemann (1852-1939) dokézal rovnéz
uzitim Liouvillovych ideji, Ze ani ¢islo 7w (udévajici pomér délky kruznice
ku délce jejiho priaméru) neni algebraické. Poznamenejme, Ze teprve tim
byla dokazana neresitelnost kvadratury kruhu.

Cerven 1877

Uchvacen problematikou, kterou otevrel, klade si Cantor hned po na-
vratu z vanoc¢nich trampot v Berliné otazku, zda je mozna tuplna ko-
respondence mezi oborem bodt lezicich na néjaké plose (napiiklad na
¢tverci) a oborem bodi lezicich na tsedce (neboli redlnych ¢isel x, pro
néz 0 <z <1). V dopise z 5. ledna 1877 pak tuto otdzku klade téz
Dedekindovi. Dodévéa, ze odpovéd nebude jednoduchd, i kdyZ jsme na-
klonéni povazovat zdpornou odpovéd za natolik evidentni, Ze ani zaddny
dtikaz nepotiebuje.

Zapornd odpovéd na tuto otdzku se nejen neodbytné vnucuje, ale
byla by i zadouci. Prostfednictvim uplnych korespondenci mezi obory
bodt lezicich na riznych geometrickych objektech by totiz bylo mozno
postihnout jejich dimensi. Mély by ji stejnou (popiipadé riiznou), jestlize
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takovda iplna korespondence mezi pfislusnymi obory bodu je (popfipadé
neni) mozné. Nasnadé jsoucim zptisobem by pak také bylo mozno po-
stihnout, kdy jeden geometricky objekt méa mensi dimensi nez druhy.
Ostatné pravé funkce jedné redlné proménné zprostiedkovavaji (popii-
padé po vice ¢ méné ndro¢né tipravé) korespondenci mezi oborem redl-
nych ¢isel a oborem bodi lezicich na néjaké kiivce. Podobné funkce dvou

(poptipadé tii, ...) proménnych zprostfedkovavaji korespondenci mezi
oborem bodt lezicich v roviné (poptipadé v trojrozmérném prostoru, . .. )
a oborem bodt lezicich na néjaké plose (popfipadé télese, ...).

Jadro problému tedy spociva v tom, zda je mozna tuplna korespon-
dence mezi oborem bodi lezicich na tseéce a oborem bodi lezicich na
Ctverci.

Na Cantorovy matematické avahy byla opét nastrazena smycka. Za-
porné odpovéd byla zadouci a Cantor musel nabyt presvédéent, ze pravé
on je povolan k tomu, aby ji nalezl. Zptisobilost ke zdolavani takové-
hoto tkolu osvédcil nalezenim zadporné odpovédi na podobnou otazku.
Neni myslitelné, aby Cantor v této smycce neuvizl; skrtila ho témér tii
a pul roku.

Na oslavach stého vyro¢i narozeni C. F. Gausse (narodil se 30. dub-
na 1777), které se konaly v Géttingenu, se sesla fada vyznamnych ma-
tematiki. Cantor vyuzil této prilezitosti a mnohym z nich tuto otazku
polozil. O tom pak pozdé&ji (25. ¢ervna 1877) napsal Dedekindovi:

Vétsina z tech, jimzZ jsem dal tuto otdzku, se podivovala, Ze
ji mohu vibec kldst, kdyZ odpovéd je evidentni. K uréeni bodu
v n-rozmerném utvaru je prece zapotrebi n nezavislych souradnic.
Ti vsak, kteri hloubéji pronikli do smyslu této otazky, byli nuceni
priznat, Ze prinejmensim je tieba dokdzat, proc¢ zdpornd odpovéd
je evidentni.

Nelze vyloucit, ze pravé pohrdavy postoj matematikt pritomnych na
Gaussovych oslavach vyvolal u Cantora vzdor, jenz ho vytrhl ze smycky,
v niz az dosud vézel. Vzdyt i1 kdyby nakrésné nalezl zdpornou odpovéd,
nestal by jeho vysledek nikomu ani za povs$imnuti. Kazdy ptrece védél,
7e to tak musi byt. Uplné jinak by tomu ale bylo, kdyby odpovéd byla
kladna. Smér Cantorovych tivah se tak obratil. Nezajimala ho jiz za-
pornd, ale kladné odpovéd na tuto otdzku. Dopis Dedekindovi, z néhoz
jsme prve citovali, ma nasledujici pokracovani:

Jak jsem 5iZ Tekl, i ja jsem stal na strane téch, kteri zdpor-
nou odpovéd povaZovali za pravdépodobnou, a to jesté do neddvné
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doby, nez jsem diky dosti sloZitym pochodum mysli nabyl presved-
cent, ze odpovéd je kladnd, a to bez jakychkoliv omezeni. Krdtce
poté jsem nalezl dikaz.

Vskutku, v dopise Dedekindovi jiz ze dne 20. ¢ervna 1877 popsal
Cantor néasledujici jednoduchou korespondenci mezi oborem realnych ¢i-
sel x, pro néz 0 < x < 1 (neboli oborem bodu leZicich na tsedce), a
oborem vSech uspofadanych dvojic (z,y) (popfipadé trojic, ...) real-
nych ¢isel, pro néz 0 < z,y < 1, neboli oborem vSech bodt lezicich na
¢tverci (poptipadé v krychli i vicerozmérné).

Kazdému realnému ¢islu z, pronéz 0 < z < 1, odpovida totiz jeho de-
setinny rozvoj tvaru 0, ayasas . . ., kde ay, as, as, . .. jsou ¢islice 0,1, ..., 9.
Pouze ta cisla, jejichz desitkovy rozvoj obsahuje od jistého mista samé
nuly, maji jesté druhy rozvoj; ten naopak od predchéazejiciho mista obsa-
huje samé devitky (naptiklad 0,35800. .. a 0,357999. .. jsou rozvoje téhoz
¢isla). V takovém pfipadé se rozhodneme pro ten rozvoj ¢isla z, ktery od
jistého mista obsahuje samé devitky. Jsou-li nyni z, y redlna ¢isla, pro
néz 0 < z,y <1, 2 =0,a1a2..., y = 0,b1b2 ..., pak usporadané dvo-
jici (z,y) pridadme to ¢islo, jehoz desitkovym rozvojem je 0,aibiazbs . ..
Pripad uspotradanych trojic, ¢tveric, ...je obdobny.

Dedekind okamzité odpovédél a upozornil Cantora, Ze jim popsana
korespondence neni tplna. Kazdé dvojici (z,y) redlnych ¢isel, pro néz
0 < z,y <1, sice odpovidé jediné realné ¢islo z intervalu [0, 1], avSak ne
kazdé realné ¢islo z tohoto intervalu je prifazeno nékteré usporadané dvo-
jici takovychto redlnych ¢isel. Jako priklad Dedekind uvedl cislo, jehoz
desetinny rozvoj je 0,478310507090a70asg0. . .

V dopise ze dne 23. ¢ervna 1877 dava Cantor Dedekindovi za pravdu
a vyslovuje presvédceni, ze jde o zavadu technické povahy. Ukazalo se
vsak, ze tato technicka zédvada neni odstranitelnd néjakym nasnadé jsou-
cim zpusobem. Nicméné Cantor ji odstranil a v dopise Dedekindovi ze
dne 25. ¢ervna 1877 jiz popsal aplnou korespondenci mezi dotcenymi
obory. (My ji popisovat nebudeme, nebot onu technickou zavadu, kte-
rou Cantor pracné odstraroval, lze uzitim pozdéjsich vysledku odstranit
vskutku jednoduchym zptsobem.)

Na konci tohoto dopisu jesté Cantor piSe, ze pokud se nedopustil
chyby, jsou timto vysledkem zpochybnény vsechny vysledky geometrie,
které byly zalozeny na tom, ze k urceni bodti lezicich na n-rozmérném
utvaru je zapotiebi n nezavislych souradnic. Rozdil v dimensich raznych
utvart je tfeba hledat jinde nez v poctu souradnic.
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Nemoha se dockat odpovédi, pise Cantor 29. ¢ervna 1877 Dedekin-
dovi dalsi dopis, v némz kromé jiného stoji:

To, co jsem Vdm neddvno sdélil, bylo pro mne samotného tak
neocekavané a tak mové, Ze mejsem schopen uklidnit svou mysl,
dokud o tom meobdrzim, muj ctény priteli, Vase minéni. Dokud
to neodsouhlasite, mohu pouze Tici: Je le vois, mais je ne le crois
pas [vidim to, ale nevérim tomu).

Druhého ¢ervence Dedekind spravnost Cantorova vysledku potvrzuje
a Cantorovi blahopieje. Nesouhlasi vsak s tim, ze jsou zpochybnény zmi-
nované geometrické vysledky. Prislusna tvrzeni je nutno doplnit o dalsi
predpoklady tykajici se soutradnic, napriklad o jejich spojitost. K tomu
dodejme, ze v roce 1890 dokazal Giuseppe Peano (1858-1932), Ze ani
spojitost souradnic jesté nestaci.

Literatura
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Ceny PraMIuMm Boremiz nejlepsim talentlim
Bohumil Vybiral, Univerzita Hradec Kralové !

ABSTRAKT. Stat struc¢né pojedndvd o cendch nobelovského typu PREMIUM
BoOHEMIE, které od roku 2001 kazZdorocné udéluje Nadace Bohuslava Jana Ho-
racka Ceskému rdji jednak vynikajicim ceskym studentim, jednak vjraznym
osobnostem ceské védy. Ceny udélované studentim maji silné motivacni cha-
rakter a je jimi ocenovdna jejich uspésnd ucast na svétovych prirodovédnijch
olympidddach v prislusném kalenddrnim roce. Jde o uspésné rtesitele na téchto
soutéZich: mezindrodni fyzikdlni olympidda, mezindrodni chemickd olympidda,
mezindrodni biologickd olympidda, mezindrodni matematickd olympidda a me-
zindrodni olympidda v informatice.

Podporovat orientaci mladych lidi na védu je proziravé a zasluzné.
Tuto aktivitu od roku 2001 déla Nadace Bohuslava Jana Horacka Ces-

le-mail: bohumil.vybiral@uhk.cz
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kému raji, ktera se rozhodla od roku 2001 ocenovat jednak studenty —
vyrazné talenty, jednak jiz vyzralé védecké osobnosti ceské védy, a to
v obou skupinach ve formé cen PREMIUM BOHEMIA. Studentim byly
tyto ceny v obdobi let 2001-2006 udéleny jiz Sestkrat. Ocenovéana je
aspésna ucast ceskych studenttt na svétovych prirodovédnych olympia-
déach v pfislusném kalendainim roce. Jde o ispésné fesitele na téchto
svétovych soutézich: mezinarodni fyzikalni olympiada, mezinarodni che-
mické olympidda, mezinarodni biologickd olympidda, mezindrodni ma-
tematickd olympidda a mezindrodni olympiada v informatice.

Obr. 1: Cést studentlt ocenénych cenami PREMIUM BOHEMIE v roce 2006

Ceny PrREMIUM BOHEMIZE udélované studenttim maji dve slozky: fi-
nan¢ni odmeénu (ta se v poslednich dvou letech podle miry dosazeného
uspéchu pohybovala ve vysi od 5 do 30 tisic K¢&) a symbolickou ve formé
medaile Bohuslava Jana Horéacka, ktera je podle dosazeného tspéchu
na soutézi zlata, stfibrnad nebo bronzova. V uplynulych letech 2001 az
2006 Nadace udélila studenttim jiz 130 cen v celkové vysi 2 533 tisic Kc.
Ptiznacné je, ze z téchto 130 cen ziskali mladi fyzici nebo matematici
(véetné oboru programovani, ktery je u nis k matematice pfirazen), cel-
kem 81 cen (tedy 62,3 % z celkového poctu). Uspéchy éeskych studentii
na svétovych prirodovédnych olympiadéach jsou pozoruhodné: 130 udéle-
nych cen PREMIUM BOHEMIA studenti ziskali za Gspéchy na svétovych
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soutézich, vyjadrené 11 zlatymi, 28 stfibrnymi a 62 bronzovymi medai-
lemi a 29 ¢estnymi uznanimi. Néktefi studenti byli pro opakovanou tucast
na olympiadach v riznych letech ocenéni i nékolikrat. Zcela vyjimeéného
uspéchu dosdhla Eva Pluhafova z malého Gymnézia v Ostrové nad Ohii,
kterd na mezinarodnich chemickych olympiddach v letech 2004 a 2005
ziskala zlatou medaili, na olympiddé v roce 2003 stiibrnou medaili a jako
studentka teprve 1. ro¢niku gymnazia v roce 2002 jiz bronzovou medaili.

Akt udileni cen se kazdoro¢né kona dne 4. prosince, v den vyroci
narozeni zakladatele Nadace B. J. Horacka, v zameckém divadle krasného
zémku Sychrov nedaleko Turnova.

Motivujici pro ocenované studenty je také skutecnost, ze akt udileni
cen méa i vyznamnou druhou ¢ast, kdy je ocenéna vyznamna ceskd vé-
decka osobnost za vyznamny piinos svétovému rozvoji védy. V letech
2002, 2004, 2005 a 2006 byly ,velkymi“ cenami PrREMIUM BOHEMIA
(v celkové vysi 2 500 tisic K¢) ocenény tyto osobnosti ¢eské védy:

e Prof. MUDr. Vratislav Schreiber, DrSc., v oboru biomedicina, za ob-
jevné prace v endokrinologii, zejména za priikaz existence mozkového
hormonu fidiciho sekreci podvésku mozkového

e Prof. RNDr. Antonin Holy, DrSc., v oboru chemie, za objevné prace
v chemii slozek nukleovych kyselin s vyznamnymi aplikacemi v me-
dicidlni chemii, zejména za rozhodujici podil na tvorbé antivirovych
preparatu s celosvétovym rozsifenim

e Prof. PhDr. Franti$ek Smahel, DrSc., v oboru historie, za mimofadny
tvirci prinos ve studiu ceskych déjin v evropském kontextu, zejména
pak doby pozdniho stfedovéku a husitské epochy

e RNDr. Zdenék Ceplecha, DrSc., v oboru matematika a fyzika, za
vybudovani nejvétsi a nejdéle fungujici sité pro pozorovani bolidi,
jez umoznila ziskéni novych poznatki zasadniho vyznamu o téchto
télesech

Stoleta zkusenost s udélovanim Nobelovych cen ukazuje, ze objek-
tivné rozhodnout o tom, které osobnosti v daném oboru cenu udélit,
neni jednoduché. V pripadé ,velkych® cen PREMIUM BOHEMIZ navr-
huje osobnosti k ocenéni pro kazdy obor minimalné tf¥iclennd odborna
komise. Cleny téchto komisi jmenuje spravni rada Nadace na zakladé
navrhit vrcholovych védeckych, resp. uméleckych instituci (napt. Ceské
konference rektorti, Akademie véd Ceské republiky, Uéené spole¢nosti
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Ceské republiky). Spravni rada Nadace poté s koneénou platnosti roz-
hodne o tom, komu bude v daném kalendarnim roce cena udélena.

Rozhodnuti Bohuslava Jana Horacka podporovat rozvoj ceské védy
prostrednictvim cen udélovanych jednak studentiim — mimofradnym ta-
lentiim — a jednak jiz vyzralym osobnostem je zcela mimoiradné. Proto
bude vhodné poznamenat néco o pozoruhodném zivoté této osobnosti.
Bohuslav Jan Hordcek, tspésny podnikatel z Kanarskych ostrovi, po-
chézi z Ceského raje. Narodil se 4. prosince 1924 v Radvanovicich u Tur-
nova v chudé venkovské rodiné jako nejmladsi z osmi déti. Kdyz mu bylo
pét let, zemiel mu otec. Jiz od utlého détstvi musel pomahat pri tvrdé
praci na malém hospodaistvi. Ve svém mladi, které spadalo do slozitého
obdobi hospodarské krize 30. let a do tézkého obdobi nacistické okupace,
zazil chudobu i hlad. Nejprve zacal studovat na Gymnéaziu v Turnové,
pozdéji prestoupil na Obchodni akademii v Turnové, na které v roce 1943
maturoval s vyznamenanim. Pokracovat ve studiu na vysoké skole vsak
nemohl, protoze ceské vysoké skoly byly za valky uzavieny. To se mu
podarilo az po jejim skonceni. Za nacistického rezimu byl pronasledovan
a véznén. Ani povalecné obdobi nebylo pro néj lehké. Po komunistic-
kém prevratu v tinoru roku 1948 byl jako vysokoskolsky student znovu
véznén. Jen s velkymi potizemi se mu studia na Vysoké obchodni skole
v Praze (ta byla tehdy souc¢ésti Ceského vysokého uceni technického)
podarilo dokoncit. V té dobé se v ném také utvrdila laska k demokracii,
rovnéz odpor k levicovym i pravicovym extrémum.

Obr. 2: Bohuslav Jan Horacek (1924-2002)

Protoze byl velmi nespokojen s poméry v nasi republice po Unoru
1948, rozhodl se emigrovat. V roce 1949 se mu podafilo uprchnout z Ces-
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koslovenska nejprve do valkou rozbitého Némecka. Pozdéji presel i do ji-
nych zapadnich stata. Zde, diky svému obchodnimu zaméteni a dobrym
znalostem cizich jazykud, tispésné podnikal; nejprve v bizuterii, klenot-
nictvi a nakonec (v poslednich tficeti letech) postupné vybudoval fetézec
hotel ve Spanélsku — na Kanérskjch ostrovech. Koncem devadesatjch
let hotely prodal. Rozhodl se, ze ziskané prostiedky pouzije ve prospéch
rozvoje Ceského raje a na ocenéni osobnosti, které nejvice piispivaji roz-
voji védy a uméni v Ceské republice. Bohuslav Jan Horacek necekané
zemfel dne 18. fijna 2002 ve Stuttgartu ve véku nedozitych 78 let. Prezi-
dent republiky Vaclav Havel mu 28. fijna 2002 udélil in memoriam statni
vyznamenani — medaili ,,Za zasluhy“.

Je jen skoda, Ze v disledku nahlého timrti Bohuslava Jana Horacka
(a dosud nedofesenych dédickych zélezitosti) se ocefiovani za rozvoj véd-
nich obort témito ,Ceskymi nobelovkami“ zatim nemize uskutecnovat
ve vétsi mire, jak jeji zakladatel ptivodné zamyslel.

Udileni cen PREMIUM BOHEMIZE pfedstavuje kvalitativni zménu v pti-
stupu spole¢nosti zejména k ocenovani mladych ptrirodovédnych talenti
za jejich osobni usili i za reprezentaci. Ceny pro studenty, avsak i pro
vyzralé védecké osobnosti, znamenaji stimul nejen moralni, ale i mate-
ridlni. Pro nas vSechny ostatni znamenaji obdiv nad slechetnym ¢inem
zakladatele Nadace mecenase ¢eského naroda, filantropa Bohuslava Jana
Horacka, ktery svym zivotem ukazal, Ze pevny postoj, tvrda prace a pre-
konavani prekazek ma smysl.
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KRATKE PRISPEVKY

Matematicky nadani Zaci a didaktické pocitatové hry
Kvétoslav Bartek, PAF UP, Olomouc !

ABSTRAKT. V éldnku jsou ivahy nad moZnostmi vyuziti didaktickych poci-
tacovych her ve vzdéldvdni matematicky nadanych Zdki. Cldnek rovnéZ pred-
stavuje vybrané pocitacové hry a simulace vyuZitelné ve vyuce matematiky.

Uvod

Pocitacové hry jsou oblibenou zabavou déti i dospivajici mladeze. Ne
o vSech vSak miuzeme fici, Ze maji pozitivni vliv na rozvoj schopnosti a
dovednosti (a jiz vibec ne matematickych) svych uzivateld. V mnoha
pfipadech se muze jednat o hry obsahové az patologické.

Uciteli, ktery se zajimé o své zaky, o zptsob, jakym travi svij volny
¢as u pocitace i mimo néj, i o to, jakym zptisobem premysleji a Tesi
problémy, mohou vhodné pocitacové hry poskytnout mnoho novych po-
znatkl z ucitelovy odbornosti, o jeho zacich a také podnéti pro praci
s nimi.

Didaktické pocitatové hry

Didaktickou hrou rozumime herni ¢innost probihajici podle pfedem da-
nych pravidel s jasné vytycenym cilem, pii niz dochazi k rozvoji vybra-
nych slozek (subsystémi — motivace, schopnosti) osobnosti ¢i dovednosti.

Pro co nejvyssi vyuziti didaktického potencidlu dané herni ¢innosti je
nutné stanovit také didaktické cile hry. Novak (2005, s. 26) chape didak-
tické cile hry jako ,matematické poznatky, které se v pritbéhu hry budou
uplatnovat nebo aplikovat, utvaret nebo upeviovat, resp. matematické
schopnosti ¢i vlastnosti osobnosti zaka, které hra rozviji“.

Tyto pozadavky rovnéz spliuje i mnoho klasickych stolnich her. Pro¢
tedy zarazovat do vzdélavaciho procesu hry pocitacové?

Le-mail: bartek93@pdfnw.upol.cz; k.bartek@centrum.cz
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Vypocetni technika dovoluje provadét takové ¢innosti, které by byly
za danych podminek z ¢asového hlediska, technologicky ¢i finanéné ne-
proveditelné. V soucasnosti jiz existuje celd fada stolnich her v elektro-
nické podobé. Je tak mozno hrat i v okamziku, kdy nemame k dispozici
»,Zzivého* protivnika. Vypocetni technika a vhodné programové vybaveni
téz umoznuji modelovat jevy, s nimiz se bézné setkdvame, ale studium
jejich zakonitosti neni z technického hlediska mozné. Jedna se o simula-
tory hernich zafizeni, losovacich zafizeni vyuzivanych napf. v televiznich
soutézich.

Didaktické poc¢itacové hry vyuzitelné v matematice lze tematicky roz-
délit nasledujicim zptisobem:

e algebraicko-aritmetické — hry zamérené prevazné na procvicovani ur-
¢itych pocetnich operaci (hledéni spoleénych nasobkt a déliteld, séi-
tani zlomkd, vlastnosti ¢iselnych obori, FeSeni algebrogramd, ... )

e geometrické — procvicujici geometrické pojmy (trojuhelnik, ¢tverec,
podobnost a shodnost . . . ), prostorovou piedstavivost, orientaci v pro-
storu (Tetris, matematické puzzle) apod.

e logicko-strategické — zalozeny na TeSeni problému, vyzadujicich vy-
tvoreni strategie feseni, jeji provadéni, kontrolu tc¢innosti této stra-
tegie a jeji pfipadnou modifikaci. Prikladem mutize byt hra Mlyn nebo
Z&by (Lucasova hra, Lucasovy kameny v anglické verzi dostupn4 jako
Jump across game)

e stochastické — jedna se o hry, na jejichz pozadi lze s zdky zavadét
zékladni kombinatorické, pravdépodobnostni a statistické pojmy (ka-
retni hry, losovaci hry, elektronické rulety apod.)

e kombinované — vznikaji kombinaci vySe uvedenych typt her

Didakticke potitatove hry ve vztahu k zak&im nadanym na mate-
matiku

Zabyvejme se nyni otazkou vyuziti pocitacovych her v praci s nadanymi

zaky. K tomuto tcelu je nutné nadaného zaka nejprve charakterizovat.
Vybrané projevy vyjimecnych intelektovych schopnosti u mimotadné

nadanych déti dle Laznibatové (2001) jsou:

a) vysoka trovein logického a abstraktniho mysleni

b)

¢) vynikajici pamét

d)

vysoka uroven kombinac¢nich schopnosti a systémového mysleni

vysoka koncentrace a rozsah pozornosti
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Dle Hotové (2006) mtizeme tento vycet rozsitit o dalsi specifické pro-

jevy. U matematicky nadanych zaku lze pozorovat:

e) nezdjem Fesit jednoduché tlohy

f) snaha fesit ulohy samostatné

) snaha samostatné vyhledat dalsi feseni tlohy
) snaha Tesit tlohu zpaméti
i) snaha Fesit ilohy samostatné
j) soustfedénost pfi FeSeni problému
k) schopnost pracovat s abstraktnimi symboly

)

L e P09

1) vyjimecnd schopnost orientace v prostoru

m) schopnost analyzovat situaci a rozlisit podstatné od nepodstatného

Je zfejmé, Ze jednou z oblasti kde mize pocitacovd hra najit své
uplatnéni, je identifikace ¢i vyhleddvani nadanych Zdaki.

Tyto procesy probihaji nejcastéji v doméacim a Skolnim prostredi,
tedy s rodici a blizkymi pfibuznymi nebo pedagogickymi pracovniky. Na
zékladé jejich pozorovani pak muiize byt matematické nadani ditéte potvr-
zeno odbornym psychologickym vysetfenim. Pfi vyhledavani nadaného
zéka ucitelem je vhodné drzet se jednoduchého, ale ne vzdy dodrzova-
ného pravidla:

,Chceme-li rozpoznat nadané dité, musime je nechat pracovat. Chce-
me-li rozpoznat intelektové nadané dité, musime je nechat premyslet
(Ostatnikova, Laznibatova, Juraskova, 2003, s. 45).“ Jaké moznosti k iden-
tifikaci nadanych zaka poskytuji uciteli pocitacové hry? Pocitacova hra
se stava pro zaky prirozenou formou zadavani problémi, které vyzaduji
pouziti vyssich Grovni mysleni. Zaci fesi problém vlastnim nenaudenym
zpusobem, pomoci vlastniho vytvoreného algoritmu. Vys$simi trovnémi
mysleni nazyvame slozené myslenkové postupy, mezi néz patii napt. ana-
lyza, syntéza, porovnani, hodnoceni, posuzovani nebo logické mysleni
(Ostatnikova, Laznibatova, Juraskova, 2003).

Domnivam se, ze pro identifikaci nadaného zaka jsou vhodné hry
logicko-strategického charakteru. Jako priklad uvddim hru SOKOBAN,
znamou také jako Problém skladnika nebo Skladnik (obr.1).

Ukolem je prestéhovat v daném hernim planu (skladisti) vSechny
predméty znazornéné jako diamanty na mista oznacend kruhovym po-
lem. Predmeéty lze vSak pouze tlacit, nelze je odtahnout. V pripadé, ze
se predmét dostane k bariéfe tak, ze jej nelze odtlacit, je nutno dany
problém zacit fesit znovu od zacatku. Kazdé skladisté méa nékolik tirovni
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obtiznosti, problém je proto vhodny pro Siroké vékové i ,schopnostni“
rozpéti zaka.

Obr. 1

Neékteré verze této hry jsou vybaveny i pocitadlem taht a stopkami.
Pfi pouziti takto vybavené verze lze pracovni vysledky jesté lépe a poho-
dlnéji sledovat. Pocitadlo tahi i stopky mohou zna¢né zvysovat vnitini
motivaci zaka, ten se pak snazi dany problém vytesit za pouziti co
nejmensiho poc¢tu tahtt nebo v co nejkratsim case.

I9IDEE
et

Obr. 2

Dalsi vhodnou hrou je 4COLORS (obr. 2 je puvodni verze uréend
pro operaé¢ni systém DOS a obr. 3 pochézi z pfepracované verze pro OS
Windows, tato verze vSak neobsahuje nékteré prvky obsazené ve verzi
ptvodni). Hlavni myslenka této hry, jak jiz ndzev napovid4, vychazi z for-
mulace, dnes jiz za pomoci pocitac¢t vyfeseného, problému ¢tyt barev.
Jedna se o jakési matematické omalovanky. Program obsahuje databazi
konkrétnich i abstraktnich map, které mohou uzivatelé libovolné vybar-
vovat. Navic obsahuje i editor map, v némz lze za pouziti pfedem defi-
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novanych zékladnich objektt (pfimka, ¢tverec, kruznice, ...) ¢ volnym
kreslenim vytvaret vlastni mapy a nasledné je vybarvovat.

Obr. 3

Problém muzeme s détmi formulovat nasledujicimi zptsoby: PouZijte
co nejmeéné barev k obarveni mapy s podminkou, zZe dvé sousedni policka
magici vice neZ jeden spolecny bod nebudou obarveny stejnou barvou.
Pouzigte k vybarveni dané mapy nejvyse ctyri barvy.

Po hlubsim pochopeni problému lze formulovat dalsi otazky a tlohy:
Proc¢ k obarvent nekteré mapy postacuji nejuyse 3, resp. 2 barvy? Doka-
zali byste takovou mapu vytvorit?

V dalsi casti textu se zabyvejme otazkou, zda vyuzivani didaktic-
kych pocitacovych her mé potencial obohatit ¢i zpesttit nabidku metod
a forem prdce s matematicky nadanymi zaky. Klement (in Laznibatova,
2001) jmenuje mezi jinymi formami podpory a rozvijeni nadéani, vyuzi-
vané v rakouském skolském systému,

1. uceni objevovanim — tyto postupy vnima jako nosné v kazdém
vyucovacim procesu ve vSech tfidach,

2. ucent hrou — které nazyvad motorem uceni, hru tak povazuje za
silny motivacni nastroj jak vnitini, tak vnéjsi motivace.

Pocitacové hry mohou obé formy propojovat. Jako priklad uvadim
hru Plinko! Jedné se o elektronickou podobu televizni soutéze zndmé
v USA pod nazvem The Price is Right. Hra je zdarma k dispozici na
http://webrookie.multiservers.com/plinko/plinko.htm.

Zakladni myslenka konstrukce tohoto herniho zafizeni (obr. 4) vy-
chazi z Galtonovy desky. Na Galtonové desce jsou rozmistény koliky
v trojuhelnikovém tvaru, kdezto na tomto hernim zafizeni jsou koliky
rozmistény v obdélnikovém tvaru. Hraci vhazuji kulicku do horni ¢asti
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tohoto zafizeni, ta jim prochézi, aby nakonec skoncila v jednom z ohod-
nocenych sektort.

=)

N
T

\E

Obr. 4

Predlozime-li tuto hru-simulaci zakiim, otevira se zde prostor pro je-
jich experimentovani, objevovani, formulovani vlastnich hypotéz, jejich
néslednou verifikaci (af jiz pomoci sérii experimentt ¢ vhodného mate-
matického nastroje) a také k rozvoji argumentace. Zakladnim problémem
miize byt nalezeni vhodné strategie k maximalizaci vyhry v daném poctu
pokusti.

Zaver

Od ledna 2007 je pracovniky a studenty DSP katedry matematiky PdF
UP v Olomouci v ramci feseni projektu FRVS 1347/2007 ,,Didaktické
pocitacové hry ve vyuce matematiky a jejich vliv na rozvoj osobnosti

zéka“ shromazdovan a vytvafen soubor pocitacovych her vyuzitelnych
ve vyuce matematiky ¢i v matematickych krouzcich.
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Bludisté na krychli
aneb jak rozvijet prostorovou pfedstavivost

Jana Cachova, PF UHK Hradec Kralové !

ABSTRAKT. Najit cestu bludistém patii mezi oblibenou zdbavu déti i do-
spélych. Hledani cest mizZe takée rozvijet prostorovou orientaci a predstavivost.
I déti, které jsou nadané na matematiku, potrebuji dostdvat podnétné ulohy,
jimiZ mohou své prostorové schopnosti zdokonalovat. V zdvéru prispévku na-
jdete nékolik ndméti pro prdci s Zdky 1. a 2. stupné ZS, vychdzejicich z hleddni
cest na povrchu i wvnitt krychle.

Bludisté a labyrinty (v rovinéi v prostoru)

Najit cestu bludistém patii mezi oblibenou zabavu déti i dospélych (pfi-
pomenme napiiklad spole¢né rodinné vylety do bludisté na prazském
Petfiné). Hledani cest v bludisti ale mize také podstatné piispét k roz-
vijeni prostorové orientace a predstavivosti. Tu je zapottebi cvicit a pod-
porovat nejen u déti, které s ni maji problémy, ale rovnéz u déti, jejichz
prostorové schopnosti jsou na velmi

dobré trovni. I jim je zapotfebi po-

skytnout dostatek podnétnych tloh,

kterymi mohou své schopnosti dale

trénovat a zdokonalovat. V tomto pri-
spévku chci pfipomenout nékolik na-

métl, rozvijejicich prostorovou pied-

stavivost ditéte, zalozenych pravé na Obr. 1
hledani cest v bludisti.

Déti se od utlého veéku setkavaji formou her s rtznymi typy blu-
digté. Bludisté (respektive labyrint) budeme v tomto piispévku chépat
v co nejsirsim vyznamu tohoto slova, sice jako prostiedi, ve kterém hle-
dame cestu od uré¢itého objektu k jinému, popf. zjistujeme, ke kterému
objektu se mizeme danou cestou dobrat. Bludisté mutze byt rovinné
i prostorové. Pri hie na hfisti déti prochazeji nebo prolézaji bludistém
(obr. 1), pastelkou nebo prstikem si ukazuji spravnou cestu v bludisti
v détském obrazkovém casopise, rozplétaji navzajem propletené linie

le-mail: jana.cachova@uhk.cz
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v pracovnich sesitech a knizkach pro
predskolaky. Starsi déti mohou lus-
tit zajimava bludisté naptiklad v se-
sitech P. Merrella (2003), kde nalez-
nou nejen rovinna bludisté, ale i blu-
disté, kterd jsou rovinnymi obrazy
prostorovych labyrintii, nebo pii hie
— manipulaci s riznymi hrackami a
hlavolamy (obr. 2). Obr. 2

Jak dité poznava prostor

S rozvijenim prostorové predstavivosti ditéte a jeho orientace v prostoru
uzce souvisi otazka, jak dité poznava prostor. Touto otazkou se z pohledu
didaktiky geometrie zabyva napfiklad F. Kufina (2007). Podle néj jsou
dulezita ¢tyti hlediska, a sice:

déleni prostoru (postylka, pokoj, diim, zahrada, ..., list papiru, ...),
e vypliiovani prostoru (stavby z kostek, sklddani pfedméti do krabice,
dldzdéni, ... ),

pohyb v prostoru (pohyb ruky, mice, osoby, ..., kresleni, ... ),

e dimenze prostoru (botic¢ka — stopa, ¢lovek — stin, geometricky ttvar
jako obraz, text jako jednodimenzionélni transformace ... ).

Détsti psychologové rozlisuji ti staddia postupného poznavani troj-
rozmérného prostoru:

e nejdrive dité zvlada operace ve sméru vertikdalnim,
e dale predozadnim,

e na zavér ve sméru horizontdlnim (pravolevém).
Pritom pojmy nahore a dole jsou jednoznacné, kdezto pojmy wvpredu —

vzadu, vpravo — vlevo méni sviij vyznam vzhledem k poloze téla.

Orientace Vv prostoru a prostorova predstavivost

Bludisté, podobné jako naptiklad puzzle, patii mezi hry, které bezpo-
chyby napomaéhaji rozvijet orientaci v prostoru. Déti maji vzhledem
k orientaci v prostoru a vnimani prostoru rozdilné vrozené dispozice.
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I u dvou sourozenci stejného pohlavi, narozenych blizko po sobé (vé-
kovy rozdil 17 mésicti), spolecné vychovavanych ve stejnych podminkéch,
muzeme vypozorovat odliSnost v jejich prostorové orientaci.

e Starsi z chlapctt — odmala nevidi ,kolem sebe“, nenajde to, co hleda;
na druhou stranu ale neméa problémy najit cestu venku v terénu nebo
ve mésté; nebavi jej skladat puzzle.

e Mladsi hoch — odmala hned vse kolem sebe najde, rad sklada puzzle
a také mimo jiné hraje dobfe Sachy (i zde je podle mého nézoru
zapotiebi se ,zorientovat®).

Podle neuropsychologie lidského mozku (napf. H. Gardner, 1999) je
orientace v prostoru provazana predevs$im s pravou mozkovou hemisfé-
rou. To tedy znamena, Ze lépe by se méli orientovat v prostoru vétsinou
levaci. Bohuzel v nasi ilustraci je tomu pravé naopak — starsi z obou
bratri je levak, mladsi pravak. Nechci tim v zadném piipadé popirat
poznatky neuropsychologie, pouze bych chtéla upozornit na to, ze otazka
orientace ditéte v prostoru neni zdaleka jednoducha a zZe se jedna o slo-
zity komplex dil¢ich schopnosti a dovednosti.

Stejné tak je mozné hledat rozdily v prostorové orientaci podle po-
hlavi. F. Vyskod¢il (2006) uvadi, ze se muzi lépe nez ,na blizko“ orientuji
v prostoru ,na dalku®, jelikoZ maji horsi perifernt vidéni nez Zeny. V nasi
ilustraci jsou obé déti chlapci, presto se mladsi z nich dobfe orientuje jak
,ha blizko“, tak ,na dalku®“. Opét tim nechci Zaddnou teorii vyvracet, ale
jen znovu upozornit na skutec¢nost, ze na orientaci v prostoru je treba
nahlizet jako na pojem, ktery je slozitym komplexem jednotlivych dil¢ich
hledisek.

Pojem orientace v prostoru tak mizeme déle Clenit tfeba podle vyse
uvedenych hledisek F. Kufiny:

e pohyb v prostoru — pohyb po mésté, v lese,

e vyplnovani prostoru — naptiklad skladani puzzle,
e déleni prostoru — hledani predméta ,na blizko*,
e dimenze prostoru — hledani sité k danému télesu.

Podle H. Gardnera (1999) je mozné na lidskou inteligenci nahli-
zet jako na soubor Sesti zakladnich schopnosti, které spolu navzajem
spolupracuji, sice jazykovou, hudebni, prostorovou, logicko-matematic-
kou, télesné-pohybovou, persondlni (iter- a intra-), pricemz je logicko-
matematickd schopnost zdvisld predevsim na prdci levé hemisféry a pro-
storovd schopnost na ¢innostech pravée hemisféry.
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Z vyse uvedeného déleni lidské inteligence tedy muzeme usuzovat,
7e 7aci talentovani na matematiku maji bud silné rozvinuté schopnosti
logicko-matematické nebo prostorové. Tyto inteligence spolu nemusi nutné
souviset, ale mohou. Podle nékterych vyzkumu urcity rozvoj jedné he-
misféry priznivé ovliviiuje druhou — tak je tomu napfiklad u relaxa¢niho
malovani, naopak stalé pasivni sledovani obrazovych jevil z televize zpt-
sobi utlum i levé mozkové hemisféry.

Prostorovou predstavivost H. Gardner vymezuje jako ,,. . .schopnosti,
které zajistuji presné vniméni vizualniho svéta, umoziuji transformovat
a modifikovat ptivodni vjemy a vytvaret z vlastni vizualni zkuSenosti
myslenkové predstavy, i kdyz uz zadné vnéjsi podnéty neptisobi.

J. Perny (2004) rozlisuje t¥i druhy predstavivosti, a to matematic-
kou, geometrickou a prostorovou. Podobné i D. Jirotkova (1990) rozdé-
luje predstavivost na geometrickou a prostorovou, pricemz prostorova
predstavivost podle ni umoznuje si predstavit:

e diive vidéné — vnimané objekty v trojrozmérném prostoru (vlastnosti,
polohu a prostorové vztahy),

e drive nebo v daném momenté vidéné — vnimané objekty v jiné vza-
jemné poloze, nez v jaké byly, jsou skute¢né vnimany,

e objekt v prostoru na zakladé jeho rovinného obrazu,

e neexistujici redlny objekt v trojrozmérném prostoru na zakladé jeho
slovniho popisu.

Nestandardni aplika¢ni tlohy a problémy

Ocekavané vystupy — 2. obdobi

zék

> Fesi jednoduché praktické slovni tlohy a problémy, jejichz feSeni
je do zna¢né miry nezavislé na obvyklych postupech a algoritmech
skolské matematiky

Ucivo

e slovni ulohy

e Ciselné a obrazkové rady

e magické Ctverce

e prostorova predstavivost

Tab. 1

Pripomenme jesté, jak pamatuje na rozvijeni prostorové predstavi-
vosti Rdmcovy vzdélavaci program pro zakladni vzdélavani. V. RVPZV
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— Matematika a jeji aplikace — 1. stupern je prostorova predstavivost za-
fazena k nestandardnim aplika¢nim tlohdm a problémim (tab. 1), coz
prilis neodpovida tomu, jak je dilezita v bézném zivoté ditéte i dospélého
(napf. pti parkovéani, hledani cesty v nezndmém mésté atd.).

Bohuzel situace neni lepsi ani u RVPZV — Matematika a jeji aplikace
- 2. stuperi (tab. 2).

Nestandardni aplika¢ni tlohy a problémy

Ocekavané vystupy

zak

> uziva logickou tivahu a kombinaé¢ni tisudek pfi feseni uloh a pro-
blému a naléza ruzna feseni predkladanych nebo zkoumanych situ-
aci

> fesi ilohy na prostorovou predstavivost, aplikuje a kombinuje po-
znatky a dovednosti z rtiznych tematickych a vzdélavacich oblasti

Tab. 2

Nékolik namétll k rozvijeni prostorové predstavivosti

Vsechny ¢innosti, které zde uvadim a které maji poslouzit jako namét
k rozvijeni prostorové predstavivosti zdka, jsou zaroven vhodnymi pod-
néty z hlediska konstruktivistickych pfistupt k vyucovani (podrobné
Stehlikova, Cachova, 2006). Vétsinou
dokazi zaka zaujmout a podnitit
k matematickym ¢innostem. Zaci
pristupuji k jejich feseni aktivné, sa-
mostatné nebo ve skupiné o nich pre-
mysleji a poté vzajemné diskutuji.
Neboji se hledat rtzna feSeni; po-
kud se dopusti chyby, je pro né vy-
zvou k dalsimu hledani. Rozhodné
tyto tlohy nevedou zaky k reprodukci.

Obr. 3

Sinice na krychli

N&amét vychazi z éinnosti J. Michnové s netiplnymi sitémi krychle (po-
drobné popisuje J. Perny, 2004 a 2006). Podobné jako J. Michnova ne-
chava dité zakreslovat pohled do pokoje v netplné siti krychle, mizeme
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zaky nechat zakreslovat pohled do mistnosti do jedné ze siti krychle.
Témto c¢innostem muze predchézet hledani vsech siti krychle pomoci
détské stavebnice (obr. 3). Déti si vyberou sit, kterd je
nevice zaujala a pfenesou ji do pfripravené ¢tvercové sité
(obr. 4). Zakresli pohled do smyslené mistnosti a pak sit
vysttihnou (obr. 5). Aby mohly opravit ptipadné chyby,
otodi sit a zakresluji smycku silnic s kfizovatkami a kru-
hovymi oblouky (obr. 6). Tyto ¢innosti jsou uréeny pro
zaky 1. stupné a nizsich t¥id 2. stupné, je mozné je za-
hrnout do projektu Krychle. Obr. 4

Labyrint na krychli

K tlohdm je mozné vyuzit karty z karetni hry Mini Labyrinth (2001),
nebo si vytvofit vlastni soubor karet s dal$imi kombinacemi cest (cesty
je mozné zakreslovat do ptipravené ¢tvercové sité, obr. 7).
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Ulohy k labyrintu na krychli:
e Sestavit z karet Labyrintu sit krychle (obr. 8).

e Pomoci téchto karet sestavit dalsi sité krychle (obr. 9).
e Najit v siti krychle jednu kartu, ktera je chybné umisténa, a opravit ji.

e Najit v siti krychle jednu kartu, kterd do ni nepatri. Nakreslit namisto
ni jinou kartu, ktera bude do sité patfit.

e Nakreslit vlastnich Sest karet a sestavit z nich sit krychle (obr. 7).

e Zkusit to 1 pro osmistén a ¢tyfstén (v trojuihelnikové siti).

Obr. 7

Drevéna krychle s kulickou

Dalsi ¢innosti vychéazeji ze hry s hlavolamem na obr. 10. Hlavolam se
sklada z krychlovych dilki s ,tunely“. Cilem hry je sestavit cestu, aby
kulicka prosla vSemi dily hlavolamu. Déti mohou ale rovnéz sestavovat
mensi ,prichozi“ télesa. Pro vyuziti ve vyucovani matematice je mozné
za podobnym tcelem pouzit plné dievéné krychle, na které nakreslime
znacky, které budou predstavovat prichod krychli. Déti sestavuji rizné
cesty a zakresluji je pomoci Sipkového pravidla, které pouziva J. Mich-
nova (2005).

Patrove bludisté

Posledni namét vychazi z tzv. prostorového bludisté, jehoz princip po-
pisuje M. Hejny (1990), popt. je mozné podobné bludisté nalézt na
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http://hlavolamy.zde.cz (odtud je pfevzat i obr. 11). Tento typ blu-
disté je tvofen jednotlivymi patry, kterd spojuji zebfiky mezi nimi (Sedé
vyplnéna policka). Déti si takova bludisté mohou konstruovat samy. Do-
plnujici dloha pro Sikovné zaky by mohla byt: Nakresli svislé fezy blu-
distém.

7 6 5 4
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Obr. 11
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Algoritmy ve vyuce na stfedni 3kole!

Hashim Habiballa, PiF OU Ostrava 2
Antonin Jancaiik, PedF UK Praha?®

ABSTRAKT. Prispévek ukazuje spojeni teoretické (matematické) informatiky
s algoritmizact a prazi. Zvolend uloha jasné ukazuje vyznam teoretickych disci-
plin, konkrétné teorie formdlnich jazykiu a automati, pro schopnost stredoskol-
skych studenti naudit se navrhu efektivnich algoritma. Tato wiloha zahrnuje pro
informacni technologie a programovdni nezbytnou syntaktickou analyzu a pre-
klad. Vybrany priklad jazyka aritmetickych viyrazu je navic vhodny pro vyjuku
v rdmci matematiky, nebot jde o vieobecné pouZivany matematicky apardt.

Uvod

V dnesni dobé se ve vyuce informatiky na stfedni skole bohuzel casto
projevuje trend klesajici odborné trovné. Jde zejména o vyuku oriento-
vanou na aplika¢ni programy, bez dirazu na principy informatiky, zahr-
nujici predevsim algoritmy a teoretické discipliny zkoumajici souvisejici
pojmy, jako je teorie formalnich jazykt a automati, formalni logika nebo
vycislitelnost a slozitost. Tento ¢lanek navazuje na nékteré jiz uverejnéné
materiély, viz napt. [8], [9], [10].

Uloha, kterou piinasime, ma hodné spole¢ného s typickou tilohou
v informatické praxi, a tou je preklad, resp. interpretace, néjakého zdro-
jového kédu (programu) do jiného jazyka (véetné optimalizaci vzniklého
kédu). S timto se setkdvame prakticky kazdodenné (otazkou je, zda si to
uvédomujeme). Samoziejmé nejprve informatika asi napadne tloha typu
— programuji feSeni zadaného tkolu v néjakém programovacim jazyce
(napf. Pascalu) a pak pouziji prekladac, ktery mi vyrobi kéd v néjakém
pocitacové pouzitelném formétu (tfeba .exe soubor pro pocitaé typu PC
pod platformou MS-DOS). Nemusi vSak jit jen o tento ,programatorsky
pfipad. Aniz si to mnohdy uvédomujeme, pokud prohlizime libovolnou
webovou stranku, tak nas webovy prohlizec¢ ziskdva z daného URL kéd
v jazyce HTML. Ten by samoziejmé pro ¢lovéka asi nebyl na ¢teni to
nejlepsi. Proto prohlize¢ musi PRELOZIT a interpretovat tento kéd tak,

IPyispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406,/05/P561.
2e-mail: habiballa@volny.cz, www: http://www.volny.cz/habiballa/
3e-mail: antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
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aby byl pro ¢lovéka prijemny. Jde o zobrazeni ruznych velikosti pisma,
tabulek, obrazku, pozadi stranek atd. Jakkoliv to vypada naprosto priro-
zené, pti zkoumani principtt a metod programi pro tuto ¢innost zjistime,
ze to neni az tak trividlni ¢innost a souvisi neoddélitelné pravé s teorii
forméalnich jazyku. I zdanlivé jednoducha soucast tohoto procesu je bez
dobré znalosti pojmi a postupi, které prinasi teorie formélnich jazykua
a automati, takika nefesitelny tkol.

Touto jednoduchou ulohou, se kterou se nyni dikladné sezndmime a
ukazeme si jeji obecné pouzitelné feseni, je kontrola, preklad a vyhodno-
ceni aritmetického vyrazu. Ulohu si samozifejmé pro nase ucely vykladu
algoritmt zjednodusime oproti klasickym programovacim jazyktim, kde
muzeme pouzivat redlnd ¢isla v riznych tvarech nebo ¢iselné proménné.
To ale nijak nesniZzuje obecnost principti, které se zde nau¢ime. Aritme-
tickym vyrazem budeme myslet Fetézce s ¢islicemi 0-9, operace s¢itani
a nasobeni, +, x, lze pouZivat i pomocné symboly zavorek (,). Na misté
operandu muze stat struktura obecné stejného typu, jako jsme pravé de-
finovali (vyraz lze vnotit do vyrazu). Piikladem budiz velmi jednoduchy
vyraz 5 + 3 * 2, jehoz hodnotu lehce spocitame. Uvédomime si prioritu
operatord a nejprve spolu vynasobime 3 x 2 = 6 a tento mezivysledek
pak pouzijeme pfi operaci s nejnizsi prioritou 5+ 6 = 11. Tato jednodu-
chost je vsak jen zdanim, uvédomme si, ze pocita¢ pracuje s datovymi
strukturami bez ,lidského vidéni“. To zahrnuje velmi rychlé vyhodno-
ceni hierarchie formule. Navic tento postup predpoklada, ze ve vyrazu
neni zadn4 syntaktickd chyba (napt. chybé&jici parova zévorka). Takovou
chybu by musel ¢lovék rovnéz odhalit.

neni principialné problém — staci béhem analyzy nevytvaret jen znaky
jako vystup, ale struktury obsahujici pfimo realné ¢islo. Stejné tak lze
navazat i jingymi operacemi.

Takovéto vyrazy jsou nedilnou soucasti kazdého vyssiho procedu-
ralnfho programovaciho jazyka (feSeni vSech problému obvykle stavime
na spravné formulovanych podminkéch a aritmetickych vypoctech). Sa-
moziejmé tloha ma jesté dilezitou c¢ast, ktera je jiz za hranici tohoto
¢lanku — jsou jim ruzné optimalizace kédu; Ize napt. u logickych pod-
minek vyhodnotit, zda formule neni platna ¢i nesplnitelnd, pripadné ji
znacné zmensit. Ale jak tuto ¢innost prekladace — programy — realizuji?
Uvazujeme-li jako lidé s inteligenci a schopnosti ¢ist text nejen linearné
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(po znacich), pak v nasem mozku probihaji pochody pifimo na pocitaci
realizovatelné velmi tézko. Na nasem vyrazu si ihned uvédomime, v ja-
kém poradi probihd vyhodnoceni jednotlivych operaci. Nejvyssi prioritu
maji cislice a zavorky, pak postupujeme ve vyhodnocovani podvyraztu
podle struktury vyrazu a priorit operatori (nejdiive nasobeni a pak séi-
tani). Bohuzel dnesni pocitace a klasické proceduralni programovaci ja-
zyky takovou inteligenci nedisponuji a uvédomme si naptiklad, ze vyraz
musime zadat jako né€jaky fetézec znakt, ktery pak mutzeme ¢ist po zna-
cich. Je také dobré si uvédomit, ze aby program (pifeklada¢) mél pro
praktickou praci smysl, musi byt efektivni — mit dobrou ¢asovou slozi-
tost, viz [9]. Ur¢ité bychom nechtéli mit prekladaé, ktery fetézec prochazi
opakované a stale se vraci k tomu, co uz jednou precetl. V obecném pti-
padé mize byt program o desitkdch nebo stovkach tisic znaku, a tudiz
opakované prochazeni v zavislosti na jeho velikosti je velmi neefektivni.

Sami si predstavte, ze program v Pascalu vam preklada¢ kompiluje
hodiny, dny nebo mésice, aby nakonec oznamil, Ze v ném maéte na konci
syntaktickou chybu. Takovy pfistup by vas asi napadl, budete-li se snazit
vyhodnocovat vyraz néjakym trividlnim algoritmem. Tedy postupné vy-
hodnocovat podvyrazy a stale znovu prochazet fetézec. To je vsSak z hle-
diska optimality zcela nepfijatelné — my se prece snazime usettit kazdou
operaci, a tedy opakované prochazeni je zcela proti tomuto cili. Budeme
tedy muset ziejmé zapojit néjaké ,know-how“ a v nasem ptipadé to
budou pravé prostiedky a algoritmy, které nam dava teorie formalnich
jazyku a prekladaci.

1. Definice jazyka pomoci gramatiky — Backusovy—Naurovy formy

Aby byl schopen pocita¢ pracovat s aritmetickym vyrazem (resp. s ja-
kymkoliv jinym syntaktickym elementem v libovolném zdrojovém kédu),
musime néjakym vhodnym formalnim prostfedkem zapsat definici tohoto
vyrazu. Tyto vyrazy vlastné tvori specificky jazyk, a tedy teoreticka in-
formatika nam dava prostredek ve formalnich gramatikach.

Pro definice struktur programovacich jazykut se velmi dobte hodi tak-
zvané Backusova—Naurova forma. Je podobna bezkontextovym gramati-
kédm (mé termindlni symboly, neterminalni symboly, pravidla pro prepis
neterminalt). Navic zjednodusuje zapis obvyklych technik, jako je opa-
kovani néjakého Fetézce (napf. pricitdni podvyrazl v aritmetickych vy-
razech se mtze délat opakované). U bezkontextovych gramatik bychom
toto museli Tesit krkolomné pomoci jakési ,rekurze*. Bezkontextova gra-
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matika (BKG) je jednim z moZnych zpisobt zapisu syntaxe jazyki. Syn-
taxi zde rozumime jejich jazykovou strukturu. Umoznuje totiz vyjadrit
vétsinu technik, které napiiklad u programovacich jazykit pouzivame.
Jde o alternativu nékolika moznosti, opakovani stejného jazykového vy-
razu a hlavné vnorovani celych rozvétvenych struktur mezi sebou. Po-
sledni zminovana technika je pravé onou technikou, kterou neumime vy-
jadrit pomoci jazykt regularnich, ale teprve pomoci bezkontextovych
jazyku. Zkusme si predstavit velmi omezenou ¢ast néjakého programo-
vaciho jazyka — naptiklad strukturu aritmetického vyrazu. Principidlné
je vétsina jinych struktur velmi podobnych (napf. sekvence piikazu je
analogickéd opakovanému s¢itani podvyrazil!).

Piiklad. Sestrojme BKG pro jazyk sloZzeny z aritmetickych vyrazi
s operandem x, operacemi +, * a umoznujici vnorovat dalsi podvyrazy
stejného typu pomoci symbolii zavorek (,). Kupiikladu se mize jednat
ovyraz x * (x + x + ).

Gramatiku sestrojime hierarchicky — tedy aby byla rozlisena prio-
rita operatorti — a vyuzijeme ,rekurzivni“ vlastnosti prepisu netermi-
nalu, abychom docilili moznosti generovat opakované s¢itani a nasobeni
(Pozn.: Horni index u symbolu — ur¢uje pomocné ¢islo pravidla.):

G =({S,A,B},{z,*,+,(,)},S, P)

P:S ! A+S S —?2 A (opakovany pfepis na S nam umozni
generovat libovolné mnoho séitani struktury A)

A —3 BxA, A —* B (opakovany piepis na A ndim umozni generovat
libovolné mnoho nésobeni struktury B)

B —% (S), B —5% x (rekurzivnim piepisem na S mtizeme vnofit
libovolné mnoho podvyrazii zcela stejné struktury jako vyraz sdm do
zdvorek anebo ukoncit generovani operandem z)

V této gramatice pak lze snadno generovat naptiklad vyse uvedeny
vyraz x % (x + x + x):

S—=2A—-3BxA-bzxA—-txxB 5% (S) »tax(A485) -1
rx(B+8S)=Cax(x+S)—=tax(x+A+9) =tzx(x+B+9) -
rx(z+z+9) =2zx(z+r+A) —*zx(z+2+B) —=Szx(z+x+2)

Zminovanym a hlavné v praxi jesté vice vyuzivanym zpusobem za-
pisu syntaxe jazyka je takzvand Backusova—Naurova forma (BNF). Jde
o zapis podobny bezkontextové gramatice, ale pfitom blizsi spiSe progra-
matorim, resp. praxi.
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BNF obsahuje podobné jako BKG neterminaly, které se uvadéji do
thlovych zavorek a prepisuji skrze symbol := na fetézce terminalnich a
neterminélnich symbold. Jde tedy o pravidla tvaru:

(X) ui=aq]. .. |ag

Pro prehlednéjsi zapis je vsak jesté lepsi modifikace BNF zvanad EBNF
(Extended BNF) — rozsitena BNF, kterad zjednodusuje zépis opakované
pouzivanych, pfip. podminéné vyskytujicich se vyraza. Umoznuje nasle-
dujici zapisy:

{a} — znamen4, ze vyraz se vyskytuje v libovolném poctu (ekvivalent
operace iterace)

{a},™ — znamen4, Ze vyraz se vyskytuje v poc¢tu nejméné n a nej-
vyse m (ekvivalent operace mocniny od n do m)

[a] — znamend, Ze vyraz se miZe a nemusi na daném misté vyskyt-
nout, je to ekvivalentni zapisu {04}01

Piiklad. Gramatika z predchoziho ptikladu by v BNF mohla byt za-
pséna naptiklad takto:

(aritmetickyvyraz+) = (aritmetickyvyraz){+(aritmetickyvyraz+)}
(aritmetickyvyrazx) ::= (operand/podvyraz){={operand/podvyraz)}
(operand/podvyraz) ::= ({(aritmetickyvyraz+))|x

BNF umoznuje prehledny zapis a navic i jednoduchy prechod k né-
kterym typum SA. Pomoci BNF je zapsana napiiklad celd gramatika
jazyka Pascal v ucebnici [13]. Piikladem muzZe byt deklarace podminé-
ného prikazu:

(podminenyprikaz) ::= if (booleovskyvyraz)then(prikaz)else(prikaz))

2. Metoda rekurzivniho sestupu pro syntaktickou analyzu

Prvnim dilezitym tkolem pti prekladu z néjakého zdrojového jazyka do
cilového je predevsim syntakticka analyza — tedy kontrola, zda je text
ve zdrojovém jazyce spravné zapsan. V nejjednodussim pfipadé pouhé
kontroly typu ANO/NE (program je spravné/neni spravné syntakticky
zapséan) se jednd o takzvanou syntaktickou analyzu (dale budeme zkra-
covat SA). V anglicky psanych zdrojich se setkate spiSe s jednoslovnym
oznacenim ,,parsing”. O daném postupu, algoritmu, jak tuto SA provést,
pak hovofime jako o syntaktickém analyzatoru (anglicky ,parser®).
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Velice oblibenou, jednoduchou a prehlednou metodou vedouci pfimo
k hotovému a dobfe ¢itelnému analyzatoru v libovolném strukturova-
ném programovacim jazyce je metoda rekurzivniho sestupu (Recursive
Descent Parsing), viz [2]. Metoda je zaloZena na principu analyzy ,shora
doli“, tedy se snazime hledat odvozeni slova podle dané gramatiky od
pocatecniho neterminalu v hierarchii smérem ,,doli“.

Metoda rekurzivniho sestupu spociva v konstrukei procedur struktu-
rovaného programovaciho jazyka presné dle Backusovy-Naurovy formy
(BNF), kde je kazdému netermindlu pfifazena jedna procedura a je
voldna procedura GetChar (nacitajici vzdy nésledujici symbol slova)
pfed kazdym terminalem. Vyskyt neterminalu v pravidle je v proce-
dufe nahrazen rekurzivné volanim pfislusné procedury. Iterace a pod-
minka v Backus-Naurové formé je nahrazena jednoduse jejich progra-
matorskymi proté&jsky. Vyzaduje se, aby jazyk byl definovan tzv. LL(k)
gramatikou (detailni podminky v [6], pro Gcely tohoto ¢lanku budou ta-
kovéto gramatiky vytvofeny). Z hlediska ¢asové slozitosti je pouZzitelna
pro jednoduché gramatiky z praxe a zejména je jeji vyhodou vysoka c¢i-
telnost kédu ve vztahu k vychozi gramatice. Navic existuje modifikace,
tzv. ,packrat parser, kterd pro omezenou tridu takzvanych ,parsing
expression grammars® pracuje v linedrnim case. Linearni ¢asova slozi-
tost je oproti naivnim metodam analyzy, které jsou typicky kvadratické
slozitosti, o t¥idu lepsi. Také je tento postup flexibilni, protoze umoz-
nuje kdykoliv zménit a pridat syntakticky element bez nutnosti ménit
cely kéd, ale pouze dotéenou ¢ast gramatiky (napiiklad zména struktury
¢islo z celého ¢isla na realné znamena pouze zménu procedury reprezen-
tujici tento element).

Podivejme se nyni na piiklad gramatiky pro generovani aritmetickych
vyrazi se sc¢itdnim, nasobenim, ¢islicemi a vnofenymi zavorkovanymi
strukturami. Vyhodnocovani takového vyrazu strojové je velmi jedno-
duché pomoci tzv. postfixové notace (reverzni polskd notace), kde se
operatory vzdy vyskytuji az za jeho operandy. Pro vyhodnoceni takové
notace postaci jen datova struktura typu zasobnik a nijak to neovlivni
linedrni ¢asovou slozitost celého procesu véetné syntaktické analyzy.

Priklad. Nejprve sestrojme mirné modifikovanou gramatiku (oproti
prikladu z minulé kapitoly) v Backusové—Naurové formé:

(Vyraz) == (Term){+(Term)}

(Term) ::= (Faktor){x(Faktor)}

(Faktory ::= ((Vyraz))[0|1]2]...]9
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Nyni se schématicky pokusime ukézat (nejde o zcela hotovy kéd, ale
o jeho fragmenty po ¢astech, které byly dohromady uspésné testovany),
jak bychom sestrojili SA metodou rekurzivniho sestupu pro tuto grama-
tiku v jazyce Pascal. Tento kéd pak umoziuje nejen SA, ale i detekci
moznych chyb. Nejprve sestrojime proceduru, kterd zapouzdiuje celou
¢innost SA. Jeji hlavicka mizZe vypadat napiiklad takto:

program Preklad;
var ch:char; {aktualni zpracovavany znak}

infixProg, postfixProg:string; {glob. prom. pro uchovéani vjrazu}
errProg, posProg, infixpos:word;
value:integer; {globdlni prom. &isla chyby, hodnota vyrazu}

procedure SyntaktickaAnalyza(infix:string; var err,pos:word;
var postfix:string);
{procedura analyzuje aritmetickyj vyraz infix,
postfix obsahuje postfixovou notaci vhodnou
pro vyhodnoceni zasobnikem, err obsahuje ¢islo chyby,
pos obsahuje pozici, kde analjza skoné&ila}

procedure Term;forward;
procedure Faktor;forward;

PouZivaji se proménné infixpos (pozice aktudlné ¢teného znaku ze
vstupu), ch (aktudlni znak). Analyzator ddle obsahuje nezbytny lexikalni
analyzator pro naé¢itani jednotlivych symbold (v nasem zjednoduseném
piipadé jde o jednoznakové symboly). Lexikalni analyza je realizovina
procedurou GetChar, kterd uklada znak do proménné ch a p¥ipadné pro-
vede detekci chybové situace err = 2, pokud nacteme zcela nepripustny
znak. V rdmci SA je pak otdzka jen pfidat nékolik vhodné umisténych
prifazeni do vystupni proménné postfix, kde je prelozeny vyraz do po-
stfixové notace, kterou lze velmi jednoduse algoritmicky vyhodnotit:

procedure Getchar; {¢te znak z infixu do proménné ch}
begin
if err=0 then
begin
Inc(infixpos);
if infixpos<=Length(infix) then ch:=infix[infixpos]
else ch:=#0;

ch:=Upcase(ch);
110



if not((ch in [’0’..°9°])or(ch in [?(’,?)?,’*’,’+’ #0]))
then err:=2; {oSetfeni nezadoucich znakd}
end;
end;

Jadrem analyzatoru jsou jednotlivé rekurzivni procedury Vyraz (s¢i-
tani), Term (ndsobeni), Faktor (¢islice, vnofeny zdvorkovany vyraz).
Vyraz presné podle BNF bud vold podiizeny Faktor nebo ¢te termi-
nalni symboly:

procedure Vyraz; {vyjraz s nizsi prioritou}
begin
if err=0 then
begin
Term;
while (ch=’+’) do
begin
Getchar; {s&itani}
Term;
postfix := postfix + ’+7;
end;
end;
end;
procedure Term; {vyjraz s"vyssi prioritou}
begin
if err=0 then
begin
Faktor;
while (ch=’%’) do
begin
Getchar; {nasobeni}
Faktor;
postfix := postfix + ’%’;
end;
end;
end;

A dale musime sestrojit proceduru pro Faktor, ktera bude mit vzhle-
dem k jinému charakteru prepisovaného fetézce i jiny kod:

procedure Faktor; {synt. analjza operandu}
begin
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if err=0 then
begin
case ch of
’07..797:
begin
postfix:=postfix+ch; {anal. &islic}
Getchar;
end;
> (? :begin
Getchar;
{analyjza vyrazu se zavorkou}
Vyraz;
if (ch<>’)’)and(err=0) then err:=4
{chyba - neni ukonien zavorkou}
else if err=0 then
begin
Getchar;
end;
end;
else if err=0 then err:=5;
{nebyl detekovan ani vyraz, ani &islice}
end;
end;
end;

Faktor tedy rozlisuje dvé situace — bud jde o ¢islici, nebo jde o vyraz
zacinajici zavorkou a ukonceny opac¢nou zavorkou. Logicky tedy mtizeme
odhalit dalsi dvé chyby (err = 4, kdyz chybi zévorka, err = 5, kdyz
neni detekovan ani vyraz ani ¢islice). Postfixovd notace se generuje po-
stupné — kazda cislice se vlozi okamzité po nacteni, znak operatoru se
prida az po zpracovani podstromu. Nebyl by problém se zcela vyhnout
tvorbé postfixu a stejnym rekurzivnim principem piimo vydcislovat po-
stupné hodnotu vyrazu (procedury Faktor, Term a Vjraz by pak mély
navratovou hodnotu rovnou vysledku po aplikaci vSech operaci na dané
urovni podvyrazu).

Samoziejmé, Ze chybové detekce by mohly odhalit jesté dalsi proble-
matické konstrukce, napt. skonceni nejvyssiho volani procedury Vyraz
pred prectenim posledniho znaku apod. Vlastni télo procedury pro SA
pak provede volani poc¢atecniho neterminélu a odhali nékteré chyby do-
datecné po precteni vyrazu, napt. ze sice skoncila nejvyssi procedura
Vyraz, ale jesté ve vstupu jsou néjaké znaky:
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begin
err:=0; {inicializace prom.}
infixpos:=0;
postfix:=’"’;
Getchar;
Vyraz; {zavolani syntaktické analyjzy vyrazu}
if (ch=’)’) and (err<>5) then
begin
err:=6;
pos:=0;
end; {oSetfeni pfebyteiné pravé zavorky}
if (ch<>#0) and (err=0) then err:=1;
{osSetfeni konce kompilace-neni konec infixu}
pos:=infixpos; {nastaveni navratovyjch hodnot}
end;

Nakonec mtizeme v hlavnim programu pouzit tuto proceduru:

begin
infixProg := ’5+3%(2+5)*2’; {zadej si vlastni vjraz}
Writeln(’Vstupni infixni vyraz:’, infixProg);
SyntaktickaAnalyza(infixProg, errProg, posProg, postfixProg) ;
Writeln(’Doslo k~chybe:’, errProg);
if errProg<>0 then exit;
Writeln(’Postfixova notace:’, postfixProg);
value := VyhodnotPostfix(postfixProg);
Writeln(’Hodnota vyrazu:’, value);
readln;

end.

Pribéh vypoctu procedury Vyraz na vyrazu 5+ 3 * 2 je v tab. 1.

3. Vyhodnoceni postfixové notace vyraz(

Rozeberme nyni jadro vyhodnoceni vyrazu v infixni formeé. Toto jadro
provadi kompilaci aritmetického vyrazu v infixové (tedy pfirozené) notaci
do notace postfixové. Ta je vhodna pro zpracovani pomoci pocitace, napr.
se jedna o vyhodnoceni pomoci zasobniku. Aritmeticky vyraz 5 + 3 % 2
v infixové (pfirozené) notaci lze pomoci této procedury pielozit na vyraz
53 2 * + v postfixové notaci. Ta je konstruovdna tak, Ze misto tvaru,
kde je operator mezi operandy, ma operator az za obéma operandy.
Tento vyraz lze pak pomoci zasobniku vyhodnotit tak, Ze ¢teme jed-
notlivé symboly a provadime s nimi tyto dvé operace, viz tab. 2:
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1. Je-li ¢teny symbol operandem, pak uloz operand na zasobnik.

2. Je-li ¢teny symbol operatorem, pak vyber ze zasobniku poslednich
n operandii (kde n je arita operdtoru; napf. pro + je n = 2).
Proved operaci dle operatoru s vybranymi operandy a vysledek
uloz na zasobnik.

Infixova Aktualni | Aktudlni Néavrat
notace znak procedura | do procedury
5+3%*2 1|5 Vyraz
54+3*%2 1|5 Term
+3*2 + Faktor Term
+3*2 + Term Vyraz
3*2 3 Vyraz (+)
3%*2 3 Term
* 2 * Faktor Term
2 2 Term (*)
Faktor Term (*)
Term (*) Vyraz (+)
Vyraz (+)

Tab.1: Prubéh rekurzivniho sestupu

Neprectena | Aktudlni | Zasobnik | Vybirané | Operace

Cast znak symboly

532%* 4+ 5

32% 4+ 3 5

2% 4+ 2 35

* 4+ * 235 23 2%x3=26

+ + 65 65 6+5=11
11

Tab. 2: Vyhodnoceni vyrazu s pomoci zasobniku

Pro vyraz 5 + 3 * 2 vezméme jeho postfixovou notaci 5 3 2 * + a
vyhodnotme ho s pomoci zésobniku.

Obsah zasobniku po pfecteni slova je roven hodnoté vyrazu. Postup
by samoziejmé bylo mozno zobecnit na slozitéjsi ¢isla nebo proménné,
ale vyzadovalo by to slozitéjsi struktury zasobniku.
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N4&s kéd uz tedy zbyva jen obohatit o proceduru provadéjici vyhod-
noceni vyrazu v postfixové notaci:

function VyhodnotPostfix(var postfix:string):integer;
{vyhodnoti postfixovou formu vjrazu zasobnikem / vrati &islo}
var Stack:array[1..1000] of integer;
{zésobnik &isel jako statické pole}
headindex, i, vall, val2 :integer;
{index vrcholu zasobniku, vall, val2 - operandy z vrcholu zas.}

begin
headindex := 0; {nastav vrchol zasobniku na nulu}
for i:= 1 to length(postfix) do {projdi cely postfix}
begin
ch := postfix[i]; {do pomocné proménné dej aktudlni znak}
if (ch in [’0°..°9°]) then {je-1li to &islice}
begin

Inc(headindex); {vloz do zasobniku}
Stack[headindex] := ord(ch) - 48; {p¥isludné &islo}
end
else {je-1i to operator}
begin
case ch of
’+’: begin
val2 := Stack[headindex]; {vrchol - druhj operand}
vall := Stack[headindex - 1];
{o pozici niZe - prvni op.}

Dec (headindex) ;
{odeber operandy a vloz misto nich vysledek}

Stack[headindex] := vall + val2;

end;

’x’: begin

val2 := Stack[headindex];
vall := Stack[headindex - 1];
Dec(headindex) ;
Stack[headindex] := vall * val2;

end;

end;
end;

end;
VyhodnotPostfix := Stack[headindex];
{na konci je na vrcholu vyjsledek}
end;
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Poznamka. Ctenaf mozna povazuje za nevhodné pouziti globalni pro-
ménné ch, se kterou se pracuje zejména v syntaktické analjyze. Mame
pro jeji uziti ale jeden padny argument. Procedury analyzy se volaji re-
kurzivné navzajem, a to mnohdy do velké hloubky vnofeni (v zavislosti
na struktute vyrazu). Pokud bychom pouzili lokdlni proménné, resp. pa-
rametry procedur, znamenalo by to alokaci paméti pro tyto proménné.
Takovych alokaci bychom udélali velmi mnoho podle poctu volani pro-
cedur pro netermindly. To by algoritmus zatizilo ¢asové i prostorove.
Zaver
Na pomérné detailnim textu jsme si ukazali, jak lze zapisovat syntaxi
jazyka (vyrazl), analyzovat je, preklddat do jinych forem a také vy-
hodnocovat. Chtéli jsme ukazat, ze zdanlivé slozité ukoly lze délat pre-
hledné, ilustrativné a hlavné efektivné z hlediska casové a prostorové
slozitosti. Ukézali jsme, ze teorie formalnich jazykd a automatt je nam
bliz, nez bychom ¢ekali. Uloha sestrojit jednoduchy analyzator nebo pie-
klada¢ bezkontextového jazyka miize potkat kazdého informatika, vzdyt
strukturované vstupy jsou soucasti mnoha informacnich systémt, véetné
raznych databazovych aplikaci. Lze to hezky ilustrovat na ptikladu ze
zivota. Jeden ze studentti autord, ktery rozhodné nebyl nadSenec do
teoretické informatiky, nas asi rok po statnicich potkal a uvedl, ze nej-
zaddna moderni technologie, ale znalost tvorby analyzatort bezkontexto-
vych jazyku! Jeho tikolem bylo pfijimat na vstupu jisty strukturovany
vstup informaci zaslanych podle sitového protokolu a prekladat jej do ji-
ného formatu. Metoda rekurzivniho sestupu neni sice tou nejefektivnéjsi,
spise se pouzivaji pfimo automatizované néastroje na tvorbu kédu ana-
lyzatoru, ma ale vyhodu v pfehlednosti, jednoduchosti a kdéd lze lehce
upravit. Pokud bychom chtéli tfeba misto ¢islic pouzivat v aritmetickych
malou ¢ast gramatiky a kédu a zbytek se nezméni. A moznd nejdilezi-
téjsi vyhoda je, ze si jej programujete zcela sami — tudiz mate nad kédem
plnou kontrolu.

Doufame, zZe tento exkurz do svéta prekladacu je pro ¢tenafe poucny
samoziejmé obsahuje dalsi dilezité prvky, které zde nezmiiniujeme (napt.
tabulky symbolu).
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M atematicky nadany zak pohledem budoucich ucitel{i
Eva Hotové, PAF UP Olomouc!

ABSTRAKT. Prispévek seznamuje s vysledky dotaznikového Setreni zamére-
ného na povédomi studentu 1. a 2. rocniki oboru Ucitelstvi matematiky pro
2. stupen ZS a Uféitelstvi 1. stupné ZS na PdF UP o problematice matematicky
nadanych Zaka.

le-mail: hotova@email.cz
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Uvod

V ramci rozvijeni nadani ve skole musi byt ucitel pfipraven a schopen
optimalizovat vzdélavaci postupy podle potfeb nadanych zaka. Slovenska
psycholozka, Jolana Laznibatova (2001), povaZzuje ucitele za jeden ze t¥1
hlavnich faktorid, které napomahaji rozvoji nadaného ditéte ve skole.
Mezi zbyvajici patfi:
e klima — atmosféra skoly, t¥idy, kolektivu zakt, vrstevnickych skupin
ve skole
e védomé, cilené tusili ditéte, jeho dobry postoj ke skole a uceni se
Ucitel je osobou vyrazné ovliviiujici a formujici zédka, vyuka pro nada-
ného by méla byt pestra a podnétna, méla by navazovat na jeho schop-
nosti a potfeby. Vzhledem k charakteristickym vlastnostem nadanych
zaku by mél ucitel akceptovat nezvykla feseni zaku, dokazat jim odborné
podat informace, volit takové metody, které stimuluji jejich aktivitu a
motivuji je k tvotrivé myslenkové ¢innosti.

Charakteristika prlzkumného etfeni

Prizkumné Setfeni bylo provedeno v mésici dubnu 2007 na katedie ma-
tematiky Pedagogické fakulty Univerzity Palackého v Olomouci. Vy-
zkumny vzorek tvofili studenti oboru U¢itelstvi pro 1. stupeii ZS a stu-
denti oboru Ug¢itelstvi matematiky pro 2. stupeii ZS. Pro ziskani dat byl
zvolen dotaznik, jenz obsahoval celkem 6 polozek. Polozky ¢. 1, 2, 3 a 6
nabizely vybér z moznosti ano, ne. V pripadé kladné odpovédi bylo tieba
svou odpovéd konkretizovat. Zbyvajici dvé polozky (&. 4 a 5) vyzadovaly
otevienou odpovéd.

Setieni se ztcastnilo celkem 121 respondenttl, z toho 55 studentek
oboru U¢itelstvi pro 1. stupeii ZS a 52 studentek a 14 student@ oboru
Utitelstvi matematiky pro 2. stupeii ZS.

Cilem pruzkumu bylo zjistit, kolik a jaké informace maji studenti
o problematice vzdélavani nadanych zakt a zda je tato problematika
blize zajima.

Vysledky prizkumu

Polozka ¢. 1 Zajimadte se blize o problematiku nadanych Zdku? V pri-
padé, Ze ano, svou odpovéd specifikujte.

V této polozce 102 respondentii odpovédélo zaporné a 19 kladné.
Graf 1 znazortiuje Cetnosti vSech odpovédi uvedenych v dotazniku.
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Nejcastéji respondenti uvadéli, ze se problematice nadani blize neve-
nuji, pouze v pripadé, Ze narazi v Casopise nebo v televizi na clanek ¢i
porad vénujici se nadanym détem, tak si ho pfectou, pfip. se na néj po-
divaji. V grafu je tato kategorie oznacena pojmem okrajové. Mezi dalsi
kategorie patfi:

e diplomové prace (2 studentky uvedly, Ze by na toto téma rady psaly
diplomovou préci)

e premyslim o tom (studenti uvedli, Ze jiz o vzdélavani nadanych né-
kdy alespon premysleli — o formach vzdélavani, o tom, jak vzdélavat
nadané zaky, o rozdilu mezi vzdélanosti a nadanim apod.)

e ZUS (jeden ze studentti je vyucujicim na Zakladni umélecké gkole)

e literatura (jednd se o zdmeérné vyhleddvani a studovani literatury
vénujici se nadanym détem)

e prace s nadanymi zéky v zdjmovém krouzku (bohuZel jiz nebylo blize
uvedeno v jakém)

1 - literatura 2 — diplomové prace

6 — premyslim
0 tom

8 — okrajove

1 — uéim na

ZUs 1 — prace v krouzku

Graf 1

Polozka &. 2 Cetli jste v posledni dobé néjaky clanek nebo knihu vénujici
se problematice nadanych Zdki? V pripadé, Ze ano, uvedte jakou.

Ze vsech dotazanych odpovédélo 105 zaporné, 15 kladné a jeden od-
povéd neuvedl. Uvedené kategorie (graf 2) tvorilo celkem 20 odpovédi
(néktef{ z respondentit uvedli 2, piip. 3 rtzné odpovédi). Mezi zdroje
informaci o nadanych pro studenty patfily:
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www stranky (vénované p¥imo nadanym détem)
kniha (literatura zaméfend na nadané déti)
¢lanek na internetu

porad v TV

skripta (pedagogicky zamérend)

¢lanek v casopise nebo v novinach

3 — kniha 5 — c¢lanek v casopise

na internetu

1 — www stranky

4 — porad
v TV

5 — skripta

Graf 2

Polozka ¢. 3 Zndte organizace, instituce vénujici se peci o nadané
Zdky? V pripadé kladné odpovédi uvedte jejich ndzev.

Z celkem 121 odpovédi se kladnd odpovéd objevila v 37 piipadech, za-
porna v 83 piipadech a 1 z respondentti na otazku neodpovédél. Uvedené
kategorie jsou tvofeny z celkem 48 odpovédi (graf 3). Nyni jednotlivé ka-
tegorie blize specifikujme. Mezi nejcastéji uvedené odpovédi pattily:

e Mensa CR

e skoly zaméfené na ... (tzn. jazykova a sportovni gymnézia, konzer-
vator apod.)

e skoly s tfidami s rozsifenou vyukou matematiky

e ZUS
Po jedné odpovédi také ziskaly:

e Prirodovédecka fakulta UP v Olomouci

e 7S Halkova (ve skolnim roce 2006,/2007 zde zacala fungovat tiida pro
mimotfddné nadané zaky)

e Zlaty ofisek (soutéz je urena pro déti ve véku 6-14 let, vitézem se
stane dité, které v daném roce vytvori nebo ucini néco mimoradného
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v jakémkoliv oboru — umeéni, sport, jazykové schopnosti, prirodovéda
apod.)

4 — tidy )
s rozsifenou vyukou 1 - ZS Hélkova

1 - PrF UP

12 — skola
zameérena
na ...

22 — Mensa
CR

7 _ 708 1 — Zlaty ofisek

Graf 3

Polozka ¢. 4 Pokuste se charakterizovat matematicky nadaného Zdka.
Zde se jiz jednalo o polozku vyzadujici otevienou odpovéd. Grafy

vyjadiuji ¢etnosti odpovédi respondentti pro danou kategorii. Do grafu

bylo vybrano deset nejéastéji se objevujicich odpovédi respondentii.

ODbé skupiny charakterizovaly nejcastéji matematicky nadaného zaka
jako jedince, ktery je rychly pfi feSeni matematickych tuloh a jeho logické
mysleni je na vysoké trovni. Tteti misto obsadila u studentt ucitelstvi
pro 1. stupen vybornd prostorova predstavivost jedince (graf 4), studenti
ucitelstvi pro 2. stupen uvedli vyraznou rychlost pfi pochopeni nového
uc¢iva v porovnani s ostatnimi zéky (graf 5).

Polozka ¢. 5 Jaké metody prace byste se jako vyucujict, ktery md ve
tridé matematicky nadaného Zdka, snazili ve vijuce uplatnit?

Uvedené grafy opét vyjadiuji ¢etnosti odpovédi respondenti pro da-
nou kategorii. Bylo vybrano sedm nejcastéji se opakujicich odpovédi a
pro srovnani studentt 1. stupné (graf 6) a 2. stupné (graf 7) vytvofeny
grafy dva. Nejcastéji volenymi metodami prace bylo u studentek uci-
telstvi 1. stupné zadavani vétstho mnozstvi piikladt (ve 20 piipadech),
u studentd ucitelstvi pro 2. stupen se pak jednalo o zapojeni nadanych
zakt do riznych matematickych soutézi, do matematické olympiady (ve
14 ptipadech). Obé& skupiny respondentti volily moznost postavit mate-
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maticky nadaného zaka do role ucitele — to je spojeno se samostatnym
nastudovanim a zpracovanim libovolného tématu, a poté jeho prezen-
tovanim ostatnim zaktm. Respondenti rovnéz sympatizovali s moznosti
zadavat zakim rizné matematické hiicky, hadanky hlavolamy a nechat
zédky pracovat samostatné.

rychly pii feSeni mat. tloh ‘ ‘ ‘ 22

logické mysleni ] 21

prostorova predstavivost ‘ ‘ 115
|

zvlada ucivo vyssiho roc¢niku ] 15

rychle chape nové ucivo 113

:
|
|
|
|
|
|
|

I |

naléza vice cest k reseni 113 |

| | | |
|
|
|
|
|
|
|
|
|

ma zajem o matematiku :lll

schopen zduvodnovat 6

|

vyzaduje vice informaci, diskutuje [ 4 !
vyborné znamky 13 | |

Graf 4: Studenti ucitelstvi pro 1. stupen

logické mysleni ‘ ] 129
20

rychly pfi feSeni mat. tloh

rychle chiape nové ucivo m— V!

naléza vice cest k feseni [ " 7] 13
zvlada ucivo vyssiho ro¢niku [ 7719

ma zajem o matematiku —

prostorova predstavivost

schopen zdivodnovat

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

| |

‘ L
| | |

6 | | |

| | |

nemusi se na vyuku doma piipravovat [ 6 | | |
6 o

| | |

| | |

| | |

Gc¢ast na mat. olympiadach, soutézich 5

Graf 5: Studenti uéitelstvi pro II. stupen
Ne prilis priznivé je zjisténi, ze se v odpovédich neobjevovaly ¢innosti,
které by vyznamné prispély k zakovu rozvoji jako:
e zadavani problémovych tloh (0/5)
e diskuze, konzultace s vyucujicim ucitelem (0/4)
e probirani uciva vice do hloubky s danym zdkem (2/1)
e samostatna prace s knihou, internetem (0/1)
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e roz§ifovani uéiva (0/0)
e zadavani uloh vyzadujicich tvofivou odpovéd (0/0)
(Pozn.: Prvni &islo v zdvorce vyjadiuje pocet odpovédi studentii uéi-
telstvi pro 1. stuperi, druhé ¢islo pocet studentt ucitelstvi pro 2. stuper.)

vice priklada

naro¢néjsi ulohy

samostatna prace ‘ ‘ ] 13

mat hiicky, hlavolamy, hadanky : 121
zapojeni do mat. soutézi, krouzkt [ ] 8|
pomoc slabsim zaktm —

ulohy na rozvoj logického mysleni : 5
zék v roli ucitele [ 3,

Graf 6: Studenti ucitelstvi pro I. stupen

zapojeni do mat. soutézi, olympiad

naro¢ngjsi ulohy | 13

samostatnd prace ‘ ‘ ‘ ‘ 11

zak v roli ucitele ]

pomoc slab§im zakéim [ 716
vice priklada 6

|

problémové ulohy :l 3

|

|

mat h¥icky, hlavolamy, hadanky [ 4

Graf 7: Studenti ucitelstvi pro II. stupen
Zaver
Vyhodnoceni posledni polozky dotazniku bylo zdmérné ponechéano na
zévér prispévku. Je pifijemnym zjisténim, ze na otazku, zda by studenti
v ramci studia uvitali predmét, ktery by byl zaméfen pfimo na péci
o zaky matematicky nadané, odpovédéli prevazné kladné, a to v 99 pfi-
padech.
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Algoritmy ve vyuce matematiky na zakladni 3kole!

Antonin Jancafik, PedF UK Praha?
Hashim Habiballa, PfF OU Ostrava 3

ABSTRAKT. Matematika a informatika jsou velmi blizké védni obory. V nékte-
rych pripadech je velmi tézkeé rozlisit, zda je dan€ téma matematické nebo infor-
matické. Patri logika, teorie grafu, ¢i diskrétni matematika vice do matematiky
nebo do informatiky? Jsou algoritmy vysadou informatiky? V mnoha zemich,
véetné sousedniho Slovenska, je informatika soucdsti ucebnich osnov. U nas
se na informatiku pri tvorbé Ramcového vzdéldvaciho programu ponékud po-
zapommneélo. Obsah Ramcového vzdélavactho programu, nizkd hodinovd dotace
a spolecenskd poptdvka zpiisobuji, Ze jsou Zdci ZS vyucovdni informacni gra-
motnosti a s informatikou obvykle seznamovdni nebyvaji. Autori tohoto clanku
hledaji zpusoby, jak se zakladnimi otdzkami informatiky Zdky seznamovat, a to
predevsim v hodindach matematiky. V tomto clanku uvddime dvé ukazky moz-
ného propojeni mezi matematikou a informatikou.

Uvod

Informatika je, velmi jednoduse feceno, matematikou na informacich. Uci
nas, jak s informacemi pracovat, obdobné jako nas matematika uci pra-
covat s Cisly. Diky informatice miZeme bezpec¢né zasilat pokyny bance
pres internet, nakupovat pomoci platebni karty ¢i vyhledavat na serveru
Google. Zadné z téchto ¢innosti by bez matematiky a informatiky nebyla
mozna. Zajisté je spravné, ze se zaci seznamuji s tim, jak efektivné vyuzi-
vat pocitace — uci se pocitacové gramotnosti. Pocitacoveé gramotny clovek
méa mnohem vétsi uplatnéni na trhu prace. Stejné dulezité ale je i vyuzit
potenciondlu matematicky nadanych zaki a sméfovat jejich rozvoj tak,
aby v budoucnu nebyli pouhymi spotiebiteli modernich technologii, ale
experty, ktefi se budou na rozvoji modernich technologii podilet. Z to-
hoto dtvodu je velmi dulezité, aby se talentovani zaci seznamovali nejen
s tim, jak véci funguji, ale i proc¢ tak funguji.

IPiispévek byl vypracovan s podporou grantu GACR 406/05/P561.
2e-mail: antonin.jancarik@pedf.cuni.cz
3e-mail: habiballa@volny.cz, www: http://www.volny.cz/habiballa/
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Algoritmy a RVP

Autofi ¢lanku prezentuji nazor, Ze algoritmy, a dalsi informaticka té-
mata, by se mély stat soucasti vyuky matematiky na zakladnich a stfed-
nich gkolach. K tomuto zavéru je vede fakt, Ze neni jiny predmét, ktery
by mohl zéky s informatikou seznamovat. Obsah predmétu matematika
vSsak neni ponechéan libovili autori ¢i pfislusnych pedagogi, je urcen
Ramcovym vzdélavacim programem (RVP). Je tedy dtlezité zjistit, zda
algoritmy patii do ramce vymezeného vzdélavaci oblasti Matematika
a jeji aplikace, a tudiz je opravnéné zarazovat informatickd témata do
vyuky. V charakterizaci vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace
RVP (viz [1]) kromé jiného uvadi: ,Vzdélavani klade diraz na dikladné
porozumeéni zdkladnim myslenkovym postupim a pojmium matematiky
a jejich vzajemnym vztahiim. Zaci si postupné osvojuji nékteré pojmy,
algoritmy, terminologii, symboliku a zptisoby jejich uziti.“ Nasledné v ci-
lovém zaméteni vzdélavaci oblasti nalezneme, Ze vyuka matematiky mé
zéky vést k ,vytvareni zdsoby matematickych nastroji (pocetnich ope-
raci, algoritmi, metod Feseni tiloh) a k efektivnimu vyuzivani osvojeného
matematického aparatu ...

Pfestoze se jednd jen o letmé zminky, je zfejmé, Ze zafazovani (pfe-
devsim pocetnich) algoritmi do vyuky matematiky je legitimni. RVP
dokonce predpoklada, ze s zaky bude u jednotlivych postupti-algoritmt
provadén rozbor a vyhodnocovani spravnosti zvoleného postupu a dosa-
zeného vysledku.

Zakladni otazky informatiky

Kazda védni disciplina mé stézejni otazky, kterymi se zabyva. V ptripadé
informatiky to jsou néasledujici otazky:

Lze problém vyftesit?

Jakym postupem lze problém fesit?
e Funguje postup feseni a proc?

Jak rychle vypocet probiha?

Jde to udélat 1épe, resp. jak nejlépe, nejrychleji lze tlohu fesit?

Kazdé z téchto otazek se budeme vénovat v samostatném odstavci.
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Lze problém vyresit?

Tato otazka ma silné teoreticky charakter. V praxi nas vétsinou zajima
konkrétni postup hledani feseni. Existuji vSak i problémy, u kterych sice
vime, ze jdou fesit, ale nevime jak, resp. postup, ktery mame k dispozici,
je z casovych divodi nerealizovatelny. U jinych otazek naopak vime, ze
FeSeni nemaji. Jeden z nejznaméjsich problému informatiky, Problém NP
aplnosti, mé také ryze teoreticky charakter. Problém NP tuplnosti fesi
otdzku, zda kazdy problém, jehoz feSeni lze ,rychle“ ovérit, lze také
,rychle“ fesit. Odpovéd na tuto otdzku bude velmi pravdépodobné opét
jen teoretickd, je dokonce mozné, ze koneénym fesenim této otazky bude
odpoved, Ze tato otdzka je nerozhodnutelnd.

Jakym postupem | ze problém fesit?

Odpovédi na otazku, jak problém fesit, je postup vedouci k vyfeseni
— algoritmus. Obsahem vyuky matematiky jsou velmi casto postupy —
algoritmy. Zaci znaji algoritmus pisemného s¢itani, odéitani, nasobeni
a déleni. Ve vyssich ro¢nicich se seznamuji s rozkladem ¢isla na soucin
prvocisel, hledanim nejvétsiho spolecného délitele a nejmensiho spolec-
ného nasobku, dosazovanim do polynomu ¢i hledanim kotent polynomi.
Vsechny tyto védomosti jsou predavany ve formé algoritmi, postupi,
které zdk musi pouze spravné aplikovat na zadand data. Matematika,
stejné jako informatika, je z velké ¢asti o hledani postupt-algoritm.

Funguje algoritmus a proc?

Pro hlubsi porozuméni a chapani souvislosti je nutné ucit nejen jak, ale i
pro¢ véci funguji. Matematika (spolu s informatikou) je mozna jedinym
védnim oborem, ktery dokaze davat pfesné a nezpochybnitelné zdavod-
néni. Pro rozvoj matematického mysleni, a to pfedevsim pii praci s ma-
tematickymi talenty, je nutné tyto souvislosti odkryvat — matematika
neni soustava vzorci, které spadly z nebe. VSechna tvrzeni, kterd v ma-
tematice pouzivame, lze dokazat. Je zfejmé, Ze na vSechny dikazy neni
ve vyuce misto. Na druhou stranu, pokud vyucujeme matematiku bez
dikazu, zaky velmi ochuzujeme. Provést na zakladni skole jeden dikaz,
napf. véty Pythagorovy, pro pochopeni stavby svéta matematiky nestaci.

Jak rychle vypocet probiha?
Nyni se dostavame k stéZejni otzce, ktera oddéluje informatiku od ma-

tematiky. Pro matematika je dilezita otézka, jak nalézt Teseni. Infor-
matika si navic klade otazku: ,Jak rychle vypocet probiha?“ Neékteré
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postupy, se kterymi se v matematice setkavame, jsou v praxi z¢asti nebo
zcela nerealizovatelné z casovych divodua. Je velmi dilezité, aby se zaci
seznamili s tim, ze nékteré vypocty jsou tak pomalé, ze je neni mozné
realizovat ani na nejrychlejSich pocitacich. Typickym prikladem je hle-
dani rozkladu c¢isla na soucin prvocisel pomoci postupného déleni vSemi
potenciondlnimi déliteli. V roce 1876 poukazal F. E. A. Lucas, ze ¢islo
2127 _ 1, které ma 39 cifer, je prvoéislo. Je jisté, Ze nemohl k vypoctim
pouzit ani pocita¢ ani kalkulacku. Zkuste s zaky spocitat, kolik ¢asu by
pottebovali, kdyby museli zkousSet vSechny potencionalni délitele. Dnes
nejvétsi zndmé prvocislo ma priblizné 8,5 miliénu cifer. Opét 1ze snad-
nym vypoctem ovérit, ze provérit vSechny jeho potencionalni délitele by
nebylo mozné ani s vyuzitim vSech pocitact na Zemi vyuzitych po dobu
celého tisicileti.

Predchozi otazky jsou sice zajimavé, ale od skolské matematiky po-
nékud vzdalené. Ukazeme proto dva alternativni, mnohem rychlejsi al-
goritmy k tloham, se kterymi se zaci bézné na zakladnich a stfednich
skolach setkavaji.

Hornerovo schéma

Prvnim algoritmem je Hornerovo schéma. Tento algoritmus se, kromé
jiného, pouziva pro vycet hodnoty polynomu v bodé. Pokud hodnotu
polynomu stupné n v bodé x pocitdme béznym dosazovanim, tak potte-
bujeme n — 1 nasobeni pro vypocet vSech mocnin x az do stupné n, dale
n+ 1 nasobeni na vynasobeni vybrané mocniny pfislusnym koeficientem
a nakonec n s¢itani na secteni vSech clenti polynomu dohromady.

Nyni je dobré polozit si otdzku, zda nemuZeme pocitat efektivnéji,
tedy s vyuzitim mensiho poétu pocetnich operaci. Odpovéd na tuto
otazku je kladnd — ano, existuje zpusob, jak hodnotu obecného poly-
nomu spocitat rychleji. Nazyva se Hornerovo schéma.

Myslenka vypoctu podle Hornerova schématu je velice jednoduchéa a
budeme si ji demonstrovat na polynomu 52° — 62 + 4x — 5.
Tento polynom muzeme vhodnym prezavorkovanim upravit do tvaru
(-2 —6) -2 +4) x—5.7Z né je zfejmé, ze pro vypocet hodnoty
polynomu (pokud je zapsdn v tomto tvaru) sta¢i pouzit pouze tiikrat
operaci nasobeni a tfikrat operaci déleni. Na rozdil od Sesti nasobeni a
t¥1 s¢itani v pripadé bézného dosazovani.
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Vypocet podle Hornerova schématu miuzeme zapsat do tab. 1:

5 —6 4 )
v bodé 3 5-3=15 9-3=27| 31-3=99
5 |16-6=9|27+4=231|93—-5=288

Tab.1: Prubéh vypocétu podle Hornerova schématu

V pripadé obecného polynomu stupné n potfebujeme pii pouziti Hor-
nerova schématu pro vypocet hodnoty v bodé 2n operaci na rozdil od 3n
operaci v pripadé normélniho dosazovani. Druhou vyhodou Hornerova
schématu je to, ze se v ném obvykle vyskytuji mnohem mensi ¢isla nez
v pripadé bézného dosazovani.

EuklidGv algoritmus

Druhym algoritmem, ktery si predstavime, je Euklidiv algoritmus pro
hledani nejvétsiho spolecného délitele. Pomoci Euklidova algoritmu je
mozné vypocitat velice rychle nejvétsi spoleény délitel dvou cisel bez
toho, abychom znali jejich rozklad na prvocdisla.

Postup je velice jednoduchy: Vezmeme obé ¢isla a vétsi z nich nahra-
dime zbytkem po déleni vétsiho ¢isla mensim (popfiipadé rozdilem vétsiho
a mensiho ¢isla). Cely postup opakujeme, dokud jedno z ¢isel neni nula.
Potom druhé z cisel je hledany nejvétsi spoleény délitel zadanych ¢isel.

Priklad. Naleznéte nejvétsi spoleény délitel ¢isel 3 565 a 5 704.

3 565 | 5 704
3565 | 2139
1426 | 2139
1426 713

0 713

Tab. 2: Prubéh vypoctu podle Euklidova algoritmu

Uvedeny vypocet ukazuje (tab. 2), Ze nejvétsim spoleénym délite-
lem c¢isel 3 565 a 5 704 je cislo 713. Euklidiv algoritmus je v porovnani
s klasickym algoritmem, ktery vyuziva rozkladu ¢isla na prvocisla, vy-
razné rychlejsi. Chtélo by se fici nesrovnatelné rychlejsi, informatika nas
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vsak pravé srovnavat rychlost algoritmt uci. Pokud by nékdo dokazal
rozkladat c¢isla na soucin prvocisel v ¢ase srovnatelném s casem, ktery
potifebuje Euklidiv algoritmus na nalezeni nejvétsiho spole¢ného déli-
tele, bylo by nutné vyrazné zménit zabezpeceni sité Internet. Prakticka
neproveditelnost rozkladu ¢isla na prvocisla je zdkladem RSA algoritmu,
ktery je nejcastéji vyuzivanym Sifrovacim algoritmem v siti Internet.
Zaver
Uvedené dva algoritmy predstavuji naznak cesty, jak seznamovat zaky
s problémy z oblasti teorie slozitosti. Autofi zastdvaji nazor, Ze infor-
matika jako véda by neméla byt na nasich skoldch opomijena. Diskuze
o ,rychlosti“ algoritmi a seznamovani s alternativnimi algoritmy je jen
prvnim krickem na cesté k rozvoji algoritmického mysleni.

Dalsim krokem je seznamovat zaky s klasickymi algoritmy. Vhodné je
i formalni zavedeni slozitosti a vy¢islitelnosti. Tato témata jsou dulezita
predevsim pro talentované zaky, kteri maji zajem tcastnit se matema-
tické olympiaddy kategorie P. Jsou proto vhodna pfedevsim jako rozsi-
Fujici ucivo matematiky na stfednich skolach. Praktickou ukazku ulohy
demonstrujici tzky vztah mezi matematikou a informatikou predstavuji
autofi ¢lanku v piispévku Algoritmy ve vjuce matematiky na SS, rovnéz
uvedeném v tomto sborniku.

Literatura

[1] Rdmcovy vzdéldvact program pro zdkladni vzdéldvdni. http://www.vuppraha.cz

Paralelni dg§iny matematiky a fyziky
jako zdroj motivace pro talentované zaky

Miroslava Jaresova, UHK Hradec Kralové!
ABSTRAKT. ZkuSenosti jsou zdkladem lidskiyjch znalosti a my se ucime tyto

zkusenosti aplikovat v bezZném zivoté. V prubéhu vyucovaciho procesu ziskdvd
Zak informace na urovni doposud zndmiych poznatku. Vzhledem k tomu, Ze

le-mail: jaresova.m@seznam.cz
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Zaci ziskavagi ve velmi kratké dobé znalosti, které se vyvijely v mnoha pripa-
dech po mnoho staleti, nelze historicky vijvoj uplné preskocit. Cilem prispévku
je poskytnout naméty pro prdci s talentovanymi Zaky pohledem zpeét do his-
torického vyvoje a ukdzat, Ze historické poznatky a jejich paralelni prolinani
v matematice a fyzice mohou byt zdrojem motivace pri vyuce talentovanich
Zaku v téchto dvou predmeétech. Vzhledem k velkému rozvoji vypocetni techniky
v soucasné dobé se ukazuje jako vhodné (i z hlediska motivace pro prdci s ta-
lentovanymi Zdky) vyuZiti vypocetni techniky v matematice a fyzice. Z tohoto
divodu byl vytvoren CD ROM vhodny pro procvicovdni a rozsitovdni poznatki
z matematiky a fyziky s vyuZitim poditace.

Vztah matematiky a fyziky v procesu poznavani
z historického hlediska

Pro€ je pohled na historii tak dilezity
Zkusenosti jsou zakladem lidskych znalosti a my se uc¢ime tyto zkusenosti
aplikovat v bézném zivoteé.

e V priubéhu vyucovaciho procesu zak ziskava informace na trovni do-
posud znamych poznatkd.

e Vzhledem k tomu, ze ziskdva v kratké dobé znalosti, které se vyvi-
jely po mnoho stoleti, nelze v nékterych pripadech tento vyvoj tplné
preskocit.

e Analyzou historie matematiky je mozno ziskat uzitecné predstavy
o genezi my$leni. (Zrod matematiky je mozno zatradit asi do 6. stoleti
pied nasim letopoétem do Recka.)

V dalsi ¢asti bude ukazan vyvoj pojmu funkce z hlediska fylogeneze?

funkéniho mysleni a ontogeneze® mysleni.

Fylogeneze funk&niho my3eni
Starovék
Ve starovéku ma vyznam nékolik nize uvedenych okamzik.

e Prvni matematické vyjadfeni funkci lze nalézt v babylénskych tabul-
kach funkci.

2fylogeneze = ,skupinovy“ historicky v§voj
Sontogeneze = individualni vyvoj
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e Vyznamny model pro hledani funké¢nich zavislosti poskytovala hvézd-
na obloha a naslednd dlouhodobd pozorovani a zdznamy pohybi
hvézd, coz vedlo k piedpovédi pohybti planet. Clovék se postupné
ucil pomoci posloupnosti diskrétnich iidajt popsat spojity déj.

e Prvni, kdo si uvédomili rozdil mezi diskrétnim a spojitym, byli Re-
kové. Pythagoras délil védy na diskrétni (aritmetika a hudba) a spo-
jité (geometrie a astronomie). Geomet¥i — Meneachmus, Hippias,
Archimédes, Apollonios a daldi rozpracovali teorie mnoha kfivek,
které vznikaji spojitym pohybem bodu.

Stiedovek
Toto obdobi s sebou prineslo dva vyznamné poznatky uvedené nize.

e Rekové rozpracovali mnoho konkrétnich kiivek. Nedospéli viak k mys-
lence obecné kiivky. Tento prechod od oddélenych modelti k univer-
zdlnimu provedl az arabsky matematik al-Birini (973-1048). Jako
prvni zacal uvazovat o kfivce vSeobecné, provadét jeji interpolaci
a hledat jeji extrémy.

e Ve 12.-14. stoleti scholasti¢ti myslitelé na anglickych a francouzskych
univerzitach pfinesli dalsi myslenky o kfivkach. V Oxfordu Robert
Grossette (11687-1253) tvrdil, ze ,vSechny pfic¢iny pfirodnich déji
musi byt vyjadfeny pomoci ¢ar, thlu a obrazci“. Profesor téze uni-
verzity Thomas Bradwardinus (12907-1349) premyslel o kontinuu,
hledal zékon, ktery by spojoval rychlost pohybu se silou. V Paiizi
Nicole Oresme (13237-1382) rozvinul (podle [2]) teorii rovnomérného
a zrychleného pohybu v geometrickém pojeti.

17. stoleti

e _Descartova proménna veli¢ina“ vyvolala prevrat v dosavadni mate-
matice, k ¢emuz prispél rozvoj femesel a techniky.
e Kiivku bylo mozno popsat rovnici

fz,y) =0,
coz otevielo nové moznosti jejiho studia.

Nasledujici stoleti byla jiz ve znameni bouflivého rozvoje funkci. Déale
jiz bude uveden v podobé shrnuti strucény prehled fylogeneze.
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Shrnuti

e Clovék si uvédomil a registroval (i kdyZ jen v diskrétni podobé)
funkéni zavislosti ve svém zivoteé.

e Registrované udaje se naucil pouzivat k planovani vlastni ¢innosti
a predpovidani nékterych déjia v prirodé.

e Clovek zacal vytvaiet tabulky nékterych funkei.

e Rekové si zacali uvédomovat existenci vztahu diskrétni & spojité
a tento vztah rozpracovali v geometrickém popisu krivek.

e Objektem vyzkumu se staly konkrétni kiivky.

e qal-Biruni zacal se studiem zobecnénych krivek.

e Scholastika nastolila otazku funkéni zavislosti jako problému filozofic-
ko-matematického; snazi se o geometrické modelovani pohybu, byla
provedena analyza kontinua.

e Descartes a Fermat studovali kiivky pomoci analytického aparatu.

e Newton a Leibniz analyzovali zapis f(z,y) = 0, resp. y = f(x), jako
samostatny objekt, rozpracovali pocetni postupy jako je substituce,
vyjadfovani funkce pomoci mocninné fady apod.

e Johann Bernoulli definoval funkci analyticky bez uziti geometrie a fy-
ziky.

e Gregory a Taylor rozpracovali univerzalni metodu rozvoje funkci po-
moci mocninné tady.

e Fuler v poloviné 18. stoleti kladl pojem funkce jako ustfedni pojem
v matematické analyze.

e V 19. stoleti se pojem funkce zevseobecniuje na libovolné zobrazeni
A — B, kde A, B jsou neprazdné podmnoziny mnoziny R.

Ontogeneze funkce ve vyuce

Ontogenezi funkéniho mysleni zaka je mozno rozélenit na tii etapy:

e 73k si nejprve na zakladé svych zkusenosti vytvoii predstavu kvan-
titativnich vazeb pri¢innych jevi — napt. kdyz kohoutkem vodovodu
reguluje proud vody nebo kdyz pii jizdé na kole packou u brzdy re-
guluje zpomalovani pohybu kola apod.

e Pozdéji zak intuitivné vyuziva své zkuSenosti k FeSeni dil¢ich pro-
blému.

e Na stfedni skole se zak nauci systematicky s funkcemi pracovat.
Obecné lze Tici, ze prace s funkcemi ma dvé podoby:

1. vnitini — studium funkeci jako specidlnich matematickych objektt
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2. vnéjsi — vyuziti funkel k modelovani riznych situaci a jevl z ma-
tematiky, fyziky a dalSich oboru
Historicky vyvoj vSak pokracuje dal. V soucasné dobé se ¢im dal
vice za¢ina prosazovat pouziti vypocetni techniky v rtznych oblastech.
Ukazuje se, ze by bylo vhodné vyuzit ji také v pripadé vyuky funkci, ale
i v dalsich oblastech matematiky a fyziky, jak bude dale uvedeno.

Matematika ve fyzice— CD ROM a studijni texty

Jedna z moznosti, jak vyuzit vypocetni techniky pii vyuce matematiky
a fyziky (pfedevsim v ptipadé talentovanych zdku, ale i v pfipadé ne-
talentovanych), byla vytvorit vyukovy CD ROM Matematika ve fyzice.
CD ROM jsem zpracovala v ramci svého doktorského studia na Univer-
zité Hradec Kralové pod vedenim prof. RNDr. Ivo Volfa, CSc. Tento CD
ROM je zaroven také soucasti vytvorené sady studijnich text slouzi-
cich k matematické p¥ipraveé talentovanych zaku resicich tlohy fyzikalni
olympiady.

Charakteristika CD ROMu

Vyukovy CD ROM byl zpracovan predevsim pro zkvalitnéni matema-
tické pripravy talentovanych studentt feSicich tulohy fyzikélni olympi-
ady. Pri sestavovani CD ROMu byla vSak také z nasi strany snaha, aby
CD ROM byl ,viceucelovy“ a bylo mozno ho vyuzivat jak v hodinach
matematiky a fyziky za pouziti dataprojektoru, tak i pro samostatnou
praci zaka.

Na CD ROMu je zpracovano nékolik tematickych celki, o nichz se
déle zminim.

Prvni tematicky celek tvori Funkce ve fyzice. V ramci tohoto tema-
tického celku jsou nejprve zopakovany zakladni matematické poznatky
o funkcich s moznosti samostatného procvicovani pomoci prikladia uve-
denych na CD ROMu. Je zde zpracovana celd fada aplikaci vytvorenych
v prostiedi DELPHI, pomoci kterych je mozno modelovat grafy riiznych
funkci pro zadané koeficienty (obr. 1). Na tyto procvicovaci a opako-
vaci ulohy pak navazuje fada tloh z fyziky, pfi jejichz feSeni bychom se
bez znalosti kresleni grafti funkci neobesli, a jsou zde uvedeny odkazy
na studijni texty (ty jsou umistény na CD ROMu) pro FeSitele fyzikalni
olympiady, kde se ve velké mife s poznatky o funkcich pracuje.
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>7" ExponencialniFce Q@@

O programu

Graf exponencialni funkce y=a"x
Pro spravné zobrazeni os je tfeba dvojice mezi Xmin, Xmax a Ymin, Ymax zadavat symetricky vzhledem k pogatku soustavy soufadnic 0.
Pro nastavené hodnoty je vhodné volit a<=10. Barva os odpovida barvé naposled nakresleného arafu.

Zadejtes 05 y[ 10
Xmin  [3
e [
ymin [0
Yrmex [0

Nové zadani
Mazani

Konec | 10

Obr. 1: Modelovani exponencialni funkce na CD ROMu

Druhy a tfeti tematicky celek tvofi Derivace ve fyzice a Integrdlni
pocet ve fyzice. V ramci téchto celkil jsou nejprve zavedeny pojmy de-
rivace funkce (integrél) a jsou podrobné zopakovany (ev. i vysvétleny)
zékladni pojmy z vyssi matematiky s postupnym prechodem k uziti vyssi
matematiky ve fyzice. Tyto dva celky byly zafazeny z toho divodu, Ze
v soucasné dobé jiz na celé fadé skol neni fyzika ve ¢tvrtém rocniku
(kdy se v probiraji zéklady vyssi matematiky) zafazena mezi povinné
predméty. Ve fyzikdlni olympiadé je vsak tfeba tohoto aparatu pouzit
pii FeSeni uloh v kategorii A (od tloh doméciho kola aZ po tlohy mezi-
narodni fyzikalni olympiady).

Za témito tematickymi celky navazuji studijni texty Diferencidlni
rovnice ve fyzice, Numerické metody teseni rovnice F(x) = 0, Skaldry,
vektory, ..., Souradnice ve fyzice.

Poslednim tematickym celkem, zpracovanym na CD ROMu, je Ma-
tematika kiivek (obr. 2). Tento celek je nejrozséhlejsi a v fadé piipadi
vyuziva poznatkd uvedenych v piedchozich tématickych celcich. Je zde
jednak matematicka cast, kde jsou uvedeny rovnice rtznych krivek, se
kterymi je mozno se setkat v praktickém zZivoté, v fadé pripada je uve-
den vypocet jejich délky nebo obsahu plochy vymezeného danou kiivkou.
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Déle je zde také uvedena historie vzniku k¥ivek (ze které je velmi dobte
vidét, jak se poznatky z matematiky a fyziky v historii navzajem proli-
naly mezi sebou . ..). Opét, jako v pfipadé tematického celku Funkce ve
fyzice, je zde moznost modelovani téchto kiivek (tentokrat i v podobé
animaci vytvorenych v prostfedi DELPHI s moznosti vstupu uzivatele,
ale i animaci demonstra¢nich bez moznosti vstupu uzivatele). Tuto ¢ast
jsem doplnila také celou fadou vlastnich fotografii z praktického zivota,
kde je mozno se s témito kfivkami setkat.

Névrat do hlavniho menu

Matematika kiivek

Zakladni pojmy

| Kuzelosecky a Cassiniho ovaly
| Spirdly

: Algebraické krivky

| Dalsi kiivky

Informace] [Pojem kfivka ] [Literatura] [Instalace prohliZe&h
Obr. 2: Matematika krivek

Kromeé vyse uvedenych témat je na CD ROMu pro doplnéni uvedena
prezentace Matematika a fyzika — déjiny. Jedna se o prezentaci vytvote-
nou v PowerPointu se zamérenim na osobnosti, které prispély k rozvoji
téchto dvou véd od minulosti az po souc¢asnost (obr. 3).

Sudijni texty
Vzhledem k tomu, Ze ne kazdy chce pracovat s texty v elektronické po-
dobé, jsou soucasti vyse uvedeného kompletu také studijni texty, jejichz
nazvy zde uvadim (tyto texty jsou v elektronické podobé rovnéz na CD
ROMu). Jedné se o stejné studijni texty jako na CD ROMu. Tyto texty
je rovnéz mozné stdhnout z Internetu a vytisknout. Jsou uvedeny na
strankéch fyzikalni olympiddy na adrese http://www.uhk.cz/fo.
Zajemci, ktefi chtéji cely komplet — KAPITOLY Z MATEMATIKY PRO
RESITELE FYZIKALNf OLYMPIADY najednou — tj. studijni texty v papirové
podobé i CD ROM, mohou si jej objednat na adrese ivo.volf@uhk.cz.
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Matematika ve fyzice

Funkce ve fyzice
Diferencialni poéet ve fyzice
Integralni poéet ve fyzice

Diferencialni rovnice ve fyzice - PS soubor nebo
PDF soubor

Matematika a fyzika - déjiny - prezentace

PowerPoint

Numerické metody Feseni rovnice #¢)=0
Skalary, vektory, ... - PS nebo PDF soubor
Souradnice ve fyzice - PS nebo PDF soubor
Matematika kiivek

Informace] [Instalace prohli¥e&h PS a PDF souborii] [Instalace prohli¥ege pro PowerPoint

Soubory pro tisk

Funkce ve fyzice - studijni text k CD - format PS - format PDF
Diferencialni pocet ve fyzice - studijni text k CD - format PS - format PDF
Integralni pocet ve fyzice - studijni text k CD - format PS - format PDF
Diferencialni rovnice ve fyzice - studijni text - format PS - format PDF
Skalary, vektory, ... - studijni text - format PS - format PDF

Souradnice ve fyzice - studijni text - format PS - format PDF

Matematika kiivek - studijni text k CD - format PS - format PDF

Obr. 3: CD ROM

Vratme se ale jesté zpét do historie.

Archiméddv spis Metoda

V roce 1906 nalezl dansky ucenec, vydavatel Eukleida a Archiméda,
J. L. Heiberg dosud neznamy spis Metoda. V cafihradském klastete
sv. Hrobu byl uloZen pergamenovy rukopis pochézejici z Jeruzalémského
klastera sv. Sabby, ktery obsahoval opisy nékterych Archimédovych spisii
z 10. stoleti. Zbozni mnisi litovali tento velmi kvalitni pergamen pro svét-
ské, jim nesrozumitelné Archimédovy spisy a v 12. az 14. stoleti smyli
staré pismo, aby na tomto pergamenu pak napsali posvatnou liturgic-
kou knihu euchologion. Nastésti se jim nepodafilo pismo smazat Gplné.
Heiberg knihu nasel a podafilo se mu rozlustit zbytky pisma a dopl-
nit chybéjici c¢ast. Vedle nékterych znamych rukopist nalezl v rukopisu
i dosud nezndmy Archiméduv spis Metoda (obr. 4.). Tento sviij objev
zvefejnil v ¢asopise Hermes v roce 1907.

V roce 1998 koupil za 2 miliény dolarti Archiméduv rukopis v aukci
soukromy sbératel Christie. Ten rukopis zapuj¢il k védeckému vyzkumu,
ktery zacal v roce 2000. Skupina védcu zacala rukopis zkoumat pomoci
prostiedkit a metod soucasné fyziky. Jako nejpiijatelnéjsi metoda vy-
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zkumu se v tomto pripadé ukéazala multispektralni analyza. Tento vy-
zkum by mél skonéit nékdy kolem roku 2008. (Vice informaci je uvedeno
na http://www.omogenia.com/arch.htm.)

Obr. 4: Archiméduv spis Metoda

Archiméduv spis Metoda nabizi také jeden ze zdroju motivace pro
zéky — sledovani vysledka vyzkumu tohoto spisu na Internetu. Zaro-
veni s tim je moZno také poukdzat na skutec¢nost, ze Archimédovy spisy
studoval také Newton a mozna ze na jejich zakladé pak vytvoril svij
infinitezimalni pocet, o némz je znadmo, %e ma svij puvod v Fecké mate-
matice.

Moznosti, jak motivovat zaky na zakladé historickych poznatkt, je
celd fada. Vzpomenme napt. na kvadraturu paraboly, problém Archi-
médova kuzele a koule, Archimédovu mechanickou metodu a fadu dal-
Sich ... Vzhledem k omezenému rozsahu c¢lanku vsSak toto neni jeho
cilem — cilem bylo pfipomenout si a uvédomit si, ze i dnes se ukazuje
vhodné se vracet do historie a hledat zde dalsi moznosti, jak motivovat
zaky ke studiu matematiky a fyziky.

Ukazuje se, Ze v soucasné dobé jedna z moznosti, jak motivovat zaky,
je také prace s vypocetni technikou, coz vedlo k tvorbé CD ROMu, ktery
byl v tomto prispévku predstaven a ktery by snad mohl svym dilem
prispét ke zvysSeni motivace zakl zabyvat se témito prirodnimi védami.

Literatura

(1] Hejny, R. a kol: Tedria vyucovania matematiky 2. SPN, Bratislava, 1990.

[2] Znam, S.: Pohlad do dejin matematiky. ALFA, Bratislava, 1986.

[3] Jaresovéd, M. , Volf, 1., Vybiral, B.: Kapitoly z matematiky pro tesitele fyzikdlni
olympiddy (s doprovodnym CD ROMem). Knihovnicka FO ¢. 73, MAFY, 2006.

[4] http://www.omogenia.com/arch.htm (anglicky).

[5] http://www.archimedespalimpsest.org/ (anglicky).

[6] http://www.math.ubc.ca/ cass/archimedes/parabola.html (anglicky).
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Rozdily ve strategiich reSeni u devitiletych zaku
Michaela Kaslova, PedF UK Praha

ABSTRAKT. Jde opravdu vytipovat nadprimérného Zdka jiZ ve veku 9 let?
K pokusu byly vybrdny tri ulohy, Zdkovskd Tesenti byla analyzovana a Zaci dale
sledovani v prechodu z pruntho na druhy stupen a u vytypovanych ddle na dru-
hém stupni ZS, respektive na nizsim stupni gymndzia. Jsou Zdci, ktert se jevili
prumérni v téchto ulohdch, a presto se u nich prokdzal ,talent na matematiku*?
V' clanku jsou analyzovany dvé ulohy.

1 Zaci avolba Gloh

Jak bylo uvedeno na Dvou dnech s didaktikou matematiky 2006 (Kaslova,
2007), vyznamnou roli v kvalité TeSend Gloh nadprimérnymi zdky hraje,
kromé primarni motivace (rad fesi, problém ho zaujal svoji podstatou),
trpélivost. Zaci, kteif vykazuji nadprimérné vikony v mladsim a stied-
nim gkolnim véku (ve smyslu Matéjcka, Mertina), pfichézeji na FeSeni
zpravidla rychle, nezfidka vhledem. Vsimnéme si nyni zaku, ktefi nejsou
zvykli experimentovat po delsi dobu. Je-li tloha takového charakteru,
ze vyzaduje delsi zamysleni, nezanedbatelnad ¢ast zaka uvedeného véku
vzda jeji FeSeni pro netrpélivost. Staci vSak nadpriamérného zaka povzbu-
dit, pfipadné sekundarné motivovat (je-li na to citlivy) a zpravidla praci
dokon¢i. V ramci laboratorniho experimentu hraje v prekonani netrpé-
livosti vyznamnou roli snaha o udrzeni socialni prestize, i kdyz to neni
zakovi jakkoli naznacovano.

Nadpriumérni zaci pri feSeni tloh ve skole casto nepotiebuji délat
(nejen diky paméti) zapisky, poznamky, zdaleka nejsou zvykli pri resend
psat v takovém objemu, jako je tomu u pramérnych ¢i vyrazné submi-
stvnich nadprimérnych zaki (v druhém piipadé jde podle mé zkusenosti
Castéji o dévcata, respektujici pokyn k psani od tfidnich uciteli, nebo
o chlapce z uéitelskych rodin).

Diky zptisobu feseni, premysleni, maji nadpriamérni zaci neziidka po-
dobné problémy jako ti zaci, ktefi feseni hledaji velmi obtizné — nedokadzi
vhodné popsat slovy, jak na Teseni prisli, jak postupovali. Pokud ma je-
jich Feseni alespon zéasti pisemnou podobu, povazuji to za postacujici a
tim pro né verbalizace grafickych znaki ztraci na smysluplnosti — osla-
buje se zkusenost prace s jazykem. Verbalizace v llohach zamétenych na
usuzovani by pfitom mohla mnohé usnadnit, pomoci probrané moznosti
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si lépe zapamatovat, snadnéji negovat ve spojeni s metodou vylucovaci,
zvédomit nékteré postupy.

Nadprimeérni zaci maji tendenci podceriovat ulohy, kde se pracuje
s ,malymi ¢isly“ nebo jednocifernymi nasobky mocnin deseti. Precenuji
metodu kalkulu a na druhé strané podcenuji jiné metody feseni, mozné
i pod socialné kulturnim tlakem médii, rodict.

Pod vlivem ucitelt ¢asto nadprimeérni zaci neuvazuji o existenci vice
reseni. Dvacetiletd hospitacni zkusenost ukazala, ze pokud mé tloha
vice FeSeni (FeSenim je vice ¢isel, vice umisténi, vice n-tic apod.), ucitel
se vétsinou spokoji s jednim (prvnim nalezenym) pfipadem vyhovujicim
podminkdm zadani, pifipadné s naznakem, ze existuje i dalsi. V pod-
staté se pracuje s Castenym fFeSenim, tloha tak zlstava neuzaviena.
Vyjimku tvoii napt. feseni nerovnic. Ucitelé zpravidla nesmeétuji k vyctu
celé mnoziny ¢isel, avsak alespon usiluji o naznak jejich hranic. To vede
nadprimérné zaky k pohodlnosti uvazovat o dalsich moznostech, pokud
to neni pfimo v zadéani tlohy, k navyku nedotdhnout reseni do konce.

Jednou z vyznamnych motivaci nadpramérnych zaku je objevit a po-
chopit princip, na kterém FeSeni stoji. Jakmile ho objevi, napéti (,ma-
tematicky adrenalin“) opadd a dotazeni feseni do potfebnych detaill je
pro né jiz nezajimavé, poptipadé podcenuji posledni fazi feSeni, prezen-
taci Tesent, kterou odbyvaji — pracuji nejradéji s naznakem. To miize
byt také divod, pro¢ pro pfipadné vysvétlovani (s vyjimkou typu ,sa-
maritdn“ ve smyslu Slavikové (1995), nebo typu, ktery se rad predvadi
a mluvi u toho) vyhleddvaji partnera nejméné téze intelektové tirovné.

Volba tloh se opirala na jedné strané o tyto slabiny, na druhé strané
bylo pfi jejich prezentaci usilovano o maximalni otevrenost v charakteris-
tice téchto tloh — zaktim bylo vysvétleno, co tlohy vyzaduji — Ze nejsou
na rychlost, to ze se pracuje s ¢isly, pripadné malymi ¢isly, neznamena, ze
jsou snadné, avsak vyzaduji uvazovani a trpélivost. Je na fesiteli poznat,
zda ma uloha feSeni, nebo ne, pfipadné nemé-li jich vice.

2 Zadani areseni
2.1 Uloha 1l

V poslednich sedmi letech dostavaji clenové Klubu pfitel matematiky
(74ci prvnfho stupné ZS) t¥i stejné tlohy. Prvni tiloha je piejata z Hald
sobota 1985, zadani je upraveno: Mdme 10 cisel — od 1 do 10. Dopln
c¢isla do tabulky na obr. 1 tak, Ze kazdé cislo v Sedém poli je souctem cisel
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v sousednich bilych polich. Kazdé cislo je v tabulce jen jednou. Popis, jak
jsi nasel/la vesend.

Predmétem naseho zkoumani jsou feseni 65 devitiletych zaku, jen
vyjimecné jsou mezi sledovanymi Fesiteli Zdci mladsi (8 let). Nehovorme
zatim o tom, ktefi ze sledovanych zakd byli uciteli hodnoceni jako nad-
prumérni nebo se jevili pti praci v Klubu jako nadpriimérni experimen-
tatorce. Uloha byla také zadana 12 zékéim prvnich a druhgch roéniki,
zékium ve véku mezi 7 a 8 lety. Ty do analyzy nezahrnujeme.

Obr. 1

2.2 Ukazky dialogli

V nasledujicich dialozich je patrné, ze tiloha déti zaskocila. Pfechod od
pocitu snadnosti k soustavnéjsimu zkoumani zbaveného pocitu zklamani
byl u déti rizny. U nékterych byla tato faze provazena opakovanym od-
souvanim a prisouvanim papiru se zadanim. V ukazkach D znaci dité,
FE ucitele.

D1: ,To nejde spocitat. To se musi zkouset ... 7! ... (zkous? umistit
prond ¢isla do tabulky) ... A mé to vibec FeSeni?“ E: ,Ano, dvé ...“
D1: ,Ach jo, to se bude fakt muset zkouSet.“ E: ,,Ale pocitat budes
muset.“ D1: ,Tak jo....“

D2: _Hele, vono to neni tak lehky.“ E: | Proc¢ sis to myslel? Davam
moc lehké tlohy?¢ D2: | Né, ale tohle mi pfipadéa jako pro mrnata. ... To
bude na dlouho.“ E: ,Tak si to zjednodus.“ D2: ,No, to by slo, vlastné
... jo, to jsou sé¢itancilll Cha.“

D3: ... Uz to délam ndk dlouho. Ale 10 nemuze byt bejt v rohu,
... taky musi stat v Sedivym ... No, a devét a vosum taky ... no, pét a
ty mensi bejt v Sedym nemizou. Uz to mam! ... Nemam! (prudce skrtd
v tabulce a zacind psdt vedle). Ted co s jednickou, tieba taky nékde musi
stat? ...«

D4: ;Mam to! ... Nemam. Zase vosum. Hé...J6!! ... Né! Ale musi
tam bejt velky &islo. Ze jo?“ E: ,Proé? ...« D4: ,No jedna nemtize bejt
v Sedivym, jako ze seCtu, dvé taky ne ... Aha! Ale CtyTi to nejde, protoze
sudy a sudy a to by tam muselo bejt dvé dvakrat, nebo tfi a jedna, ale
... Asivim ... ¢
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D5: Uz to zkousim poctvrté!!! Zas to nevyslo. To je désny, fakt.“
E: ,Ukaz, jak postupujes. (predkladd ctyri rizné a chybné vyplnéné ta-
bulky).“ D5: ,Tak znova, ze jo? ... Zas tiikréit, to je désny. D4 se to?
... Asi jo. Uz to nevydrzim. Muzete mi napovédét?“ E: ,Vis, pro¢ to
ti v tabulce nevyslo?“ D5: ,Se kouknem. ... Ahal!l ...Ne. ... Jo, to je
vono.“

D6: ,Hm. Hm. De to?“ E: ,Ano.“ D6: ,Takhle bych to délal ale moc
dlouho. To se musi ... nejdiiv devét do rohu ... to by pak ... nebo sem
Ctyfi ... ne tfi ... dyby tam bylo vosum jo ... to ... to ne ale dvé ...
pak sedum sem ... jo... jo... jo...*

Vypovédi svédéi nejen o tom, ze zaci uvazuji rtizné, ale i o tom,
Ze pro nékteré zustalo Feseni na timorném, vice ¢i méné systematickém
zkoumani pokust. Doba feSeni se u této tlohy pohybovala mezi 5 a
17 minutami. Ten, kdo feSeni nenasel (nékdo po 12, jini maximalné po
21 minutéch), alohu bud odlozil, nebo pozadal, aby si ji mohl vzit dom.
To ovsem neznamend, Ze by to bylo poprvé, kdy tito zaci fesili ilohu déle
nez 5 minut. Jednalo se vSak o ulohy geometricky ladéné nebo zjevné
orientované na permutace. Schopnost soustredit se je v tomto véku jesté
vyznamné ovliviiovana motivaci a postojem k feseni bez ohledu na to,
jaké postaveni ve tridé v zebficku hodnoceni ucitelem zak zaujima.

Tato tloha je také opakované zadavana studentim — oboru ucitelstvi
1. stupné nebo Sppg. Doba Feseni nebyla u zddného ze studenti kratsi
nez 5 minut. Je zajimavé, ze podobné krize jako u zaku se objevily i
u student. Studenti, ktefl nenasli feSeni, pozadovali feseni domi po
10 minutéch.

2.3 PouZzté postupy

Pri teseni tlohy bylo mozné vysledovat tyto postupy feseni:

a) zkusmo umisténi ¢isel do tabulky a ovéfovani podminek

b) tridénd ¢isel na ,vétsi“ a ,mensi*

¢) uvazovani o potenciondlnich sousedech (napi. pres rozklady ¢isel na
dvojice ¢i trojice séitancii)

d) préace s charakteristikou ¢isel (sudost a lichost ¢isel)

e) vneseni systému do zkoumdni (nabyti jistoty, ze nebude zddnad moz-
nost vynechéna, respektive 7Ze se omezi pocet vynechanych moznosti)
Nikdo z z&ku, ktefi pracovali jen postupem a), tlohu nevyfesil. Ta-

kovych zéki bylo 10, tedy 17 %, pouze jeden z nich tlohu dofesil doma

a neni zcela jasné, zda mu nékdo nepomahal; zak to nepoprel, ani ne-

potvrdil. Dalgich 6 zédka (9 %) preslo od a) k b), ale ani ti nebyli ve
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tridé tspésni, 4 z nich tlohu dofesili doma a hlasili se k tomu, ze jim
zarucené nikdo nepomahal. Podle projevené radosti se lze k této verzi
priklonit. Béhem 7 let pouze 4 Zéci (6 %) nenasli feSeni v kombinaci a)
a c¢), ale vSichni nasli feSeni doma. Problém u tf{ z nich byl v tom, Ze se
stale branili vytvareni zapiski — poznamek o nevyhovujicich variantach.
Ani jeden z uvedenych 4 po prvnim pokusu zapisovat FeSeni rovnou do
tabulky dale uvazované varianty nezapisoval a neustale se snazil vari-
anty hodnotit v predstaveé, coz se projevovalo obcasnymi polohlasnymi
komentafi.

Celkem 45 zaki odevzdalo tlohu jako vyfesenou (69 %), z toho 7 zaki
(15 %) predlozilo chybné feseni piehlédnutim chyby (5 z nich s nume-
rickou chybou v uréovani souc¢tu, 3 méli v tabulce jedno ¢éislo dvakrét).
Vsichni tito zaci pouzivali strategie a), b), c).

Z celkového poctu 65 zdkt jich 38 (58 %) naslo aspori jedno spravné
feSeni. Vsichni tspésni Fesitelé presli od strategii a) a b), ke kombinaci
strategil strategii bud c), d), nebo ¢), e). Z uvedenych 38 uspésnych
Fesitelt jich 12 naslo 2 riiznd feSeni, pricemz jen 9 zaki (14 % z celkového
poctu Fesitelil) mélo obé feseni spravné. Pouze jediny 7dk tvrdil, Ze vice
FeSeni jiz byt nemiize, a argumentoval pomoci strategie ¢). Z téch, co nasli
jen jedno spravné TeSeni, bylo pét, kteri nasli doma jesté druhé, avsak
u dvou z nich jsou vazné pochybnosti, zda je nasli sami. To neznamena,
7e by je nenasli, patrné do feseni vyznamné zasahovali ambiciézni rodice.

2.4 Uloha 2 — autorska (1995)

Méme (pfirozend) ¢isla od 1 do 10. Nasim tkolem je vSechna zapsat do
nésledujici tabulky podle téchto pravidel: a) v sousednich polich nesmi
byt ¢isla, kterd se od sebe lisi o 1; b) v sousednich polich nesmi byt ¢isla,
kterd patii do téze nasobilky (jsou nasobky téhoz ¢isla rtizného od 1).
Sousedni pole jsou ty ,malé“ ¢tverce, co se dotykaji celou stranou (ve
sloupci nebo fadku). Uloha byla zadana za podobnych podminek jako
tloha 1, a to 64 zadkam.

Obr. 2
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2.5 Ukazky dialogt

FE: Rozumite tomu?“ D1:  Jasné. No napisu tam dcisla.“ E: ,Je to
lehké?“ D1: ,Cisla do 10.“ E: , Ale nemfizes je tam napsat, jak chces.“
D1:  Musej se prehéazet. ... To je divny, vono to nejde.“ E: ,Myslis,
ze to nemd TeSeni? Tak mé o tom musiS presvédcit.“ D1: ,,Ale vono to
feSeni ma, ze jo? ... Tak mi to feknéte.*

E: ,Chces poradit?* D2: ,Ne. ... Je tam chyba? (E kyvd, Ze ano).
Pro¢ to mam blbé?* E: [ Musis splnit obé podminky najednou: ani
o jednu mensi a pfitom ani ze stejné n-nasobilky.“ D2: [ Aha, ne jedno
nebo ... (druhé) ... To se musi vic pfemejslet.“

D3: ,Jak to, ze 10 nejde ani sem, ani sem, ani tady ...7“ E: Vi§,
co jsi objevil?“ D3: ,Néco jsem objevill? ... No, tak téch deset budu
zkouset na dalsi mista ... No jé6d, jen tady! Tak ... mozna najdu dalsi
takovy divny ¢islo (jako 10) ...«

Podobné jako u tlohy 11 zde doslo v prvni fazi k podcenéni obtiznosti
tlohy. Reseni vyzadovalo dobrou orientaci v roviné, schopnost zpracovat
dvé podminky ve vztahu konjunkce, dobrou orientaci v nasobcich ¢isel
v oboru malé néasobilky, rychlé vybavovani ¢iselné fady prirozenych ¢isel
jak v prirozeném, tak sestupném ostrém linedrnim usporadani. Podce-
néni tlohy vedlo k vyblokovani usuzovani nejméné v prvnich 20 sekun-
dach a prvni reakce byly pomérné rychlé ve snaze zaplnit co nejdrive
vSechna pole, pficemz byla vynechana zpravidla jedna z obou podmi-
nek: stabilné taz, nebo se podle okolnosti skdkalo z jedné podminky na
druhou. V prvnich reakcich se nelisi VS studenti od déti, aviak studenti
v prumeéru vyrazné rychleji sami prechéazeji k pokusu-omylu, k usuzovani
a stanovovani dil¢ich hypotéz, méné potiebuji oporu, i kdyz i zde padaji
dotazy, zda mé tloha feseni a pripadné kolik. U této tlohy se jim nezda
fér hledat argumenty, pro¢ ma podle nich pravé tolik reSeni a ne vice.
Diskuse u studentu se toci vice kolem této problematiky. Vice nez déti
maji studenti potfebu tise komentovat vlastni postupy.

2.6. Pouzité détské strategie

a) Strategie pokus-omyl provdzend opakovanymi opravami v tabulce gu-
movanim nebo pouzitim nové tabulky. Tato strategie vétsinou nevedla
k feSeni a pokud ndhodné zaci na feSeni prisli, nebyli si jisti, zda je
spravné, nedavali vyplnéni tabulky do souvislosti s obéma podminkami.
U nadprumérnych chybéla argumentace, spise se podivili, Ze to ,asi vy-
chézi“.
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b) Vneseni systému do experimentovani zpravidla s volbou ¢isla do
vrchniho étverce a variovani ¢islic na zbylych pozicich (kdyz bude nahofe
dvojka, pod ni mtze — musi byt ...). Obdobou této strategie je formace
dolntho tadku ctvercid — ziejmé u takzvanych konstrukénich typu zaku
(Atkinsonova), ktefi pouzivaji jinou spolupraci hemisfér mozku nez typ
postupujici shora. Tito zaci vychézeji ze Ctvefice ¢isel relativné ndhodné
zvolenych, u které jsou provedeny ndsledné dpravy (2, 5, 7, 8 — 2, 7,
5, 8) zpravidla v jejich poradi. Vychodiskem je vybér jednoho pole a
uvazovani o jeho obsazeni.

¢) Uvazovdni o 4 étvercich ,na hiebenu svahu zpravidla v souvislosti
s charakteristikou cisel sudd-lichd nebylo voleno ¢asto, u 50 % fesiteld
vedlo k tspéchu. Tyto ¢tverce maji ,,méalo* sousedu, a tudiz je nutné je
obsadit sudymi ¢isly. Na tento krok navazovala idea soused sudy-lichy.
Dominanta je v uvazovani o rozmisténi poli v tabulce a teprve po té
o druhé podmince.

d) Uvazovani o ¢tvercich z pohledu poctu sousedi a v disledku toho
uvazovani o jednotlivych ¢islech, ktera dalsi ¢isla mohou tvorit jejich sou-
sedy, mélo nejvyssi uspésnost. Klicovym vystupem této uvahy, vedouci
k tspéchu, je vymezeni poli s jednim sousedem nebo ¢tyrmi sousedy.

e) Vyhodnoceni ¢isel podle poctu moznych sousedi a nésledné uvazo-
véani o jejich vzdjemném umisténi v tabulce (napf. Tonik): 10 / 1, 3, 7;
9 /7 5,4,2,1;,7/10,9,5,4,3,2,1;,6 /1;5 /9,8 7,3,2, 1;
4/9,71,3/10,8,7,5,1;,2/9,7,51/10,9,8,7,6, 5, 4, 3, 2.
Vychodiskem se stala druhd podminka. Zamérenost feSitele se koncent-
ruje zpravidla na ¢islo 6 a jeho néasledné umisténi do jednoho ze dvou
wocaski“. Tato strategie nebyla u vsech tispésna, a to ze dvou divodi:
chybéla koncentrace a trpélivost v nasledném experimentovani a uva-
7ovani. U ¢tyf prokazatelné nadprimeérnych zéki, tedy u 6 % doslo
k opusténi reseni z duvodia poklesu motivace — odkryli kli¢ k feseni a
uvédomovali si, ze nyni je nalezeni vysledku pouhé otézka casu (coz
sami komentovali ,ted uz je to jasny“, , je aha ...ale mé se uz nechce, ze
nemusim, ra¢i to feknu“ apod.). Pouze u dvou fesitelt, t.j. u 3 % doslo
k uvazovani o tom, které z ¢isel mtze obsadit pole se 4 sousedy. Oba byli
v FeSeni uspésni. Obmeénou této strategie byla orientace na dvojice Cisel,
které vedle sebe byt nemohou. Tato varianta rozdélila fesitele do dvou
skupin — pocetnéjsi skupina 7 zakt (11 %) k feSeni nedospélo pfes mnoz-
stvi ,,nevhodnych dvojic“ — vylucovaci metoda se ukazala neekonomicka.
Pouze dva zaci (3 %) nevhodnych dvojic vyuzili jako oporu paméti s tim,
7e celd nasledna tivaha byla provedena polohlasem bez dalsich grafickych
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pomocnych zaznami, jen s dotykanim se prstu poli v tabulce. Tato ego-
centrickd fe¢ (Végnerova 2000) byla pro tyto zdky opakované dilezita
(srovnej Teseni tlohy 1) a je pro né i nadale podstatnou formou FeSeni,
respektive podminkou vedouci s vyssi pravdépodobnosti ke spravnému
vysledku. U posledné zminénych je diskutabilni hovotit o jediné strategii.

f) Vytvoreni tady éisel v prirozeném usporaddni od 1 po 10 s tim,
Ze Tesitelé uvazovali bud nahlas o vhodnych dvojicich, nebo vyznacovali
riznym spojovanim vhodné dvojice ¢isel. Vychodiskem byla prvni pod-
minka. Tuto strategii nepouzil nikdo z pozdéji tispésnych zaku a tato
strategie nebyla z 50 % tspésna.

3 Zavéry

Pokud sledujeme nejmeéne dva roky zéky po feSeni prvni tlohy, mtzeme
vidét, Ze vSech 12 zdkt (8 chlapct a 4 divky, ktefi nasli dvé feSeni)
patii i na druhém stupni mezi nejlepsi v matematice. S nejméné dvou-
letym odstupem cCasu lze konstatovat, ze tispéSnost v TeSeni této tilohy
ve t¥idé neni jedinym znakem signalizujicim nadpridmeérnost. Mezi i poz-
déji uspésné zaky patii i dva z téch, kter{ dlohu dofesili doma (rozhodné
nepatii mezi soutézivé typy). Mezi zaky, ktefi i pozdéji vykazovali nad-
pramérné vykony, byli 3 zaci, ktefi nasli ve tiidé jedno feSeni a druhé
nasli doma. Sami uvedli, Ze se radéji soustiedi v klidu. Uloha se jim libila.
Mezi nadprimérné se fadily i dvé zakyné, které nasly jen jedno feseni a
po druhém nepéatraly ani doma. Je nutné zduraznit, ze do Klubu pratel
matematiky (KPM) chodi Zaci, které prace v KPM bavi, a to neznamen4,
ze by museli byt tim padem nadprimérni.

Sledujeme-li dale zaky z KPM a vy¢lenime z nich ty, ktefi se i pozdéji
jevi jako nadpriimeérni, vidime, ze béhem prace v KPM na prvnim stupni
vykazovali u zkoumanych tloh jiz fadu urcitych specifik. Co vSak vsechny
vysoce nadprimérné zaky v tloze 1 spojuje, je po opusténi strategie a)
prechod k jedné z kombinaci strategii b), c¢), d), nebo b), ¢), e). Naopak
nelze fici, ze kdo pouzil tuto kombinaci, by pak nutné mél i na druhém
stupni vykazovat nadpriimérné vykony.

Nalezena teseni tillohy 2 lze rozdélit do dvou skupin:

1) Ndhodné objevené feseni (u mensiny détskych fesiteltt) blokujici
pokusy o hledéani pfipadnych dalsich feSeni, a to bez ohledu na pozdéjsi
uspéchy v matematice.

2) Hledani a pouZiti strategie nevedlo k tspéchu, pokud bylo ome-
zené na jednu podminku, coz se stalo u dvou nadpréimérnych zakt, pro
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néz ovsem (po opakovéani téze chyby v tloze 3) doslo k pouceni a zvy-
Sené koncentraci na podminky v zadani. Nadprimeérni zaci ve vétsiné
pripadt pracovali sice s jednou podminkou na zac¢atku, avsak v dalsim
kroku délali selekci prvnich moznosti s naslednym pouziti sita skrze dalsi
podminku. U nadprimérnych zaki se vyskytovalo prevazné jako prvni
vyhodnoceni druhé podminky (nésobky) a teprve pak vybér/vylouceni
¢isel, kterd vedle sebe byt mohou/nemohou. Pouze 7Zici takto postupujici
(8 zdkt, tedy 13 %) uvazovali o tom, jak jinak tabulku vyplnit. Jistym
zpusobem to svédéi o ekonomic¢nosti pouzité strategie; neunavila je a ne-
odradila od dalsiho hledani. U vSech tspésnych feSitelt zpusob zapisu
nehrél roli; forma a rozvrzeni poznamek u nadprimérnych zak nevyka-
zovaly vyznamné shody. Oproti tloze 1 u této tlohy zaci pouzivali vice
strukturovanych pozndmek. Vhodnost ¢i nevhodnost poznamek je zde zd-
lezitost znacné individudlni. V letech po sobé jdoucich se u tlohy 2 vysky-
tuji podobné poznamky, ale ur¢ity typ poznamek nezarucuje (ne)taspéch.
U slabsich zakt bylo mozné zaznamenat urcity zmatek z toho, ze nejsou
ze Skoly zvykli délat si k aritmetickym tlohdm svoje poznamky (¢asto
maji i u slovnich dloh pfedepséano, jak pozndmky délat). Nadprameérni
zaci si od pocatku vytvareli poznamky tak, aby jim umoznily informace
dale zpracovat, coz se projevovalo relativné vyssim poctem skrti, které
nebyly projevem hledani feseni, ale vhodnosti — pfehlednosti poznamek
k ndpadim pro FeSeni tlohy (tatdz strategie s riiznou podobou zépisu).
Ti zaci, kterfi byli ispésni v ramci prace v KPM v tlohach kombinatoric-
kého charakteru (kde stacilo najit systém a vypisovat moznosti), nebyli
automaticky tspésnymi fesiteli ilohy 2. Hledani moznosti vyplnovanim
tabulky (jde také o praci s moznostmi) — strategie a) — zde nestacilo. Vy-
znamna se v uloze 2 ukazala schopnost adaptovat se na nové podminky
(nikoli praci se dvéma podminkami) a fe§it ulohu nikoli slovni, avsak
vyzadujici také vytvoreni pozndamek.

I kdyz se obé tlohy zdaly podobné, tspésnost feseni nebyla vazana
na tytéz strategie. Naopak netspésnost feseni méla fadu sty¢nych bodi,
coz by mohlo obohatit praci ucitelt.
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Vyvoj novych forem pécCe o talenty !

Josef Molnér, P¥F UP Olomouc 2
Libor Kvitek, PfF UP Olomouc?

ABSTRAKT. Cldnek pojedndvd o novich prirodovédnyjch soutéZich na Uni-
verzité Palackého v Olomouci, jako jsou Prirodovédny klokan, Fermiho ulohy,
Veda je zdbava, Véda v éteru, Turnaj mést, Mlady vyndlezce, Chemicke work-
shopy atd.

Zajem o prirodovédné obory bohuzel klesa. Proto jsme se my, pracov-
nici Univerzity Palackého v Olomouci, rozhodli hledat atraktivni formy

prace s mladezi v oblasti soutézi. Zaméfili jsme se pritom na nasledujici
oblasti:

e Veda je zdbava: Kolektivni soutéz formou prirodovédnych krouzkt
s prezentaci vysledkti na zavérecné soutézni konferenci.

e Prirodovéedny klokan: Soutéz odvozena od popularni mezinarodni sou-
téze Matematicky klokan.

e Veda v éteru: Interaktivni soutéze pro jednotlivce i kolektivy pres
Internet — MKS, OIFyS, L@byrint.

e Bavime se s prirodou: Popularizace pfirodnich véd formou zabavné
soutéznich jednorazovych akei typu Jarmark Ch-F-M, Letni skola
mladych chemiku, fyziku a matematik, Béh s Klokanem a jiné.

o Turnaj mést: Postupné zaclenéni CR do mezinirodni soutéze, ktera,
je vhodné pro tfidni kolektivy kombinované ptipadné i z vice skol.

e Stredoevropskda matematickd olympidda: MMO v regionu Stfedni Ev-
ropy.

e Hrdtky s matematikou: Jednoduché matematické soutéze a projekty
v ramci t¥idy, resp. Skoly, (etapové soutéze jednotlivet a skupin) pro
1. a 2. stupeni ZS (viceletd gymnézia) s moznosti zapojeni i handica-
povanych zak.

1Zpracovano v ramci feseni projektu ,,STM Morava aneb Véda v pfimém pienosu®,
ktery je pod ¢islem 2E06029 podporovan MSMT CR v réamci Narodniho programu
vyzkumu II.

2e-mail: molnar@inf.upol.cz

3e-mail: libor.kvitek@upol.cz
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o Milady vyndlezce: Tvurci soutéz charakteru vyzadujici aktivni praci
soutéziciho se souborem vstupnich dat (Fermiho problémy) ¢i vytva-
fejiciho novou realitu (Vynélezce).

e Badatel: SOC v novém havu — stfedoskolsky student ve spolupraci
s vysokoskolskym ucitelem — védcem.

o Veda z ,uysky“: Studentské védecké soutéze na VS ve formé védecké
konference.

e Chemické workshopy: Netradi¢ni chemické kompetitivni workshopy
— inovativni forma afektové vyuky a jeji pedagogické hodnoceni.

o Casopisy: P¥éa, PfirodoVédnik.

Vénujme se nyni nékterym vyse zminénym aktivitAm podrobnéji.

Prirodovédny klokan

Cilem soutéze je popularizovat prirodovédné obory mezi mladezi, vzbu-
zovat a podporovat zajem zakt a studentt o tyto obory, prezentovat
jejich zajimavost a uzitecnost. Prvni ovérovaci ro¢nik soutéze Ptirodo-
védny klokan se v CR uskuteénil 25. 4. 2007, a to v kategoriich Kadet
(8. a 9. roénik ZS, 14-15 let) a Junior (L. a IL roénik SS, 16-17 let).
V kazdé kategorii bylo zadano 24 tloh a na jejich vyfeseni méli soutézici
45 minut &istého ¢asu. Resili napiiklad i takovéto tlohy:

Kategorie Kadet

2. Nejvice znakt blizkych ¢lovéku mizeme nalézt

(A) u gibona (B) u gorily (C) u $impanze (D) u makaka (E) u orangutana
4. Mezi kovy nepatii

(A) rtut (B) hoi¢ik (C) zinek (D) kfemik (E) cin

5. Kolik ma ,dodekaedr” stén?

(A)4(B)6(C) 10 (D) 12 (E) 20

6. Nejvéetsi hustotu mé voda pri teploté

(A) 10°C (B) 4°C (C) 0°C (D) —4°C (E) —10°C

7. Ve kterém jazyce znamend ,kangourou® klokan?

(A) anglicky (B) némecky (C) francouzsky (D) polsky (E) estonsky

8. Rybar ulovil kapra, jehoz ocas vazil 1 libru, hlava tolik, co ocas a ptl
téla dohromady, a télo tolik, co hlava a ocas dohromady. Cely kapr vazil

(A) 6 liber (B) 8 liber (C) 10 liber (D) 12 liber (E) 14 liber
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10. Kterd odpovéd na otézku ,,Kolik kosti a svaltt méa clovék* je nejpres-
néjsi?

¢lovek ma 300 kosti a 300 svalu
¢lovek ma 250 kosti a 250 svalu
¢lovek ma 250 kosti a 400 svalu

13. Krystof Kolumbus objevil Ameriku roku

(A) 1592 (B) 1515 (C) 1352 (D) 1392 (E) 1492

14. Martin, jehoz o¢i jsou ve vysce asi 150 cm od Zemé, urcoval vysku
topolu pred skolou pomoci odrazu v kaluzi. Zjistil, ze kaluz je ve vzda-
lenosti 20 m od topolu a kdyz stoji 3 m od kaluze, vidi v kaluzi odraz
vrcholu stromu. Topol je vysoky asi

(A)15m (B)20m (C) 10 m (D) 6 m (E) 22 m

15. Mezi metody, které slouzi k oddélovani slozek smési, nepatii

(A) rekrystalizace (B) extrakce (C) destilace (D) titrace

(E) chromatografie

19. Mezi zeleninu, kterou konzumujeme z ¢eledi lilkovitych (Solanaceae),
patii

(A) pazitka, pér (B) okurka, patison (C) brokolice, kvétak

(D) paprika, rajée (E) petrzel, celer

20. Vynalezce parniho stroje James Watt se k vyrobé parnich stroju
spojil s bohatym birminghamskym majitelem tovarny Boultonem. Pfti
ziskavani novych zakaznikd bylo dilezité vyjadrit, kolik konskych sil
jejich vynalez majitelim dolu usSetfi. Zmérili, ze silny kun vytahne za
1 s 751 vody z hloubky jednoho metru. Tak vznikla jednotka vykonu
1 ktii. Kolika wattim odpovidd vykon 10 koni? (Tihové zrychleni je
g = 10 m/s*, hustota vody je o = 1000 kg/m*.)

(A) 750 W (B) 7 500 W (C) 1 500 W (D) 15 000 W (E) 5 000 W

21. Pro atom, ktery ma nukleonové c¢islo 12, urcité plati, ze jeho jadro
se sklada z

(A) 12 neutront (B) celkem 12 protonti a neutront

(C) celkem 12 neutront a elektrond (D) 12 elektronid (E) 12 protont
22. Které sdéleni je spravné?

(A) nejvétsim kloubem u ¢lovéka je kloub kolenni a nejpohyblivéjsim
kloubem je kloub ramenni
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(B) nejvétsim kloubem u ¢lovéka je kloub ramenni a nejpohyblivéjsim
kloubem je také kloub ramenni

(C) nejvétsim kloubem u ¢lovéka je kloub kycelni a nejpohyblivéjsim
kloubem je kloub kolenni

(D) nejvétsim kloubem u ¢lovéka je kloub kycelni a nejpohyblivéjsim
kloubem je kloub ramenni

(E) nejvétsim kloubem u ¢lovéka je kloub kolenni a nejpohyblivéjsim
kloubem je kloub loketni

23. Jaké mnozstvi vody vznikne spalenim 10g plynné smési vodiku a
kysliku v idealnim pomeéru?

(A)100g (B)1kg (C)0,1g(D)10g(E)1 g

Kategorie Junior

1. Na prouzek papiru délky 1 m zakreslime nejprve znacky, které jej
rozdéli na 4 stejné dlouhé ¢asti a potom dalsi znacky, které jej rozdéli
na 3 stejné dlouhé ¢asti. Pak tento prouzek rozstiihame v kazdém misté,
kde je néjaka znacka. Kolik rtznych délek maji takto vzniklé prouzky?
(A)2(B)3(C)4 (D)5 (E)6

2. Ktera z nasledujicich organel je spole¢na rostlinnym i zivocisnym bun-
kdm?

(A) chloroplasty (B) bunéénd sténa tvorend celulézou (C) vakuoly (D)
mitochondrie (E) leukoplasty

10. Mezi prokaryotické organismy patii

(A) prvoci (B) houby (C) rozsivky (D) fasy (E) sinice

13. Letos 31. bfezna jsme si pfipomnéli 280. vyroc¢i imrti jednoho z nej-
vétsich fyzik vSech dob (pfipomenout jsme si ho mohli i 20. bfezna,
nebot v jeho zemi jesté tehdy platil julidnsky a ne nas dnesni gregorian-
sky kalendaf). Timto slavnym velikinem je

(A) Albert Einstein (B) Thomas Alva Edison (C) Galileo Galilei

(D) Isaac Newton (E) André-Marie Ampere

14. Stavebnice obsahuje pouze dily tvaru kvadru o rozmérech 2 x 3 x 1.
Jaky nejmensi pocet téchto dili potfebujeme k sestaveni krychle?

(A) 6 (B) 12 (C) 36 (D) 216 (E) 288

17. Které latky zastavuji bunécné déleni?

(A) kancerogeny (B) cytostatika (C) antihistaminika (D) antibiotika
(E) antiseptika
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18. Kolik litrtt horké vody o teploté 80 °C je tfeba prilit do vany, ve které
je 80 litra vody o teploté 20 °C, aby teplota byla 40°C?

(A) 20 litra (B) 30 litrti (C) 40 litra (D) 50 litra (E) 60 litra

23. Latkové mnozstvi je dano

) souc¢inem hmotnosti a molarni hmotnosti

) soufinem hmotnosti a molarni koncentrace

) podilem hmotnosti a molarni hmotnosti

) podilem moldrni hmotnosti a hmotnosti

) sou¢inem moldrni hmotnosti a druhé mocniny hmotnosti

(A
(B
(C
(D
(E

Spravnd teseni nékterych uloh

Kadet: 2C,4D,5D,6B,7C,8B,10 A, 13 E, 14 C, 15 D, 19 D,
20 B, 21 B,22A,23D

Junior: 1B, 2D, 10E, 13D, 14 C, 17 B, 18 C, 23 C

Fermiho Glohy

Soutézici dostanou k vyfeseni nékolik tzv. Fermiho tloh a pokusi se je
ve vymezeném Case s pomoci dostupnych informac¢nich zdroju vyfesit.
Soutézici fesi vSechny zverejnéné ulohy daného kola. Prvni a druhé kolo
probiha korespondenc¢né. Do druhého kola se mohou zapojit i ti, ktefi
se prvniho kola nezucastnili. Soutézi se ve dvou kategoriich — ZS, SS, a
to zvlast jednotlivei a zvlast kolektivy. Kritérii hodnoceni jsou presnost
vysledného odhadu, pocet doplnujicich krokt k vyfeseni tlohy, doplni-
kové otazky a hledani odpovédi na né, originalita a zptisob prezentace
vysledkt feseni.

Soutézici Tesi napt. tyto tlohy:

Prvni kolo (probéhlo v terminu f{jen-listopad 2006)

Kolik zrnek fazole vyplni jednolitrovou sklenici (odmérny véalec)?

Jaké je hmotnost (v kilogramech) vSech zaku vasi skoly?

Kolik vlasti méa na hlavé prumérné dospély ¢lovek?

Kolik energie je potieba k tomu, abychom uvedli do varu vodu ve

vSech svétovych oceanech?

Kolik vazi plné nalozeny Boeing 7477

6. Kolik ¢asu stravi pouzivanim mobilniho telefonu zak vasi skoly pru-
mérné za 1 rok?

7. Kolik 100 W zarovek ma stejnou energii jako Slunce?

=W

o
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\Whrana Zakovska Feseni

1. Kolik zrnek fazole vyplni jednolitrovou sklenici?

Nalili jsme do odmérného vélce 30 ml vody a jedna fazole zvedla hladinu
vody o 0,5 ml.

1 fazole ... 0,5 ml

20 fazoli ...10 ml

10ml-100=1000ml =11

20 fazoli - 100 = 2000 fazoli

Do 1 1 nadoby se da vlozit cca 2 000 fazoli.

3. Kolik vlasii ma na hlavé priimérné dospély ¢lovek?

Pro vypocet povrchu hlavy pouzijeme vypocet povrchu koule pomoci
jejiho priméru.

S = nd?

S = 3,14 - 162 cm? = 803 cm?

803 cm? je 100 % povrchu hlavy.

Vlasy zabiraji asi 40 % hlavy, 40 % &ini p¥iblizné 321 cm?.

Na 1 cm? povrchu hlavy p¥ipada cca 300 vlasii.

321 - 300 = 96300 vlast

Odhadem ma dospély c¢loveék na hlavé 96 300 vlast.

4. Kolik energie je potieba k tomu, abychom uvedli do varu vodu ve
vSech svétovych ocedanech?

Abychom uvedli vodu do varu, musime ji dodat teplo Q@ = mc(t — to).
Q=1-4180-(100 —18)J = 342760 J

K uvedeni 1 1 vody (hmotnost 11 vody je 1 kg) o teploté pfiblizné 18°C
do varu musime dodat teplo 342760 J.

V ocednech je 13608,1 hl vody = 13608100 1, hmotnost vody je tedy
m = 13608 100 kg.

@ =13608100-4180- (100 — 18) J = 4664 312 356 000 J

K tomu, abychom uvedli do varu vodu ve vSech svétovych oceanech,
potifebujeme energii priblizné 4 664 GJ.

6. Kolik casu stravi pouzivanim mobilniho telefonu zak vasi skoly pri-
mérné za 1 rok?

Kolik ¢asu stravi primérné jeden zak pouzivanim mobilniho telefonu za
den? 15 min.

Kolik ¢asu stravi primérné jeden zak pouzivanim mobilniho telefonu za
rok? 365 - 15 min = 5475 min.

V prepoctu na hodiny je to 91 h 25 min.
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Jeden zak nasi skoly stravi pouzivanim mobilniho telefonu za rok odha-
dem 91 h 25 min.

Druhé kolo (leden—bfezen 2007)

1. Kolik elektronti projde priifezem vlakna zarovky béhem jednoho dne,
bude-li Zarovka svitit celych 24 hodin?

2. Jakou dobu v sekundach by potieboval zvuk signalizujici vybuch
sopky, aby obéhl celou Zemi?

3. Kolik zrnek ryze snédli obyvatelé Prahy za poslednich 10 let?

4. Novéa hvézda byla objevena ve vzdalenosti 4 svételnych let od Zemé.
Jak velky je objem koule o poloméru 4 svételnych let (v km?)?

5. Kolik atomu obsahuje krystal chloridu sodného o hrané délky 2 cm?

6. Kolik kilogramt COs vznikne spdlenim 1 tuny surové ropy?

7. Jak velka hromada tisicikorun by vznikla, kdyby vam nékdo zaplatil
za kazdy atom Zeleza ve vasem téle 10 K¢?

Tteti kolo -~ FINALE — bylo naplanovano na 25. 5. 2007 na PfF UP
v Olomouci.

Soucasti vyvoje a vyzkumu novych forem péce o talenty je ovérovani
uc¢innosti pusobeni téchto aktivit na zéky a studenty i zjisfovani nazort
ucitel a dalsich pedagogickych pracovniku skolské praxe zapojenych do
realizace zminénych aktivit. Na zakladé zpracovanych vysledki Setfeni
psychologt a pedagogii budou jednotlivé formy prace o talenty modifiko-
vany a dale ovérovany. Zajem o podporu prirodovédnych obort dokazuji
i materialy zpracované praktiky i teoretiky z Velké Britanie, Rakouska,
Slovenska a Ceské republiky v ramci projektu Socrates—Comenius ,,PRO-
MOTE MSc“ i pravé se v Gruzii formujici svétovou asociaci narodnich
poradatelii ptrirodovédnych soutézi s dirazem na Piirodovédného klo-
kana.
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Tabulky fyzikéalnich velicin
Karel Popp!

ABSTRAKT. Souciny mocnitelii zdkladnich velicin uréuji rozméry i ostatnich
velicin. Usporadanou n-tici mocnitelu muZeme povazZovat za polohovy vektor
v n-rozmeérném prostoru. Operacim s veli¢inami odpovidaji prislusné operace
s vektory.

Veliciny jako vektory

Zakladnich veli¢in (ZV) je v Mezindrodni soustavé veli¢in (ISQ) a jedno-
tek (SI) sedm. Od nich odvozujeme riznymi zpiisoby veli¢iny dalsi. Roz-
mér kazdé veli¢iny je uréen n-tici (n = 7) mocnitelit ZV za predpokladu,
ze ZV jsou vzdy sefazeny stejnym zptsobem. Takovou n-tici mtzeme
povazovat za polohovy vektor (PR) mfizového bodu 7-rozmérného pro-
storu (7D). Slozky tohoto PR jsou az na mélo zaludnych vyjimek (napft.
rozmér vinové funkce v 3D) celd disla.

Nézev veli¢iny (terminus technicus) v kazdém jazyce urcuje tuto veli-
¢inu jednoznac¢né a ta ma jednoznac¢né urcen svij rozmér. Mezi rozméry,
polohovymi vektory a jejich koncovymi (mfizovymi) body existuje vza-
jemné jednoznacné prifazeni. Mezi veli¢inami a rozméry vsak pritazeni
jednoznaéna byt nemuseji. Riizné veli¢iny mohou mit tyZ rozmér (préce,
energie, teplo, moment sily, ...). Lze si snadno pfedstavit rozmér, pro
ktery nebyla zatim zadné veli¢ina zavedena. Vztah miti stejny rozmeér je
ekvivalenci na mnoziné veli¢in, ale nikoliv rovnosti.

Rozmeéru nasobku veli¢in odpovidad v tomto znazornéni soucet jim
prislusejicich PR. Integral (diky ¢lenu dg) zvétsi o jednu mocnitele veli-
¢iny q, pres kterou se integruje. Kiivkovy integral tedy zvétsi mocnitele
délky o jednu, plosny integral o dvé a objemovy integral o tii. Prevracené
hodnoté veli¢iny odpovida PR opacny, tedy stiedové soumérny podle po-
catku, ktery odpovida nulovému vektoru. Proto se déleni veli¢inou pro-
jevi jako odcitani ji odpovidajiciho PR. Derivace prvni, obycéejna i parci-
alni, snizi o jednu mocnitele prislusné veliciny. Pti uziti gradientu, rotace
nebo divergence se tedy snizi o jednu mocnitel délky, uziti Laplaceova
operatoru snizuje mocnitele délky o dvé. S¢itat, od¢itat nebo porovnavat

Le-mail: poppk@post.cz
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v rovnici lze pouze veli¢iny stejného rozméru. Vzajemné pfitazeni PR a
rozmeéru je prikladem izomorfizmu.

ZjednoduZeni

Pro odvozeni zadné veliciny nepotiebujeme vsech sedm ZV. Navrhuji
jedno zobrazeni pro mechaniku, tj. tabulku veli¢in odvozenych od délky,
¢asu a hmotnosti (LTM), dale dvé tabulky pro elektfinu, tj. pro veli¢iny
odvozené za prvé od délky, ¢asu, hmotnosti a proudu (LTMI), za druhé
od napéti, proudu, délky a ¢asu (UILT). Pro mechaniku sta¢i zobrazit
miizové body (jejich PR) v 3D. Pro elektfinu potfebujeme 4D. Protoze
se ve vSech téchto tabulkach vyskytuje délka i ¢as, neuskodi sestavit
nejdiive pomocnou tabulku (LT) v 2D. Veli¢iny, definované pomoci tep-
loty, latkového mnozstvi nebo svitivosti, neptsobi zvlastni potize. Tento

napad by snad mohl usnadnit kontrolu pfi piekladech z jednoho jazyka
do druhého nebo pfi tvorbé slovniki.

Mocniny ZV

Nultd mocnina vzdy znaéi veli¢inu bezrozmeérovou, tedy ¢islo (jednd se
napf. o pocet kusii nebo o pomér veli¢in téhoz rozméru). Prvni mocnina
veli¢iny je taz veli¢ina, minus prvni mocnina oznacuje jeji pfevracenou
hodnotu.

Zamérime-li se na mocniny délky, vytvorime tuto 1D tabulku:
(—3) prevracend hodnota objemu (1/objem)
(—=2) 1/ plo$ny obsah
(—1) 1/délka, optickd mohutnost
) dislo, ...
)

délka (i vlnovd), hloubka, vyska, $iika, staticky moment (M1) ne-
hmotného bodu

(2) (plosny) obsah, M1 tsecky nebo oblouku nebo moment setrvac-
nosti (M2) nehmotného bodu

(3) objem nebo M1 plo$ného obrazce nebo M2 tisecky nebo oblouku
(4) M1 objemu nebo M2 plosného obrazce
(5) M2 objemu
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Pro mocniny ¢asu dostaneme:
(1) cas, perioda, polocas rozpadu
(0) islo, ...
(=1)
(2) ¢asova zména frekvence
(=3)

frekvence

Casova zména predchéazejici veli¢iny
Obdobné si budeme pocinat pfi konstrukci tabulek ostatnich ZV.

Tabulka LT

Zk¥izime-1i tabulku pro mocniny délky (L) s tabulkou pro mocniny ¢asu
(T), budeme v ni moci pomoci vektorti zobrazit nejen délku (1,0), objem
(3,0), frekvenci (0, —1), ale také rychlost (1, —1), zrychleni (1, —2) nebo
¢tverec rychlosti (2, —2). Prvni slozka vektoru se bude rovnat mocniteli
délky a druh& mocniteli ¢asu. Tabuka LT bude zakladem pro konstrukci
dalsich vicerozmérnych tabulek.

TabulkaLTM

Tato tabulka vznikne zkiiZenim tabulky LT s tabulkou hmotnosti (M)
a umozni kromsé jiz dosazeného zobrazit i silu (1,—2,1), praci (2,—-2,1),
vykon (2,-3,1) nebo i spoustu jinych veli¢in. Prvni slozka zna¢i moc-
nitele délky, druhé casu, tfeti hmotnosti. Na poradi zfejmé zalezi. Toto
poradi uziva ve své knize Grossen (Kienle, 1994). Lisi se tim od mnoha
autori jinych, ale pro to, o¢ usiluji, se mi toto poradi zda vyhodné&;jsi.

Kazdému mrizovému bodu pfifadime ,nalepku“, kterad jej reprezen-
tuje a nese informaci o této veli¢iné. Bude mit zpravidla tvar obdélniko-
vého policka na obrazovce nebo na papife. Tam ziidime tercik, na ktery
bude mozno kliknout, aby se obsah ,nélepky“ rozprostiel po celé ob-
razovce. Tento obraz by mohl obsahovat dalsi terciky pro vysvétleni a
doplnéni dalsich podrobnosti. Tuto vymozenost by bylo zdhodno vybavit
zalizenim pro navrat do predchézejicich trovni. Znalost veli¢in mtizeme
procvicovat i tak, Ze na tabulce budeme hrat jakési pseudopexeso, jehoz
popis se objevi v pristi verzi.

Tabulku LTM mozno pouzit samostatné i jako podklad pro tabuly
o vice rozmérech nez tfi. Pfi samostatném pouziti nutno rozclenit kazdé
policko tabulky LT na tii ¢asti podle toho, zda je mocnitel hmotnosti
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roven —1,0,+1. Mazeme si predstavit, ze na kazdé policko tabulky LT
postavime domecek, ve kterém veliciny s riznymi mocniteli hmotnosti
ubytujeme po fadé do sklepa, do pfizemi a do 1. patra. Vic zatim ne-
potfebujeme, i kdyz vime, Ze ve vzorci pro pritazlivou silu vystupuje
sou¢in dvou hmotnosti. Staci, kdyz se mocnitelé délky budou ménit jen
od —3 do +3. Mocnitel 5 momentu setrvacnosti objemu zde jiz nebudeme
potfebovat, ani mocnitel 4.

Rizné moznosti grafického provedeni ukazi obrazky. Rozmeéry veli-
¢in, vystupujicich v této tabulce, mizeme oznacit prislusnymi vektory.
Bez ztraty informace muZeme vynechat obé zavorky. Pokud se budou
slozky (mocnitelé) pohybovat v jistych mezich, mizeme vynechat i ¢rky
mezi nimi. Znaménka minus se muzeme zbavit riznym zpusobem: misto
—1,-2, -3, —4 mtzeme psat 1,2, 3,4 bile na ¢erném, nebo k nim pricist
10, ¢imz dostaneme 9,8,7,6. Pak bychom s nimi pocitali modulo 10.
Dopliky do 10 se objevi po slozkach v rozmeérech veli¢in vzajemné reci-
prokych. Délka by byla zakédovana jako 100, objem jako 300, hmotnost
jako 001, frekvence jako 090, objemova hustota jako 701. Rychlost, zrych-
leni, silu, praci, vykon, povrchové napéti a tlak zakddujeme tedy po fadé
jako 190,180,181, 281,271,081 a 981. Vsimneme si, ze koédy pro praci,
silu, povrchové napéti a tlak se 1isi pouze v prvni slozce svych PR, tedy
v mocnitelich délky.

Elektfina

Pro rozliseni téchto veli¢in potfebujeme ¢tyfi souradnice, tedy ¢tyti ZV.
Nékdy se setkdme se ¢tverici: délka, ¢as, hmotnost a proud (LTMI).
Jindy se bude hodit étvefice: napéti, proud, délka, ¢as (UILT). Co ale
udélat s jejich poradim, aby se snadno pracovalo nebo aby to nebylo proti
srsti ustalenym zvyklostem? Co je pro koho dulezitéjsi? Pada v tvahu
i jina Ctverice, tfeba s ndbojem jakozto se ZV misto proudu? Obecnym
problémem zase bude dostat polohovy vektor z D4 na papir nebo na
obrazovku do 2D. Zptsobt je mnoho, snad nelze vyjmenovat, porovnat
a ohodnotit vSechny. Pro¢ se nezamyslet nad mnozinou vektori? Poca-
tec¢ni i koncovy bod kazdého maji po dvou soufadnicich jako zapis tahu
v koresponden¢nim Sachu. Co uz je znamo? Co napadne jiné snazivce?
Z toho, co jsem dosud zkousSel, mne zaujaly dvé moznosti. Prvni (LTMI)
pripomind tradiéni zptisob zdpisu rozmért veli¢in. Druhd (UILT) umoz-
nuje snaze postfehnout uziteéné souvislosti.
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LTMI

Zde jsou jednotky m, s, kg, A. Sestrojime nejdiive dosti prostornou ta-
bulku LT. Vyskytuje-li se prvni mocnina hmotnosti ve znazornované
veli¢iné, oramujeme prislusné policko plnou ¢arou. Pfi déleni hmotnosti
uzijeme c¢aru prerusovanou. Pak do policka zapiSeme mocnitele proudu
nebo pro rizné jeho mocnitele zavedeme rizné znaky, tieba hvézdicky
nebo trojuhelnicky. Pfekvapilo mne, Ze se policka se stejnym mocnite-
lem hmotnosti shlukuji do vétsich bloki a ze az na vyjimky do kazdého
policka zapadne nejvys jedinad dvojice mocniteld hmotnoti i proudu.

UILT

Zde jsou jednotky V, A, m, s. Vytvofime mfiz s t¥ikrat tfemi zahradkami.
Do kazdé umistime tabulku LT. V pravém sloupci vynasobime vSechny
t¥i LT tabulky napétim (V) se v§im, co obsahuji, v levém sloupci budeme
napétim délit. V horni fadé budeme vSe proudem (A) nésobit, v dolni
radé délit. Zahradky muizeme pojmenovat podle rozméru jejich ridicich
velic¢in, to jest podle toho, co se nyni objevi vS§ude tam, kde pfed ipravou
v tabulkdch LT byl PR (0,0), to jest:

{A/V =8, A, VA=W}
{1/V, 1, V}
{1/(VA) =1/W, 1/A, V/A =Q}
nebo
{(=1,1),(0,1), (1, 1)}
{(=1,0),(0,0),(1,0)}
{( 1, *1)a (07 *l)a (1v *1)}
nebo
{91,01,11}
{90,00, 10}
{99,09,19}

Dvojice mocniteltl napéti a proudu je v kazdé zahradce vsude stejna.
Totéz plati po prepocteni i pro mocnitele hmotnosti a proudu. Rozmér
veli¢iny je pak urcen zahradkou a mocnitely délky a casu. Prostfedni
tabulka je vlastné LT, vynechame-li nuly na zacatku. V tabulkach pro
W a 1/W vystac¢ime s jednotkami m, s, kg. MtZeme se bavit hleddnim
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veli¢in, vystupujicich v Maxwellovych rovnicich, a po zptusobu hvézdaru
kreslit zdhadné utvary spojovanim stredu prislusnych policek, jako by to
byla souhvézdi. Objevime jedno takové souhvézdi spolu i s jeho vérnou
kopii vzniklou posunutim a vS§imneme si néjaké analogie. Kromé toho lze
kazdou rovnici jako celek umistit do nékterého policka a tim vyznacit
jeji rozmeér, presné feceno rozmér veli¢in, vystupujicich po obou stranach
rovnitka, ktery musi byt stejny. Mezi riznymi tvary Maxwellovych rovnic
se vyskytuji rovnice téchto rozmeéru:

Rovnice
Rozmeér
UILT
LTMI

1MI

0001

1IMD 2MI 2MD 3MI

A A/m? V V/m? As
0100 0180 1000 1080 0101
8001 2719 0719 0101

3MD 4MI 4MD
As/m®* Vs Vs/m?

0171 1001 1071

7101 2819 9819

Dalsi priklady nasleduji. Neni-li uvedeno jinak, jedna se o veli¢iny
elektrické. VSimnéte si, ze dvojice vodivost a odpor a dale konduktivita
a rezistivita jsou veli¢iny vzajemné reciproké:

Velic¢ina
Jednotka
Poznamka
LTMI
UILT
Jinak

Veli¢ina
Jednotka
Poznamka
LTMI
UILT
Jinak

vykon proud napéti
W A A%
VA W/A
2710 0001 2719
1100 0100 1000
W00 A00 V00
konduktivita rezistivita
S/m Qm
7392 3718
9190 1910
S90 Q10

odpor vodivost kapacita
Q S F
V/A A/V As/V
2718 8392 8492
1900 9100 9101
00 S00 S01
indukcnost
H
Whb/A
2818
1901
Q01

Prepocitani slozek vektort z jedné soustavy do druhé je umoznéno
znalosti rozméru voltu v soustavé LTMI a kilogramu v soustavé UILT:

v soustavé LTMI: V = W/A, rozmér V = 2710 — 0001 = 2719

v soustavé UILT: kg=W/(m?s %)= VA m~2s3,
rozmeér kg = 1000 + 0100 4 0080 + 0003 = 1183
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Pro porovnani doporu¢uji knihu [9]. Tam se jiz vyskytuji vektory
mocnitelt ZV. Autofi, snad inspirovani Goedelem, zamifili vsak jinam.
Riznym ZV priradili riznd prvocisla, jejich mocnindm pak mocniny
téchto prvocisel a odvozenym veli¢inam zase souc¢iny téchto mocnin. Ké-
dovani i dekédovani téchto veli¢in funguje vzajemné jednoznacné. Za-
porni mocnitelé ddvaji vzniknout zlomktm. VSechny veli¢iny (ZV i od-
vozené) lze pak sefadit podle velikosti ¢iselnych hodnot téchto zlomkd.
Stava se to vSak za tu cenu, ze termika bude promichana s elektfinou a
podobné a ze nepozname, ze se tlak, povrchové napéti, sila a prace lisi
pouze mocninami délky.

Zaver

V nasi zemi, jak jsem se dozvédél, se touto problematikou, nazyvanou
teorie rozméru, zabyvaji i V. Havel, E. Mechlova a J. Obdrzalek, je-
muz dékuji za zajimavé odpovédi na moje e-maily a hlavné za uzite¢nou
kritiku a rtzné rady. Na internetu je pristupnd i jind prace. Jeji autor
je dosazitelny jako bures@centrum.cz. Stac¢i vsak ve vyhledavaci Google
napsat SI nebo tifeba jen ,viskozita“ a jeho dilo se objevi na obrazovce.

Snad by se ¢ast tabulek, jak je zde navrhuji, mohla po vhodné tpraveé
pouzit pfi vyuce fyziky i na stfednich skolach. Jako zak redlného gymnéa-
zia jsem se sam pokousel takto usporadat ¢ast svych védomosti, abych
zachytil souvislosti mezi nimi a uleh¢il své paméti. Stredoskoléaci by mohli
dostat budto prazdné tabulky, do kterych by si zaznamendvali veliciny
pravé probirané, nebo tabulky vyplnéné, ve kterych by si znacili probi-
rané ucivo barevnymi fixkami svétlych odstint. Ucitelim fyziky, i tém
budoucim, snad neuskodi, pokud si latku takto zopakuji a doplni. Bu-
dou mit pak lepsi pfedstavu o tom, co nékteré jejich zaky ceka na vysoké
skole, kde se pak nové znalosti na né pohrnou jako vodopad.

Prehledy fyzikalnich veli¢in a jejich rozmértu se skutec¢né vyskytuji
v riznych knihach i skriptech, ¢asto usporadany podle abecedy v nékte-
rém jazyku. Jednotky m, kg, s, A, nejcastéji v tomto poradi, se stile opa-
kuji, nikoliv vzdy pod sebou. Mocnitelé jsou vytisténi malym pismem,
nékdy s preklepy. Znaménko minus je ¢asto malé jako smet, kterou se
¢tenar marné snazi odfouknout.

Nevyhodou mnou navrhovaného zobrazeni je spousta praznych poli-
cek. Jejich pocet je vSak mozno snizit za tu cenu, ze tabulky okrajime,
a co odpadne, poznamename v textu. Tak naptiklad, protoze uzivame
malo veli¢in, kde hmotnost vystupuje v minus prvni mocniné, miizeme si

160



sklepen

1%
1

odpustit. Obétujeme tim vsak stfedovou soumérnost. Pak si

muzeme dovolit riznou sitku raznych fadka i sloupcu. Privital bych spo-
lupréaci na vylepsovani tohoto napadu, které by mohlo vést k vytvoreni
elektronické uc¢ebnice. Mohli by se na tom cvicit a podilet i stredoskolaci.
Za prvni pFispévek tohoto druhu dékuji O. Cernému, zéku SPSE v Plzni
na Slovanech.
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Srovnatelnost testl
Eva Ridka, Cermat, Praha

ABSTRAKT. Vypovédni hodnota testi je zdvisld mj. i na typech pouzivanych
uloh a zpisobu bodovani. Nektere typy uloh jsou vhodné pro posuzovani celych
skupin, jin€ jsou vhodné pro porovndvant jednotlivct a dalsi pro vyclenéni spic-
kovych jedinct napr. v matematickych soutéZich. Spravnd interpretace vysledki
testu je podminéna znalosti konstrukce testu. V clanku jsou uvedeny i néktere
statistické souvislosti ze soutéze Matematicky klokan na jedné z prazskych skol.

Uvodni otazka

MiZe byt vysledek testu ovlivnén vybérem typu tloh? Odpovéd na tuto
otazku je velmi dulezitd nejen pro kazdého, kdo se pokousi vysledky
testl interpretovat, ale v prvé fadé pro tviirce testu. Rozebereme si proto
nékteré typy uzavienych tloh.

Klasifikace typl Gloh

Z hlediska hodnoceni testovych tloh se pouziva zakladni déleni na tlohy
oteviené a uzaviené.

V tzce otevienych tlohéach se hodnoti jen odpovéd (slovni vyjadieni,
upraveny vzorec, ¢iselny vysledek, bod grafu, tsecka apod.). V Siroce
otevirenych tlohach se hodnoti i postup.

Zamérme se pouze na tfi nejcastéji uzivané typy uzavienych uloh.
Nejuzivanéjsim typem uzaviené tlohy je wloha s vybérem odpovédi, tzv.
multiple choice, kde se vybird jedind spravna odpovéd z nabidky nékolika
(Gty¥, péti apod.) odpovédi. Vybér spravné odpovédi se hodnoti plnym
poc¢tem bodii.

Priklad: Tvan mél véera narozeniny. Zitra je ¢tvrtek. Ve ktery den mél
Ivan narozeniny?
(A) v pondéli (B) v atery (C) ve stiedu (D) ve ¢tvrtek

Dalsim typem uzaviené tlohy je uloha prirazovaci. K nékolika tlo-
ham se pfifazuji spravné odpovédi ze spolecné nabidky (pocet odpovédi
zpravidla pfevySuje pocet nabidek). Plnym poc¢tem bodt se hodnoti jen

le-mail: ridka@cermat.cz
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spravné vyreseni vSech ¢asti tlohy. Je mozné pridélit diléi body i za
CasteCné spravné feSeni.
Priklad: V nésledujicich posloupnostech (a,) je apnt1 = a, + 3 pro
vSechna prirozena cisla n. Ke kazdé takové posloupnosti dodefinované
jednim jejim ¢lenem(v A-C) pfifadte prvni ¢len (vybirejte v 1-5):

(A) ajpoo — 299 (1) a1 = 1

(B) asp = 152 (2) a; = 2

(C) agg = 295 (3) a1 = 3
(4) a; = 4
(5) jind moznost

Ve svazku dichotomickych iloh se zpravidla hodnoti pravdivost (ANO)

¢i nepravdivost (NE) nékolika vyrokii. Opét se plnym poétem bodt hod-
noti jen spravné vyteseni vSech ¢asti tlohy.
Priklad: O kazdém tvrzeni (1) az (4) rozhodnéte, je-li pravdivé (ANO),
nebo nepravdivé (NE):
Souc¢in dvou pfirozenych ¢isel je 18.

(1)  Jejich soucet je ¢islo sudé. (ANO-NE)
(2)  Jejich soucet muze byt prvocislem. (ANO-NE)
(3)  Jejich soucet je vétsi nez 8. (ANO-NE)
(4)  Jejich rozdil muze byt nula. (ANO-NE)

Spolehlivost Gloh v testu

Problém nastava pii posuzovani obtiznosti a spolehlivosti testu. Zména
typu tlohy muze oba tyto parametry vyznamné ovlivnit.

V testech CERMATU bylo opakované ovéfeno, ze korelace RIR (ko-
relace tlohy se zbytkem testu) je vyznamné nizs$i u uzavienych uloh
oproti llohdm otevienym. Mezi korelacemi dvojic uzavienych tloh rtiz-
nych typl byva pak vyrazné nejnizsi mezi uzavienymi tlohami typu
multiple choice. Nabizi se tedy tvrzeni, Ze uzaviené ulohy jsou mj. méné
spolehlivé nez tlohy oteviené. Situaci si objasnime na nasledujicim zjed-
noduseném prikladu.

Predstavme si test s 16 tlohami typu multiple choice. V kazdé tloze
se nabizeji ¢tyfi odpovédi, pravé jedna je spravna. Déle predpokladejme
CtyTi idedlni skupiny fesitelt: kazdy ¢len ve skupiné A umi spravné vy-
fesit 75 % tloh, zbytek had4, ve skupiné B 50 %, ve skupiné C 25 % a ve
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skupiné D si s zadnou tlohou nikdo neporadi, jen hada (obr. 1). Jakou
uspésnost v jednotlivych skupinach namérime?

o .

Obr. 1

V prvni skupiné A ma kazdy fesitel moznost hadat ze ¢tyt uloh. Prav-
dépodobnost uhodnuti spravné odpovédi je jedna ¢tvrtina, pri dostatecné
velikém poctu fesitelti tedy v priméru uhodnou jednu tlohu navic. Ve
druhé skupiné B se hada z dvojnasobného poctu tloh, v primeéru se tedy
uhddnou dveé, ve skupiné C tfi a ve skupiné D ¢&tyii (obr. 2).

259%

Obr. 2

V nejlepsi skupiné tedy naméfime hodnotu tispésnosti 81,25 % misto
75 %, v nejslabsi skupiné 25 % misto 0 %. Z ukazky je patrné, Ze navy-
Seni uspésnosti klesa s rustem trovné skupiny, a to linearné od hodnoty
pravdépodobnosti uhodnuti spravné odpovédi (o 25 %) az k 0 %, pokud
by existovala skupina, ktera vyfesi vSechny tlohy testu bezchybné.

Samoziejmé ve skutecnosti neexistuji predvedené homogenni skupiny.
Co muzeme ocekavat u skupiny, v niz jsou jedinci rizné urovné? Pred-
pokladejme opét ve zjednoduseném pripadé napf. skupinu s prumeérnou
uspésnosti 50 %, v niz jsou mj. zastoupeni jedinci trovné A a C. Jakou
uspésnost naméiime?

Pokud je primérnd (skuteénd) tspésnost 50 %, muzeme piedpokla-
dat, Ze v priméru je polovina otazek fesena a polovina otézek se hada,
tedy naméfend uspésnost je opét navysena o 12,5 % (obr. 3).

Jak je mozné snizit nechtény prirtstek tspésnosti testu zptusobeny
héadanim? Problém se zpravidla fesi tfemi moznymi zpusoby. Nahodny
aspéch v 1loze je mozné Castecné snizit vétsim poctem nabizengch od-

170



povedi, dale je mozné upravit bodovani zavedenim trestnych bodu za
chybnou odpovéd a nakonec je mozné zmeénit typ ulohy.

6,25

18,75 %

| e e

) N

Obr. 3

Pokud se pocet odpovédi v nabidce zvétsi ze ¢yt (p = 25 %) na pét
(p = 20 %) nebo dokonce na deset (p = 10 %), mlizeme ocekévat jen
drobné zlepseni situace (tab. 1).

+

p [ 0% |5 % |10 %15 % |20 % |25 % |30 % |35 % |40 % |45 % |50 %| wu

25 %121 % |17 %12 %| 6 % | 0 % 25 %
30 %26 %(22 %18 % |13 % | 7% | 0% 30 %
35 %32 % (28 %24 % |19 %|13%| 7% | 0% 35 %
40 % |37 %(33 % (29 % |25 % {20 % |14 %| 8 % | 0 % 40 %
45 %42 %39 % |35 % |31 % |27 % |21 % |15 %| 8% | 0 % 45 %

50 % |47 % |44 % |41 % |38 % |33 %29 % (23 % |17 %| 9% | 0 % |50 %
1=P |55 % |53 % |50 % |47 % |44 % |40 % |36 % |31 % |25 % |18 % |10 % |55 %
60 % |58 % |56 % |53 % |50 % |47 % |43 % 38 % |33 % |27 % |20 % |60 %
65 % |63 % |61 % |59 % |56 % |53 % |50 % |46 % |42 % |36 % |30 % |65 %
70 % |68 % |67 % |65 % |63 % |60 % |57 % |54 % |50 % |45 % |40 % |70 %
75 %74 %72 % |71 % |69 % |67 % |64 % |62 % |58 % |55 % |50 % |75 %
80 % |79 % |78 % |76 % |75 % |73 % |71 % |69 % |67 % |64 % |60 % |80 %
85 % |84 % (83 % |82 % |81 % |80 % |79 % |77 % |75 % |73 % |70 % |85 %

Tab. 1: Uspésnost v naméfend v testu v zéavislosti na po¢tu nabidek v uzavienych
ulohéch.

Symbolem p je oznacena pravdépodobnost uhodnuti libovolné tlohy,
(p = %, kde n je pocet nabizenych odpovédi). Z tabulky je patrné, ze
napi. pii naméfeni 50% tspésnosti v testu bylo ve skute¢nosti vyfeseno
jen 33 % tuloh s nabidkou ¢tyf odpovédi, pripadné 38 % tloh s nabidkou
péti odpovédi apod.

Kromé priimérné tspésnosti testu se méni vlivem nahodnych odpo-
védi i rozlozeni tspésnosti ve skupiné. V grafu 1 je simulovdno normalni

171



rozlozeni tspésnosti souboru s primeérnou uspésnosti 50 z péti nabize-
nych odpovédi u kazdé z nevytesenych dloh (tmavé sloupce).

Uspésnost 50 %

l3 0o —

[20%:

15% l
10%

S i)
o% L1 -
0 1 2 3 4 ] L T k]

B 5 hadénim O Bez hadani

Graf 1
Pokud by byla pramérné tspésnost testu nizsi, byl by posun zpuso-
beny hadanim jesté vétsi. Navic kazdy jednotlivec v testované skupiné
muze mit jinou ,miru $tésti“, individualni vysledky jsou ¢astecné zkres-
lené a porovnavani uvnitt skupiny je obtizné.

Objektivita vysledk(l v sout&zi Matematicky klokan

Dalsim zpusobem, jak zmirnit nasledky hadani, je zavedeni ,trestnych®
bodt za chybné tlohy. Mohlo by se zdat, ze takové bodovani snizi riziko
hadani a objektivita testu se zlepsi. Napt. stanovenim zapornych bodti za
nespravnou odpovéd je mozné snizit posun primérné hodnoty tGspésnosti
v souboru az k nule, pfestoze fesitelé i nadale hadaji. V soutézi, v niz
se zada a ocenuje nejlepsi vykon a kde se slabsi vykony neocenuji ani
netrestaji, se vyplaci hadat i pres riziko zapornych bodi.

Optimélni je nastaveni hodnoty ¢ za chybnou odpovéd podle vzorce
c= b%, kde p je pravdépodobnost uhodnuti spravného vysledku a b je
pocet bodii za spravnou odpovéd. Napt. v soutézi Matematicky klokan
se v kazdé tloze nabizi 5 odpovédi, tedy p = 0,2. Za spravné odpovédi se
pridéluji 3, 4 nebo 5 bodi. Pro ¢tyrbodové tlohy je tedy vhodné hodnota
¢ = —1, ale pro pétibodové tillohy by bylo vhodnéjsi zvolit ¢ = —% a pro
tfibodové ¢ = —%.

Aby se zamezilo zapornému vysledku, k vyslednému skére se pricita
24 bodu, coz je i pocet otazek v testu, tedy maximalni mozny pocet
pridélenych zapornych bodd za chybné odpovédi.

Jakym zptsobem mutzeme porovnavat jedince mezi sebou, jestlize né-
ktefi hadaji a jini ne? Nejprve se zamysleme nad situaci, kdy se hada
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spravnd odpovéd napf. u osmi otézek s péti nabidkami u kazdé z nich.
V grafu 2 znazornéme rozlozeni pravdépodobnosti uhodnuti urcitého po-
¢tu (0 az 8) spravnych odpovédi v 8 tlohach. Na vodorovné ose je pocet
spravnych odpovédi.

RozloZzeni pravdé podobnosti uhodnuti
spravného feseniv 8 alohach
0
[35%
(307
[25%
[20%
15%
10%:
5%
0%
0 1 2 3 4 5 6 7 8
Graf 2

Nejcastéjsi je uhodnuti jediné spravné odpovédi (kazdy tieti fesitel),
témér stejné Casté je uhodnuti dvou spravnych reseni v osmi tlohéch.
Velmi blizkou hodnotu pravdépodobnosti maji uhodnuti 4 spravnych
odpovédi a ndhodny vybér samych chybnych odpovédi. Z grafu je zrejmé,
ze ne kazdy tesitel bude mit stejny dil stésti.

V soutézi Matematicky klokan jsou tfi sady po osmi tilohéch. V prvni
sadé jsou nejlehéi t¥ibodové ulohy, ve druhé ¢tyrbodové a v nejtézsi pé-
tibodové. Za chybnou odpovéd se odecita jeden bod, proto se k vysledku
pripocitava bonus 24 bodt, tedy ke kazdé sadé je 8 bodu k dobru. V sou-
téznim testu je mozné ziskat 0 az 120 bodu s vyjimkou 1, 2, 3 a 7 bodi.

Veétsinu tribodovych tloh dokazi dobti zaci vyresit. Zastavme se u dru-
hé sady ctyrbodovych tloh. Pfedpokladejme nékolik riznych skupin fe-
siteltt. V prvni skupiné dokazi zaci vyfesit zhruba 25 % tloh, ve druhé
50 %, ve treti 75 % a ve ¢tvrté 90 %. Nékteri zaci uvadéji odpovédi jen
u vyresenych tloh, jini se pokouseji uhodnout i zbytek.

V grafu 3 jsou znazornény obé krajni situace. Svétlé sloupce oznacuji
vysledky bez hadani (Fesitelé na nékteré tlohy neodpovidaji, zaskrtnuté
odpovédi jsou spravné), tmavé sloupce oznacuji vysledky, kdy je u kazdé
ulohy oznacena odpovéd (vyfesend ¢i uhédnutd). Na vodorovné ose je
pocet bodt, které mohou zaci ziskat za vyteseni této sady, véetné bonusu.
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Uspésnost 25 %

359
30%
25,
[20%

15%

10% I

5%

0% .

0 5 10 15 20 25 30 35 40
Graf 3

Celkova tspésnost souboru se ani diky hadani nezméni. Pokud bychom
k uloham nepfic¢itali osmibodovy bonus, byla by prumérnd tspésnost
u obou skupin 25 %, s pripo¢tenym bonusem je priimérné skére v obou
situacich 40 %. Vysledky téch, ktefi dosahli i bez hadani praveé priamérné
aspésnosti skupiny, jsou zobrazeny v nejvyssim sloupci odliSnym vzorem.

Jakym zptsobem se vSak méni postaveni jednotlivci, kteii se rozhod-
nou riskovat a hadaji? V grafu 4 jsou ukazany zmény jednoho z vysledki
ve skupiné (primérného vysledku) pfi ndhodném oznaceni nefesenych
uloh.

Vliv hadani pFl GspéSnostl 25 %
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Z4adny z hadajicich fesitelt neziskd ptvodni pocet bodil. Velka ¢ast
z nich si pohor$i o 1 bod. Zhruba stejny pocet si bud pohorsi o 6 bodi
nebo si polepsi o 4 body. Nezanedbatelna ¢ast si polepsi dokonce o 9 bodu
a zcela ojedinéle i o 14 bodu. Rozdil mezi ptvodné stejné uspésnymi
jedinci je nyni od 0 az do 20 bodi.

Podobné vykyvy v tspésnosti dosahuji i zbyvajici fesitelé ve skupiné,
pokud hadaji. Cim méné tloh vyfesili a vice vysledkt hadali, tim vétsi
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rozdily se vytvorl mezi nimi. Primérnad tspésnost v pocetné skupiné
pritom ztstane zhruba stejna.

Podobnou situaci mizeme znézornit i v dalsich skupinich (grafy 5
az 10).
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P1i poloviénim poctu spravné vyresenych tloh v sadé mohou vznik-
nout pripadnym hadanim zbyvajicich neresenych tloh pomérné veliké
rozdily mezi nékterymi stejné zdatnymi jedinci, vyjimecéné az o 15 bodi.

Néktefi jedinci, ktefi spravné fesi 75 % tloh, mohou diky hadéni
zbyvajici ¢tvrtiny tloh ziskat az maximalni pocet bodl v sadé, tedy
o 8 bodu vice. Nemald ¢ast tesitelt si polepsi o 3 body, nejvétsi pocet
se vSak o 2 body zhorsi. Teprve ve skupiné s velmi dobrymi Fesiteli jsou
rozdily zptsobené tipovanim tloh relativné nizsi, nejvyse 5 bodu.

Pokud bychom sledovali vysledky fesitell v posledni sadé s osmi péti-
bodovymi tlohami, byly by rozdily mezi jednotlivci zptisobené hadanim
nejvétsi. Ulohy jsou obtizné a tispésnost v sadé byva nizka. Hadani se
zacind mirné vyplacet i vzhledem k pramérnému vysledku skupiny. Po-
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kud mé skupina bez hadani primérnou tspé&snost 25 % a s pripoctenym
osmibodovym bonusem je primérné skére skupiny 37,5 %, pak pfi né-
hodném oznaceni vysledkt se primérné hodnoty zvednou na 28 %, resp.
40 %. Naopak u nejleh¢ich t¥ibodovych tloh se hadani skupiné jako celku
mirné nevyplaci.
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Zaveérem lze Tici, ze uzitim zapornych bodu se hadani témér nepro-
jevi na primérném vykonu skupiny. MtZeme proto napf. zjistovat, ktera
t¥ida nebo ktera Skola je lepsi. Naopak jedince, at hadaji ¢i nehadaji,
neni mozné objektivné srovnavat. Minimalni chyby se dopoustime jen
u nejlepsich fesitelt, ktefi v podstaté nemaji prostor k hadani.

Korelace vysledk( testu a znamek ve kole

Pro demonstraci uvedenych okolnosti uvadime vysledky zakt jednoho
prazského viceletého gymnézia v soutézi Matematicky klokan v souvis-
losti s jejich znamkami z matematiky na pololetnim vysvédceni.

U 160 zakt byla korelace mezi vysledkem v soutézi a znamkou 0,26.
Zaci méli primérnou zndmku z matematiky na vysvédcéeni 2,02 a pri-
mérny vysledek v soutézi (55,9 bodt) odpovidd 47 % z maximéalniho
skére v testu.

V grafu 11 je histogram skére v kategorii Kadet soutéze Matema-

ticky klokan a tspésnost v soutézi ve vztahu ke znamkam z matematiky
na vysvédcéeni. Na vodorovné ose je uspésnost v soutézi Matematicky
klokan. Na svislé ose prvniho grafu je uveden pocet fesitelt, ve druhém
grafu znamka z matematiky na vysvédceni.
1, 2 a 3. Z grafi je mozné vycist, ze prumérné vysledky v soutézi jsou
u jednickaru jen o néco malo lepsi nez u dvojkaia a trojkart. Soutézni
test je pro vétsinu zaku obtizny, pravdépodobné velké procento z nich se
uchyluje k tipovani odpovédi. Porovnavani irovné jednotlivych studentt
na zakladé vysledk ziskanych v soutézi neni rozhodné objektivni.
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Pokud bychom v ramci celé republiky hodnotili vysledky v soutézi, mohli
bychom s jistotou fici, Ze vitézové patii opravdu k nejlepsim. K tomuto
ucelu jsou testy vytvareny. Rovnéz je mozné na zakladé ziskanych vy-
sledkti porovnavat troven skol. V zadném pripadé vsak nemohou uci-
telé na skolach porovnavat individudlni vykony jednotlivych studentt
s vyjimkou téch vytecnych. K vysledkiim by méli ptistupovat velmi obe-
zietné.

Literatura

(1] Horensky, R., Rys, P., Zhouf, J., Molnér, J.: Pocitejte s Klokanem 1995-1999,
kategorie Junior. Prodos, Olomouc, 2001.

[2] Calda, E., Dupac, V.: Kombinatorika, pravdépodobnost, statistika. Prometheus,
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Jsou v matematickych tfidach matematicky nadani Zaci?
Vladimir Vanék, Pf¥F UP Olomouc !

ABSTRAKT. Prdce s talenty ve specidlnich tiidich md v CR dlouholetou
tradici. Kritérium pro zarazeni Zakiu do téchto trid se v soucasnosti omezuje
predevsim na uspésné vyreseni pisemného didaktického testu z matematiky.
V krdtkém clanku jsme se pokusili zjistit droveri matematického naddni (hod-
notu matematického kvocientu) studenti pronich roéniku specidlnich trid gym-
ndzit zameérenych na matematiku a porovnat vysledky se studenty béznych gym-
nazidlnich trid. Za ndstroj pro zjisténi matematického kvocientu byl vybrdn test
KALKULIE IV vzhledem k moznosti jeho aplikace na populaci patndctiletych
aZ Sestndctiletych.

Matematické nadani se v poslednich letech dostava do pozornosti
odbornikt. V praxi se pak objevuje predevsim otazka, jak nadané stu-
denty identifikovat a poté s nimi pracovat. Jednou z nejrozsirenéjsi forem
péce o matematicky talentované studenty strednich skol je jejich separace
do specialnich tiid, kde se ve vétsi mife zabyvaji studiem problematiky
z oblasti jejich nadani. Proto i nase vyzkumné setfeni bylo zaméfeno na
studenty matematickych tiid gymnéazii.

V ramci naseho vyzkumného Setfeni byli osloveni feditelé ¢ty gym-
nazii, které poskytuji moznost studia v matematickych tiidach, a jejich
studenti prvnich ro¢nikt byli pozadani o spolupraci. Pro ovéfeni iirovné
matematického nadani byl vybran ojedinély test KALKULIE IV.

Test KALKULIE IV byl administrovan populaci studentt prvnich
ro¢nikt ¢tyrletych gymnéazii a ekvivalentnich ro¢niki viceletych gymna-
zii ,skupinovou formou“. Vzorek respondentti byl vybran zcela tcelné
a testu se podrobili témét vsSichni studenti prvnich ro¢niktt matematic-
kych t¥id na vsech étyfech gymnéziich v Ceské republice, celkem tedy
100 studentt. Jako kontrolni skupina byly vybrany dveé tfidy vSeobecné
vétve Ctyfletych gymnazii (55 studenti)?.

Vék studentt se pohyboval od 15 let 3 mésicti do 16 let 5 mésictt. Vy-
bérem studentii pouze prvnich ro¢nikii byla zajisténa vékova hranice pro

Le-mail: vladimir.vanek@upol.cz

2Jedna tiida z Gymnazia M. Kopernika v Bilovci (27 studenttt), v niz matematiku
uéi tyz pedagog jako v matematické tridé, a druhé trida vseobecné vétve z Gymnéazia
B. Némcové v Hradci Kralové (28 studentt). Obé gymnazia jsou ve svych krajich
povazovana za vyborna. Celkovy pocet testovanych ¢inil 155 osob. Vybrané informace
o respondentech uviadime pro prehlednost v tab. 1.
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pouziti testit KALKULIE IV. V sou¢asnjch podminkéch v Ceské repub-
lice totiz neexistuje jiny standardizovany test na zjisténi matematického
kvocientu starsich studenti.

) pocet pohlavi vk znamka z M
Studenti [ Fema | <16 >16 ] 1] 2 ] 3
Bilovec 25 15 10 12 13 24 | 1 0
Brno 29 21 8 13 16 2001 9| 0
Hradec Kralové 23 19 4 13 10 13| 8 2
Plzen 23 15 8 18 5 10| 10| 3
kontrolni BC 27 9 18 11 16 cevn
kontrolni HK 28 | 3 | 25 | 11 | 17 | “ewwstovano

Tab.1: Charakteristika zkoumaného vzorku

Test KALKULIE IV (test matematickych schopnosti) Paedr. Josefa
Novéka navazuje na linii testd KALKULIE I, IT a III prof. Ladislava
Kosce. Vychazi z posledni verze KALKULIE III, ktera byla standardi-
zovéna v roce 1978 na slovenské populaci déti od 8,6 do 16,5 let. Jde
v ném v podstaté o s¢itani variovaného poctu cernych kulicek, struktu-
rované rozlozenych podle schématu 4 x 25. Test je sestaven z 75 tloh a
délka trvani je presné 35 minut. Timto testem lze hodnotit:

e naruseni v orientaci vpravo-vlevo, nahote-dole
e naruseni prostorové orientace v SirSim smyslu

e uroven numerické slozky struktury matematickych schopnosti

grafickou slozku

e uroven slozky usuzovani

Na zékladé testu lze ur¢it matematicky kvocient (MQ) jedince, a to
obdobnym zpisobem jako pfi stanoveni inteligenéniho kvocientu (IQ),
tj. linearné podle nasledujiciho vzorce:

matematicky vek

MQ = 100

chronologicky vek .
Stejné jako u IQ i u MQ jsou stanoveny trovné hodnot:

e nad 121 (pfip. 126) — vysoce nadprimérné troveri
e od 111 do 120 — nadprimérné droven
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e od 90 do 110 — pramérna troven
e od 70-75 do 89 — podprimérna troven
e nizsi nez 74 — defektni troven matematickych schopnosti

KALKULIE IV narozdil od ptedchozich nastroju pro konstrukci MQ

.....

rakterizuje tiroven matematickych schopnosti respondenti.
Vzhledem k odlisné metodé konstrukce matematického kvocientu do-
slo k posunu v kvalitativnich a kvantitativnich trovnich MQ:

pod 70 — velmi nizkd (defektni) Groven

71-84 — podprimérna troven

85-115 — pramérna troven

116-130 — nadpriimérna troven

nad 130 — velmi vysokd troven matematickych schopnosti

Test je slozen z 36 tloh, jejichz naro¢nost postupné nartsta. ,,Smys-
lem TeSeni testu neni stanoveni celkového poc¢tu barevnych kruhti, nybrz
soucet vsech ¢isel v barevnych kruzich vepsanych. Strukturu testu tvori
podnétové pole obdobné testu Barevna kalkulie. Test neni koncipovan
jako strukturalni test matematickych schopnosti, nybrz jako jednofak-
torovy, a proto neni sestaven ze $kdly odlisnych typu piikladt (Novak,
2002).“

Meéfeni matematického kvocientu vsak mé své nedostatky obdobné
jako méfeni inteligen¢niho kvocientu a je nezbytné jej chapat pouze jako
ukazatele urcitych schopnosti. Pro hlubsi poznéani jedince je nezbytné
tento test doplnit o dalsi metody.

Na zékladé vyhodnoceni byl uréen MQ vSech zti¢astnénych studentii.
Graf 1 nazorné ukazuje rozlozeni dosahovanych hodnot MQ v matema-
tickych tfidach spolu s kontrolni skupinou studenta 1. ro¢nikt ,,vSeobec-
nych“ t¥id gymnazii.

7 vysledki vyzkumného Setieni pomoci testu KALKULIE IV vy-
plyva, ze do tiid se zaméfenim 01-Matematika se selektuji zaci s nadpri-
mérnym MQ. Hranice, ktera odliSuje nadpriamér od pruméru, byla sta-
novena v souladu s autorem standardizovaného testu KALKULIE IV na
hodnotu bodu. Vétsina studentt se pohybuje v dimenzich nadprumeéru
(primérnd hodnota MQ ¢ini 123, nejcastéji se objevuje hodnota 130)
oproti kontrolni skupiné, kde primérnd hodnota MQ je asi 115 (nejcas-
t&ji 106). Opét zdiraziiujeme, ze i Zaci kontrolnich skupin byli vybrani
z gymnagzii, které jsou ve svych regionech povazovany za ,vybérové“.
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Vyzkum absolvovalo i nékolik studenti, jejichz vysledky lze oznacit
jako vynikajici (MQ kolem 147). Néktefi z nich zvladli test jesté pred
casovym limitem.

skupina: mat MQ = 100*10*normal(x; 122,73; 13,6233)
skupina: k MQ = 55*10*normal(x; 115,1273; 15,9989)
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Graf. 1: Cetnosti pozorovanych hodnot MQ u studenttt matematickych a nematema-
tickych tfid

Na sebrana data jsme aplikovali t-test, jehoz vysledky potvrdily, ze
existuje zavislost mezi hodnotami hrubych skdre studentit matematic-
kych a vSseobecnych tfid. Pomoci dvouvybérového t-testu hrubych skére
je t = 2,95, odpovidajici pravdépodobnost je p = 0,0036. Miizeme tedy
tvrdit, ze studenti matematickych t¥id maji obecné vice spravné vytese-
nych tloh, kdezto v po¢tu chybnych feseni nebyl obdobny vztah proka-
zén (t = 0,79, p = 0,4311). Tedy pocty chybnych feSeni nezavisi na tom,
z které tfidy student pochazi. Nase vysledky tak potvrdily poznatky
J. Novéka (Novdk, 2002). Vzhledem k nevelkému poctu respondentt
kontrolni skupiny nemtizeme nase vysledky zobecnovat, resp. rozsirit na
celou populaci.

Vysledky naseho vyzkumu tak ukazuji, ze v matematickych tridach
jsou skutecné sdruzovani studenti s vys$sim MQ nez v béznych tridach.
Presto se i zde nachézeji studenti, jejichz M(Q se pohybuje na trovni
prumérnych hodnot. Tento jev mtize byt zptsoben neustale klesajicimi
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pocty zadjemcu o studium v téchto tfidach a snahou vedeni ziskat dosta-
tek finan¢nich prostfedkd, a tedy prijmout dostatecny pocet studenti,
aby tfidu bylo mozné i nadale zachovat.

Literatura

(1] Kos¢, L.: Psycholdgia matematickych schopnosti. SPN, Bratislava, 1972.

[2] Novak, J.: KALKULIE IV. Psychodiagnostika, s.r.o., Brno, 2002 (ptirucka).

[3] Pridavkova, A.: Identifikdcia a vychova ziakov nadanych na matematiku. Acta
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MO-Z — pozitivni motivace: Tvorba Gloh
Marta Volfova, PdF, Univerzita Hradec Kralové!

ABSTRAKT. Ulohy MO i dalsich souté? se mohou stdt motivacnim prokem
k ziskavani zdjmu o matematiku, jak cdstecné prokazuje vyzkum z diplomové
prace. Vhodné je zatazovat i ulohy, které nevyZaduji konkrétni vstupni mate-
matické znalosti. Uvdadime nékolik takovych prikladi (logickych dloh, kalen-
ddarovych, uloh se sportovni tématikou, jazykovou hdadanku, vytvoreni tecko-
latinského ctverce).

Podle poslednich vyzkumu se zda, Ze nasi zaci 2. stupné zakladni
Skoly maji k matematice negativni vztah, dokonce pii zkouméani PISA
se CR umistila az na poslednim misté mezi viemi provéfovanymi staty.

Mam vsak radostnéjsi zpravu. Nase studentka v ramci zpracovavani
diplomové prace dosla k znac¢né jinym vysledktim, a to u zakd, kteri se
zcastnili aspon jedné z matematickych soutézi (MO, Matematicky klo-
kan, Pythagoridada, Korespondenc¢ni seminaf, skolni matematickd sou-
t€7). V jejim dotaznikovém Setieni odpovidalo 182 zdkt. Méli bodové
ohodnotit oblibu skolnich predmétu a ukazalo se, Ze matematika se u nich
celkové umistila na neuvéritelném 1. misté! (Sice u chlapct — pfi rozdé-
leni odpovédi na chlapecké a divéi — zvitézil télocvik, ktery matematiku
odsunul na misto druhé, pfesto je vysledek velmi mily a ptsobivy.)

le-mail: marta.volfova@uhk.cz
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Nabizi se hypotéza, Ze se projevuje pozitivni motivace matematickou
soutézi. Domnivam se, ze velky vliv tu ma pravé pritazlivost soutéz-
nich tloh. Ve velké vétsing (zvlasté u MO) se 1isi od obvyklych skolnich
tloh, nebot v nich nejde o trénink ve zndmych algoritmech, v dosazovani
do vzorct apod., ale predkladaji néjaky problém, ktery casto vyzaduje
zprvu zkouset, experimentovat, promyslet situace, tfeba odlozit na né-
jakou dobu, pak znovu se vratit a nalézat feseni. Vyzaduji i delsi ¢as od
zadani k feseni, coz pravé MO umoznuje.

Vytvéfet podobné tlohy neni jednoduché. Pracuji (jiz 20 let) v tlo-
hové komisi pro kategorii MO-Z a v ni kazdoroc¢né je tieba pfipravit
asi 50 novych tloh (nékdy je mozné zadat stejnou tlohu napi. v 8. i
v 9. ro¢niku, tim je pak pocet mensi). Ulohy maji byt pfitazlivé, primeé-
fené véku i dosud nabytym znalostem. Nemély by byt fesitelné snadnym
uplatnénim znadmého postupu, ale mély by podnécovat k experimento-
vani, provérovani napadt, k prvkim badatelského pristupu. U mensich
déti se snazime pro vétsi pritazlivost vyuzivat i pohadkovych prvkd —
v tlohach vystupuji draci, ¢arodéjové, trpaslici apod.

Znamy a Casto vyuzivany zdroj tvorivych, ne uplné jednoduchych
uloh je teorie ¢isel. Vlastnosti hledanych ¢isel se kvtli motivaci casto
vyjadiuji opisem — déti pak hledaji ¢isla ,mazand“, ,vesela®, ,vInita“,
HStastnd® ¢i ,nesfastnd® atp.

Prvni piiklad z 57. MO-Z7: Cislo je ,trochu nestastné“, je-li na-
sobkem ¢isla 13, a ,trochu usmévavé“, je-li nasobkem cisla 17. Kolik je
v prvnim milionu pfirozenych ¢isel, kterd nekonci nulou ani pétkou a
jsou pritom zaroven trochu nestastna i trochu usmeévava?

Druhy ptiklad z 57. MO-Z7: Cislo se nazjva ,mazané“, jestlize od
jeho tieti ¢islice (pocitané zleva) plati, ze kazd4a jeho Cislice je soudtem
v8ech ¢islic lezici nalevo od ného. (a) NapiSte dvé nejvétsi mazand ¢isla.
(b) Kolik je vSech ¢tyfmistnych mazanych ¢isel?

I malé déti chapou, Ze ,mazana® ¢i ,vesela“ ¢isla jsou jen zdbavnou
nadsazkou, ze se tii zeleni draci mohou proménit ve dva modré pii setkani
jen v Tisi pohadek.

U kazdé tlohy by mélo byt mozné naprosto nepochybné rozliseni, zda
jde o zabavnou hficku nebo o ulohu z reality. Ani v tlohach MO by se
nemély vyskytovat takové, které vypadaji jako realné ¢i aplikacni, ale
pro realitu jsou zavadéjici az absurdni. Takova byla tloha z 55. MO-Z7,
kde se upravovala silnice tak, ze se valec pohyboval vzdy 10 m vpied a
7 m zpatky. Matematicky byla tiloha docela zajimava, ale prvni 3 metry
silnice tak byly valcovany jen jednou, dalsi 3 metry tfikrat, néasledujici
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3 metry pétkrat a pak se stfidaly metrové tseky valcované sedmkrat
s dvoumetrovymi valcovanymi pétkrét. (Tedy vyroba silni¢ni rolety?)
Snazili jsme se sice détem naznacit, ze nejde o redlnou ulohu tim, zZe
praci provadéli ,mistii“ Pat a Mat, ale ani tak nejsou takovéto tlohy
zrovna vhodné.

Naopak povazuji za velmi dobré zarazovat tlohy, které nejsou zati-
zeny pozadavkem vstupnich konkrétnich matematickych znalosti. Byvaji
to ulohy logické, nékdy ,kalendarové“, mnohdy z oblasti sportu, tlohy
na vazeni a prelévani apod. Pfipomenme nékteré z nich. Vhodnym pti-
kladem logickych tiloh, které nevyzaduji matematické predbézné znalosti
a jsou zaroven pro starsi déti hodné pritazlivé, jsou tzv. ,zebry“. Vyza-
duji vzajemné spravné k sobé priradit prvky nékolika rtiznych mnozin na
zékladé informace o moznych a neslucitelnych spojenich. Lze je vytvaret
opravdu ,ze zivota“ — nékdy se stac¢i rozhlédnout po vlastnim panelaku,
po sousedech, skole, po zvifatech z okoli.

Treti priklad ze seminafe Metody Feseni — autorka M. Kostihova:
Ve skole je pét rtzné barevnych lavic, v kazdé se fesi jiny typ slovni
ulohy, v kazdé sedi chlapec s divkou. Popiste situaci, vite-li, ze
e Martin pocita tlohy na spole¢nou praci,
e Petr a ne Tomas sedi v prvni lavici,
e Katka sedi ve zluté lavici,
e pied Jarkou se Tesi llohy na pohyb,
e za Petrem je oranzova lavice,
e Nikola pocita tlohy na smési,
e Véra sedi v modré lavici s Martinem,
e David nesedi s Nikolou,
e za Katkou se pocitaji logické tlohy,
e zelena lavice je pred modrou,
e ulohy na vazeni a prelévani se pocitaji v predposledni lavici,
e za Nikolou se pocitaji llohy na vazeni a pfelévani,
e Mirek sedi s Janou.
Ctvrty priklad z ,kalendaiovych“ tloh 47. MO-Z6: Zjistéte, zda se
muze stat, aby v nekterém roce nebyl ani jeden patek 13.
Paty priklad z ,kalendafovych“ tloh 53. MO-Z9: Poradové ¢islo
dne bylo ,smutné“, ze nebylo ani jednou v roce nedéli. Které to bylo?
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Sesty piiklad z ,kalendafovych“ aloh MO-Z6 v r. 1996: V jednom
mésici ptipadly tfi stfedy na lichy den. Ktery den pfipadl na 28. v tomto
mésici?

Sedmy priklad z r. 1993 (objevil se v nékolika variantach pro 6. az
8. t¥idu): Dopliite cifry misto x, aby tvrzeni byla pravdiva:

V této tabulce je napsano * cislic 1
V této tabulce je napsano * cislic 2
V této tabulce je napsano x* Cislic 3
V této tabulce je napsano * ¢islic 4
V této tabulce je napsano * cislic 5

Reseni: Celkem bude zapsano 10 &islic, tj. soucet cifer doplnénych za *
musi byt 10. ZapiSeme 10 jako soudet péti s¢itanct z mnoziny {1, 2, 3,4, 5}:

5424141+ 1 — nevyhovuje; byly by 4 jednicky a 4 se v souctu
nevyskytuje

443+ 1+ 141 - nevyhovuje; ¢tyrky i trojky by byly v tabulce
dvé a 2 se v souctu nevyskytuje

442+ 2+ 141 - nevyhovuje; jednicky by byly 3 a 3 se v souctu
nevyskytuje

34+3+2+1+1-vyhovuje

V této tabulce jsou skutecné zapsany tii cislice 1, dveé cislice 2, tii ¢is-
lice 3, jedna ¢islice 4 a jedna dislice 5.

Promysleni a zkoumani nesou i mnohé tlohy se sportovni tématikou.
Casto text za¢ina sdélenim, Ze se nezachovala celd tabulka vysledki zé-
past a je tieba ji doplnit.

Osmy priklad z MO-Z v r. 2001: Doplitte tabulku, znéte-li udaje
pro druzstva Zelenych (Z), Cervenych (C), Modrych (M) a Hnédych (H).

7 C M| H
7z X 3:0 7:1 3 vyhry
Cl0:3 X 2:3 1 vyhra, 1 prohra, 1 remiza
M X 3:3 1 vyhra, 1 prohra, 1 remiza
H x | 1:6 3 prohry
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Reseni: Tabulka ma tvar:

7 C M H | skére
Z X 3:012:112:0| 7:1
Cl0:3] x [0:0]2:0]2:3
M|1:2]0:0 X 2:1| 3:3
H|0:2/0:2]1:2 X 1:6

Devaty priklad (jednodussi varianta pfedchozi tlohy): Nékteré vy-
sledky zapast mezi druzstvy A, B, C, D byly 2:0,1:1,2:2,3:1
a b : 3 a vime, Ze druzstvo A ziskalo 6 bodu, B dalo 2 gdly, C dostalo
8 g6l a D hréalo s B 1: 0. Vyplite tabulku vzajemnych zapasti.

Do oblasti pritazlivych tloh, které nevyzaduji specidlni matematické
znalosti patfi tlohy na pomezi matematickych a jazykovych hadanek.

Desaty ptiklad z 57. MO-Z6: Rekne-li mimozemstan v rozhovoru
o Vanocich ,haf quin lina“, znamena to ,velké zlaté hvézdy“; kdyz ,kari
lina mejk®, znamena to ,blikava zlatd kolecka“; kdyz ,esca haf kari“,
znamena to ,Cervena velka kolecka“. Jak se fekne ,blikavé hvézdy*?

Také starobylé tlohy o tvorbé zajimavych ¢tverct (magickych, la-
tinskych, fecko-latinskych, proskrtévanych aj.) mohou zakovské Fesitele
oslovit.

Jedenacty priklad z 57. MO-Z7 na sestaveni fecko-latinského ¢tverce
4 x 4: Policka na sachovnici 4 x 4 vybarvéte 4 barvami a vepiste do nich
4 pismena J, A, R, O tak, aby v kazdém radku i kazdém sloupci byly
zastoupeny vSechny barvy i vSechna pismena. (Kazdé policko bude ob-
sahovat pravé jedno pismeno a bude vybarveno jednou barvou. Kazdé
pismeno musi byt vybarveno postupné vSemi barvami a také kazdéa barva
musi vystiidat vSechna pismena.) Najdi jedno FeSeni.

Lze tedy vytvaret mnohé ulohy, které budou fesitelné a pritazlivé i
pro zaky, ktefl nemaji radi vzorecky a odmitaji se ucit zpaméti vzorce
i ,osvédcéené postupy® (coz byvaji Casto pravé ti talentovani), ale které
zaujme hledani feseni tajuplnych, nejasnych ¢i témér ,nemoznych“ pro-
blémi. A takové by pravé v MO nemély chybét, nebot pritahuji zajem i
rozvijeji badatelské pristupy a tim i matematické talenty.

Literatura
[1] Louzeckd (Svobodova), L.: Péce o matematické talenty. UHK, 2006 (diplomova
prace).

[2] Volfova, M.: Metody feseni matematickych iloh. Gaudeamus, Hradec Kralové,
2000.
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M atematicky nadani problémovi Z&aci
Eva Vondrakové, Spole¢nost pro talent a nadani, Praha!

ABSTRAKT. Matematicky nadani Zdci c¢asto citlivé reaguji na kvalitu vyjuky.
Neni-li pro né dostatecné ndroénd a zajimavd, jsou frustrovani. Stejné citlivi
jsou na pristup ucitele a jeho porozuméni osobnosti ziki. Casto se citi osamo-
ceni a ,jini“ uprostred tridy plné spoluzdiku. Nékdy jsou skutecné ndpadné jing,
jindy jde ,jen o jejich vnitrni proZivant, o kterém okoli nemd tuseni. V tomto
clanku upozornime predevsim na pripady, kdy jsou Zdci vyrazné intelekové na-
dani, ale osobnostné ,probléemovi“, a své projevy nemaji zcela pod kontrolou.
Price s nimi je pro vétsinu uciteli velmi obtiznd. Uspésnd realizace jejich ma-
tematického nadant je obvykle provdzena i zlepsenim jejich dalsich problémai.
Na zdkladée kazuistik a odborné literatury uvedeme, za jakych podminek tyto
déti , fungugi lépe“, a cemu by se tedy méla vénovat pozornost, aby ani jejich
matematicky talent neprisel nazmar.

Vymezeni ramce clanku

Matematicky nadani problémovi zaci tvofi velmi pestrou skupinu. Vét-
Sinou se ,nevejdou“ do moznosti, které nadanym skytda nova skolska
legislativa a rdmcové i skolni vzdélavaci programy. V tomto sdéleni se
budeme vénovat predevsim tém intelektové nadanym zaktm, ktefi maji
vyrazné osobnostni zvlastnosti a nemaji své chovani zcela pod kontro-
lou. Tim predstavuji problém pro své okoli. Jejich pritomnost komplikuje
praci s ostatnimi zaky ve tfidé. Nékteré tyto nadané problémové (rizi-
kové) zaky nelze pustit ze zfetele ani o prestévce. Z téchto davodi byvaji
vylouceni z tcasti na vyletech a skolach v prirodeé.

Je velmi obtizné najit takovy zptusob vzdélavani a vychovy, ktery by
umoznil co nejuplnéjsi intelektovy rozvoj téchto déti a nékteré z nich za-
roven vybavil pro tspésné prezivani ve spolecnosti ostatnich. Pokud se
nam vubec podafi najit i¢inna opatfeni, nastava problém s jejich organi-
za¢énim, finanénim a personalnim zabezpecenim. ReSenim nebo alespoii
vydatnou pomoci by napriklad mohla byt pritomnost asistenta. V sou-
casnych podminkach je ale ziskani asistenta pro dité, které nema zjevny
zdravotni handicap a jehoz inteligence dokonce vyrazné prevysuje pru-

Le-mail: eva.vondrakova@email.cz
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mér, prakticky nemozné. Nejjednodussi pro skolu tedy je takového zdka
se zbavit, pripadné jej neptijmout, bez ohledu na jeho, v tomto ptripadé
matematicky, talent. A tak ¢asto pfijde nazmar ... Lze tomu néjak za-
branit?

Materialy o velmi problémové nadanych

O vychové a vzdélavani nadanych existuje obrovské mnozstvi kvalitnich
odbornych tituli, zejména v anglictiné. Hledame-li vsak zdroje informaci
k péci o velmi problémové nadané, je nabidka mnohem mensi. Jednou
z méla takovych publikaci je ,Rizikové déti a mladez v Kanadé a Rusku
— mezikulturni vymeéna zkuSenosti v zajmu rozvoje nadani“. Tyka se
kanadsko-ruského projektu, ktery se snazi pomoci ohrozenym détem re-
alizovat jejich potencial na trovni odpovidajici jejich nadani a prekonat
problémy, které jim v realizaci brani. Jedna se predevsim o déti ohrozené
nsocialné“, ale ty jsou i u nds, byt ne v takové mife. Publikace je uzitecna
i pro praci s dalsimi problémovymi détmi.

Termin ,rizikové déti, pripadné ,déti v ohrozeni“, se zacal pouzivat
i v souvislosti s nadanymi. Vétsinou patii do skupiny ,skrytych nada-
nych®. Vime, ze se uvadi, ze nadanych jsou 2 % -3 %, ale ze existuje
daleko vétsi skupina téch, ktefi ztstavaji neidentifikovani a nejsou do-
statecné rozvijeni. Tyto déti predstavuji problém pro skolu a casto i
potencialné pro spolecnost. Zajem o feSeni této problematiky stoupa,
ale pohotovéa feseni a osvédcené postupy po ruce zatim nejsou.

V knize je mimo jiné uvedeno tfidéni zdroji, ze kterych vychézeji
pri¢iny problému. Velmi zhruba rozélenéno jde o tii kategorie (doplnéné
priklady), které se samoziejmé mohou prolinat:

1) obtizné zivotni podminky, véetné valky, teroristickych utokd, pfirod-
nich a primyslovych katastrof; nemoc nebo iimrti ¢lena rodiny, rozvod,
sourozenecka rivalita nebo problémy ve vztahu k uciteli;

2) absence pecujiciho rodinného prostfedi — sirotci, opusténé déti, déti
ulice, ¢lenové gangii, déti opomijené, zijici v chudobé, nedostatku rodi-
covské péce, izolované od spolecnosti;

3) zdravotni problémy fyzické ¢i dusSevni, véetné nemoci, vyvojovych
opozdéni, hyperaktivity nebo poruch uceni.

Nékteré priklady jsou nam nastésti vzdaleny, mnoho dalsich bychom
mohli doplnit.
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Vliv na problémy nadanych v naSich podminkach

Problémy téchto déti nemusi byt zpusobeny vychovnou neschopnosti ro-
dict, jak okoli, véetné skoly, ¢asto usuzuje. Na druhou stranu je tieba si
uvédomit, ze zatimco ucitel by mél mit patricné vzdéldni a osobnostni
vlastnosti pro vykon svého povolani (coZ bohuzel neznamend, ze tomu
tak vzdy je), kategorie rodi¢t je v tomto ohledu mnohem pestiejsi. Ro-
di¢i mohou byt i lidé vazné nemocni, ,fyzicky“ ¢i ,dusevné®, patologické
osobnosti nebo ,jen* velmi citlivé a snadno zranitelné osoby.

Charakteristickym rysem nadanych je precitlivelost. Zejména ti mi-
mofadné nadani jsou Casto perfekcionisté a také byvaji velmi sebekriticti.
Velmi dobfe si uvédomuji, jak by véci mély fungovat a jak je tomu ve
skutecnosti. Tedy naptiklad jak by méla fungovat spolecnost a jaky je
rozpor mezi teorii nebo proklamovanymi zasadami a realitou. Stejné tak
jsou naro¢ni sami na sebe. Uvédomuji si rozpor mezi tim, jak by mél
vypadat vysledek jejich ¢innosti a jaky opravdu (podle jejich hodnoceni)
je. Typickym prikladem u mladsich déti je, ze napf. nakresli nejlepsi
obrazek ve tiidé, ale nejsou s nim viibec spokojeny a v afektu ho znici.

V odborné literature se uvadi, ze v celé populaci prevazuji na skale
Lextraverze—introverze* extraverti. Mezi nadanymi je tomu opacné — pre-
vazuji introverti (napf. Silvermanova, Poradenstvi pro nadané a talento-
vané, Denver 1993), tedy jedinci, ktefi nesdéluji své pocity, méné komuni-
kuji, a nejsou pro své okoli tak dobte ,citelni*, jako extraverti. Vyhodou
introverze je schopnost nenechat se rozptylovat okolim a dlouhodobé se
soustfedit na intelektovou ¢innost. Nevyhodou pak je sklon k depresim
a riziko, ze si okoli nevSimne, ze doty¢ny ma problémy. Nebo podceni
jejich zavaznost a nedokaze mu véas a adekvatné pomoci. Disledkem
pak mohou byt pokusy o sebevrazdu, v pfipadé inteligentnich introverti
castéji dobfe promyslené, a tedy ,,uspésné“. Vyjimecné se muze stat, ze
zék, ktery je dlouhodobé v tenzi, nevztahne ruku na sebe, ale na osobu,
kterou vnima jako zdroj frustrace, ze které nema tniku.

Neptiznivé podminky také usnadnuji u disponovanych jedincii pro-
puknuti psychiatrickych onemocnéni a zavaznost jejich prubéhu. Mir-
néjsi variantou dusledkt nepfiznivych okolnosti na vyvoj této rizikové
skupiny nadanych je nemoznost realizovat intelektovy potencial. Muze
se také stat, ze ho budou do urcité miry realizovat, ale jeho uplatnéni
bude ke skodé spolecnosti i jich samych.
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Spoletnost pro talent a nadani

Na Spolecnost pro talent a nadani se béhem dosavadnich 18 let jeji exis-
tence obratily stovky rodic¢t se zaddosti o radu, pfipadné pomoc pti Feseni
problémi, se kterymi se setkavaji pii vychové a vzdélavani svych déti.
Nékteré z téchto déti jsou dnes jiz dospélé. Rada piibéhtt ma podobny
prubéh a daly by se t¥idit do kategorii. Diky tomu muzeme nékteré ro-
dice upozornit na konkrétni rizika a mozné dalsi varianty vyvoje. Mnohé
z nich mizeme povzbudit a dodat jim nadéji na dobrou perspektivu vy-
voje jejich déti, vzdor dosavadnim tézkostem. Samoziejmé se to netyka
vSech pfipadt a i nadale se setkdvame i s problémy, pro které doposud
nemame vhodny model feseni po ruce. Hledame pak pomoc u svych ko-
legti u nas i v zahranic¢i a patrame po informacich v odborné literatute,
ale ani tam je pokazdé nenajdeme.

Autismus

Jedné skupiné téchto déti je posledni dobou vénovano vice pozornosti
a rodice i skola maji moZnost spolupracovat s odborniky. Maji dia-
gnézu autismus ¢i Aspergeruv syndrom. Vice k této problematice se do-
zvite napt. na www.apla.cz. K nim jenom drobnou poznamku: tyto déti
maji ¢asto v predskolnim véku zdjem o usporadani véci, systémy, jizdni
tady apod. Kolegové z klinické praxe obvykle povazuji vyse uvedené za
symptomy a diagnostikuji. V nékterych pripadech (zejména u Asperge-
rova syndromu) se pacient béhem vyvoje uzdravi. Podle nasich zkuse-
nosti s kazuistikami fady nadpriamérné nebo i mimoradné nadanych déti,
nyni uz dospélych, byly projevy a zajmy mnohych z nich v predskolnim
veéku velmi podobné. Vzdor tomu jen u nékterych vyvoj pokracoval pato-
logickym smérem. Je pravdépodobné, ze mezi témi ,uzdravenymi“ jsou
nadané déti, které , jen“ mély pro né charakteristicky druh zajmu.
Existuji ale i dalsi intelektové nadané déti, které maji problémy pri-
zpusobit se béznym pozadavkim Skoly a zatadit se mezi vrstevniky. Spo-
le¢nost pro talent a nadédni mé za dlouhou dobu své ¢innosti popsanu
fadu takovychto piipadt. Rodice téchto déti jsou vétsinou vysokoskol-
sky vzdélani a ,pecujici“. Neékteré starsi pripady zrejmé spadaji do ka-
tegorie poruch autistického spektra a vyskytly se v dobé, kdy jesté ne-
byla tato porucha dostatecné znama. Dalsi 1ze pti¢ist na vrub porucham
typu AD/HD apod. (difve LMD). Tyto déti si diky své inteligenci do-
kazi poradit a ucivo néjak zvladnou. Ne ale na takové tirovni, které ve
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skutecnosti odpovida jejich intelektovy potencial. Mohou proto pusobit
dojmem déti prumeérnych i slabsich, bez poruch uceni. Patii sem také
déti, které dokazou fesit velmi slozité ulohy, pokud je vidi napsané, ale
zpaméti nespocitaji ani velmi jednoduchy priklad.

Setkavame se i s détmi, u kterych nebyla zadna z téchto poruch pro-
kazana, a presto maji vyrazné problémy a jejich vzdélavani a vychova je
oriskem pro rodice i pro skolu.

Idedl péCe 0 nadané

Ideélni stav by byl, kdyby u kazdého zaka mohly byt zmapovdny jeho
silné i slabé stranky a mohl by byt vzdéldvdn podle individudlniho plinu,
odpovidagjictho jeho schopnostem a zajmum. To je patrné v soucasné dobé
nerealné. Je ale v zajmu déti, ucitelt i rodi¢a rozpoznat alespon u pri-
padu, kterym je vénovano toto sdéleni, jejich potencidl a ve spoluprdci
s odborniky, kteri jsou informovdni nejen o poruchdch uceni a patologii,
ale i 0 vzdeélavani a vychové nadanych, témto détem pomoci.

U rady déti se jejich problémy s vékem mirni, jsou-li k tomu piiznivé
podminky. Na zméné k lepsimu ma velky podil schopnost rodiny poskyt-
nout ditéti dostatecnou citovou oporu a zorganizovat priméreny program
pro jeho osobnostni a intelektovy rozvoj a pro zvladnuti ¢i zmirnéni pro-
blémi, které jeho vyvoj provazeji. Zaroven je dulezité, aby si rodina
udrzela duSevni rovnovdhu, coz viibec neni jednoduché. Pokud méa ke
svému ditéti blizky vztah, proziva s nim nebo za né jeho strasti, protoze
ne vzdy si dité vsechny problémy uvédomuje, zatimco rodi¢e uz maji
opravnéné obavy o jeho budoucnost. Uvédomuji si, jak je dité vniméano
okolim, a téZce nesou jeho nepiiznivé hodnoceni, at uz je ddvdno najevo
oteviené, nebo v naznacich. Zvladnout takovou situaci neni jednoduché
ani pro odolné jedince, ktefi maji sami dobré zazemi a podporu svych
blizkych. Bohuzel stabilni rodiny nejsou zcela béznym jevem. Zije-li dité
v netplné nebo nefungujici rodiné, je situace vzdy mnohem tézsi, zvlasté
s timto typem déti.

Priklad dvou hocht

Dva intelektové nadani bratfi, mezi nimiz je vékovy rozdil 6 let, prosli
velmi podobnym vyvojem. Na prvnim stupni méli mimoradné velké pro-
blémy s prizpusobenim se ,kolektivu®. Mezi spoluzédky nezapadli, méli
jiné zajmy a nékolikrat zmeénili skolu. Po prestupu na viceleté gymna-
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zium se jejich problémy vyrazné snizily a stali se z nich téméf nenapadni,
solidné pracujici a osobnostné aspon navenek neproblémovi studenti.

Mladsi z nich, poznamenan dlouhodobym stresem a negativné pro-
zivanym pocitem vlastni odlisSnosti, hodnotil sdm sebe velmi kriticky.
Uvazoval o smyslu Zivota a pochyboval o ném. Az na konci ¢tvrté t¥idy
se dostal do skoly, ktera mu nabidla dostatecné ndrocény a zajimavy pro-
gram a citlivd pani ucitelka dokazala tolerovat jeho zvlastnosti. Sama
méla pocit netspésnosti, nebot depresivni ivahy tohoto ditéte pretrva-
valy jesté dlouho po zméné skoly. Chlapec sam ale az tady, za celou
dosavadni dobu jeho skolni dochazky, chodil do Skoly rad. Zminéna pani
ucitelka se svou osobnosti, pfistupem k détem a zptisobem prace pod-
statné lisila od téch, které ucily tohoto chlapce pred ni. I pro ni byla
prace s timto ditétem velmi naro¢na.

Diskuze StaN

Vzdy zalezi na tom, jakého dité€ potka ucitele. Mam dvanéctiletého syna,
IQ v 10 letech pres 130, na jedné strané vyborny v matematice, fyzice a
prirodovédnych oborech, na druhé strané problémy s neustalym zapomi-
nanim a ztracenim véci. Své ucitele uvadél do zoufalstvi svymi neusta-
Iymi dotazy (boural jim hodiny), s kazdym se chtél pfatelit, kdyZ nemohl
prosadit svou, byl i vztekly (doma ho bez problémt zvladdme, mantinely
jsou jasné). Na vychovné komisi mné i jemu vysvétlili, ze s u¢iteli nemize
byt kamarad a tiidni ucitelka mu dovolila jeden dotaz tydné. Pisi to jen
pro ilustraci, syn uz se snad ve Skole na nic neptd a ja na jeho dotazy
trpélivé odpovidam.

Priklad M atyase

Matyas je mimoradné intelektové nadany chlapec, ktery mél kviili zdra-
votnim problémum témér domaéci vzdélavani. Jeho zdjmy a znalosti se
v mnoha smérech velmi lisily od toho, co nabizel vzdélavaci program
skoly. Tato velmi dobra zakladni skola mu tedy nepfipadala dost pod-
nétna. Projevoval se jako dité s velkymi problémy v socialni prizptisobi-
vosti. Nékteri odbornici méli podezreni na poruchy autistického spektra.
S vékem se postupné problémy chovani mirnily. K vyraznému zlepseni
doslo po nastupu na OGB (gymnézium Budédnka, neboli ,Mensa“ gym-
nazium), kde nasel spoluzéky s podobnymi zajmy a zptsobem mys$leni
a také kamarady, se kterymi si opravdu rozumi. Mimo $kolu spolupra-
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cuje na rozvoji svych znalosti v oblasti elektrotechniky s ,mentorem*.
Se svymi novymi spoluzaky a mentorem komunikuje Matyas bez pro-
blémi. K takovému zlepsSeni by patrné bez vhodného gymnazia a vlivu
mimoradné priznivého rodinného prostredi nedoslo.

Priklad aktualni a nereseny

Jednim z velmi problémovych déti je Honzik. Jeho siroka skala kvalit-
nich zajmu, zptsob vyjadfovani, pozoruhodné znalosti historie, geologie
a chapavost v matematice, fyzice a informatice vzbuzuji obdiv. Vzdé-
lani dospéli s nim hovofi radi a s potésenim. V jejich spolec¢nosti si ma
s kym a o ¢em povidat. Stejnou odezvu vsak nenachézi u svych vrstev-
nikt. Honzik svymi projevy odpovida v literatufe popsanym mimoiadné
nadanym détem, jak uvadi jeho maminka v dopise, psaném ve druhém
pololeti Honzikovy 5. tiidy:

... Honzik se projevuje jinak neZ ostatni déti uz od narozeni. Hlavné
tim, Ze byl a je zvidavy. Vsechny knihy, clanky, v kterych se popisuji
nadané deti, vse u Honzika stoprocentné souhlasi: neustdld zvidavost,
velkd slovni zasoba. Od 4 let umi ¢ist s porozumeénim, jeho nejvétsi laska
jsou knihy. Od 1. tridy ho zajimd anatomie, archeologie, déjiny, Eqypt,
pravék, stredovéek, mineralogie, numismatika atd. Samoziejmé se mu veé-
nuji na 100 %, protoze to Honzik vyZaduje. Chodime spolu do muzet, na
pozndvact zdjezdy, hrady, zamky atd. V prosinci 2005, v ramci dne ote-
vrengch dveri v Gymnaziu Buddnka, delal Honzik IQ testy s vysledkem
182, a tim byl prijat do détské Mensy CR.

Ted bych méla napsat néco o jeho negativech. To, ¢im si Skodi nejvic,
je jeho velky smysl pro HUMOR. BohuZel, déld vse pro to, aby se ostatni
smali. Je schopny mluvit cely den, rad na sebe poutd pozornost a skola je
pro to dobré misto. Protoze je jedindacek a kamarddy nemd, vynahrazugje si
to ve skole. Ve skole ze sebe rad déld kaspara, ale déti jeho prehnané vtipy
nemaji rady, vyjadruji se o nem, Ze je blazen. Ve skole je kolem néj vidy
velky rozruch, protoZe Honzik rad vypravuje vtipy, véemu se sméje, mluvi
stdale a nahlas. Je plny energie a ndpadi, je bystry a nic mu neunikne,
je schopny vnimat nekolik vect najednou. Kvili jeho chovani ho déti ani
ucitelé nemaji moc radi, ale on si to nenechd vymluvit, aby se choval
jinak.

Prunt pulrok prunt tridy jsme pretrpeli ve skole, kde vyrusoval a denné
st na néj nekdo stezZoval. Ucitelka doporucovala, aby prestoupil o rocnik
vys. Od druhého pololeti proni tridy jsme ho dali do jiné skoly, protoZe
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tam slibovali pristup s porozumeénim pro vSechny déti, i pro ty vyjimecne
nadane. Ucili se tam experimentdlné, uplné jinak, ale ve 4. tridée jsem
zacala mit obavy, Ze timto stylem vyuky nemd Sanci udélat zkousky na
gymndzium. Proto jsme se rozhodli v pololeti 4. tridy zmeénit tuto Skolu,
za béznou, kde se zkousi, zndmkuje, kde funguje obvykly Tad a rezim.
Narazili jsme zase na problémy, které jsme necekali, a to byla Sikana a
nepochopeni ucitelky k jeho zdjmim. Rikd tomu ,mimoskolni zdjmy*“ a
nezajimd ji to. Na pisemném vystupnim hodnocent, ktere potrebuje k pri-
jimacim zkouskam ma gymmndzium, mu pani ucitelka napsala hodnocent
co moznd nejhorsi. Je dost mozné, Ze Honzika na zvolené gymndzium
neprigmou, protoZe zrovna o tuto skolu je velky zdajem. Hlasi se na ni
asi pétkrdt vice déti, nez berou. TakzZe kdyz se ndm to nepovede, radi
bychom nasli skolu, kterd zvlddne Honzikiv zvldstni smysl pro humor a
jeho osobnost.

Honzik nakonec nemohl délat pfijimaci zkousky na gymnéazium v fad-
lou by pro néj nejspis bylo OGB. Nagel by tam patrné (podobné jako
Maty4s, viz vyse) jak vrstevniky s podobnymi zajmy, tak vétsi toleranci
a odolnost okoli vii¢i svym osobnostnim zvlastnostem. Vyuka by pro néj
mohla byt priméfené naro¢na a individualizovana. Bohuzel je toto gym-
nazium dopravné prili§ vzdaleno od mista Honzikova bydlisté. Vypadalo
to tedy, ze Honzik ziistane na ,klasické ZS, pro néj zcela nevyhovujici
(kde byl mimo jiné Sikanovan). V dalsim dopise maminka uvadi:

Honzik déld vsechno pro to, abych si o ném myslela pravy opak: ne-
chce se ucit, jeho samé dvojky na vysvédéeni mu nevadi, jeho uZasné
zagmy, které mél v 1., 2. a ve 3. tridé opustil, ... a na gymndzium se
nedostal (zkousky délal v ndhradnim terminu). Ano, I1Q md vysoké, ale
nechce ho vyuzivat ve $kole, ale jen na zdbavu. Proto uZ ani neuvazuji,
ze by presel do jiné skoly, kdyz sdim nechce. Moznd md pravdu ucitelka,
ktera o Honzikovi na tridni schizce tekla: ,Ma tolik znalosti, Ze by si
clovek mohl myslet, Ze je genidlni, ... ale on to je prumérny Zdak!“

Nakonec Honzik piesel do vybérové ZS, kde byl pedagogicky sbor
pripraven spolupracovat na jeho vzdéldvacim programu i na zaclenéni
mezi ostatni déti. Vyukové problémy prakticky nemél, misto nich se vsak
zahy ukazaly problémy spojené s jeho impulsivitou a snahou realizovat
Lazasné napady“, kterymi oplyval. Ty spocivaly zejména v provokovani
ostatnich déti béhem prestdvek. Starsi zaci byli vedeni k tomu, aby tyto
Honzikovy pokusy ignorovali. Mladsi déti hledaly pomoc u dospélych.
Nékteré pani ucitelky si stéZovaly i na jeho chovani v hodinach. Zadné
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problémy s nim neméli vyucujici matematiky, fyziky a informatiky, sho-
dou okolnosti vSichni muzi, ktefi byli naopak velmi spokojeni s trovni
jeho prace.

Zvladnout potiebu provokovat bylo nad Honzikovy sily. Bylo zfejmé,
7e problémy nejsou, mé-li Honzik pro néj dostatecné zajimavy a naro¢ny
program, piipadné mtze-li komunikovat s nékym dospélym. Po urcitou
dobu se mu tedy vénoval nékdo z vyucujicich i béhem prestavek. Takova
situace ale byla dlouhodobé netnosna vzhledem k vytizenosti ucitelt a
jejich dalsim povinnostem. Po roce se tedy Honzik vratil do skoly pobliz
svého bydlisté, kterou uz navstévoval diive. Rozdil je v tom, ze uz je na
druhém stupni, kde ma vic vyucujicich a nevraci se k pani ucitelce, se
kterou si nerozuméli.

Meli jsme obavy, jak se skole podaii poskytnout mu dostatecné na-
ro¢ny program a pomoci jeho zaclenéni mezi ostatni zaky. Ukéazalo se, ze
Honzikovo zaclenéni mezi byvalé spoluzédky probéhlo ,aspésné“. V sou-
casné dobé kamaradi s témi, kteri ho dfive Sikanovali. Neni tedy osobné
ohrozen. V pristupu k uceni se zhorsil. Obavam se ale, ze toto neni piislib
budouciho tspésného vyvoje.

Jednim z asi mala novych pozitivnich prvka je doucovani, které mu
maminka zaridila. Ob¢as ma moznost pracovat na své Grovni pod vede-
nim stfedoskolského studenta.

Honzik by urcité vzhledem ke svému nadéni, znalostem, zajmtm i
osobnostnim zvlastnostem potieboval individualni vzdélavaci plan. Ten
je, v pripadé intelektového nadani zaki, podminén vysledkem psycho-
logického vysSettfeni ze statniho poradenského zafizeni. V Honzikové pti-
padé ale viibec nebylo jisté, Zze by v poradné spolupracoval, uvazoval a
choval se tak konformné, aby ve vysledku ptekrocil hranici, odpovidajici
vysledku IQ 130 nebo vyssimu. Vzhledem ke své impulzivité a zvlast-
nostem osobnosti by potfeboval, aby mu byla témér neustale nablizku
dospéla osoba. Takze by bylo vhodné mit ve skole/tFidé asistenta, ktery
by mu pomaéhal zvladat prestavky, pripadné v nékterych predmétech
pracovat na naro¢néjsi tirovni nez ostatni zaci. I z téchto divoda by
bylo zapotiebi mit doporuceni od specialisti. Honzikova maminka je ale
velmi vazné nemocnd a nemuze s nim pozadovana vySetfeni absolvovat.
Tatinek zase neni presvédcen o potiebnosti navstévy téchto zafizeni.

Takze problém zistéva zatim nefesen. Vzdor tomu, ze odborné po-
souzeni (af uz s jakymkoli vysledkem) chybi, je Honzik zak se specific-
kymi vzdélavacimi potiebami. V jeho pripadé€ jde o dité ,dvakrat vy-

X

jimecéné“, coz znamend, Ze se lisl od vétsiny svych vrstevnikid dvéma
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sméry. Jednim z nich je jeho intelektové nadani, druhym — daleko na-
padnéjsim — je jeho impulzivita a svérazné chovani, ze kterého plynou
dal$i problémy. Z nich hlavni je jeho problém s pfizptisobenim. Skola
neni povinna bez zminénych potvrzeni problém fesit. Ale musi si s nim
néjak poradit, prosté proto, ze takovéhoto zaka ma.

V soucasné dobé nelze ocekévat, ze rodina bude schopna problém
Honzikova adekvatniho vzdélavani fesit. A¢ nepodcenuji vzdélavani, maji
ted aktualnéjsi problémy:

Mila pani Vondrdkovd,

omlouvdm se, Ze nemohu prijit ani na 84. Klub rodicu, i kdyZ mé tato
problematika velmi zajimd, protoZe s jednim takto problémovym ditétem
Zii a jak jisté vite, davd mi dost zabrat a kazZdd rada rodicu, kterti prozi-
vaji néco podobného, mi pomadhd. Ja jsem ted leZela 14 dni v nemocnici,
ted mé na 4 dny pustili domi. V pondeli rdno nastupuji zase do nemoc-
nice a v utery meé budou operovat. Nevim, jak se budu uzdravovat, ale aZ
to pujde, zase budu rada chodit na vase setkani Klubu rodici.

Bohuzel Honzik nemd Zadnou babicku, dédecka, Zadnou tetu, strice,
zZadného bratrance, ... je sam, a proto jsem se ja snazila mu vynahradit
vie, co mu chybi. Ted se jen obdvdm, kam by Honzik Sel, kdyby se tdta
zhroutil. Moznd, Ze chvile bez milujici mdmy budou i pro Honzika pri-
nosem, moznd, Ze se tatovi podari Honzika prevychovat, protoZe on je
prisny, nedovoli mu zdaleka to co jd, ... a ja budu dlouho nemocnd, nebo
urcité dlouho nebudu mit drivejsi energii, nebo i kdyz budu uZ fit, urcité
uZ nebudu tolik energie vénovat tomu co driv, manzelovi rada prenechdm
hodné povinnosti s ditétem, moznd vdzné svoji prisnosti se mu ho po-
dari prevychovat. Uvidime. S Honzikem si miZete kdykoliv popovidat, on
bude rad, on je velmi komunikativni k milym lidem.

Zdravi Vis X.Y. — maminka Honzika

Honzik by tedy potfeboval:

1) moznost setkdvat se s podobné motivovanymi vrstevniky (kluby, so-
botni ,krouzky“, jako maji v Anglii, apod.)
) IVP

) mentora — nékoho, kdo by se vénoval rozvijeni{ jeho osobnosti a z4jmu
4) skolu, ktera by uméla pracovat s jeho ,dvoji vyjimecnosti“

) pedagogy, ktefi by s nim dokazali bez problémt vyjit i pracovat (to
bylo ale v jiné skole)
Predevsim by samoziejmé potieboval nemit problémy uvedené mezi ,,0b-
tiznymi zivotnimi podminkami“. Jeho soucasné skola neni nastavena na
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praci s nadanymi a uz vubec ne zaroven problémovymi détmi. Umime
v tomto pripadé pomoci?
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Peniaze na%e kazdodenné (banky, poistovne a iné)
Jan Zabka, 1. stikromné gymnézium, Bratislava !

ABSTRAKT. Jedna ¢ast matematiky, o doleZitosti ktorej urcite ani spomedzi
Ziakov mikto nepochybuje, je financénd matematika. Financénd matematika je
pomerne bohatd oblast aplikovanej; matematiky, s ktorou sa mozu zozndmit
Ziact a Studenti lubovolného rocnika. DoleZité je, aby co najviac poznatkov
mali Sancu objavit samostatne. Vo financnej matematike sa objavuji dlohy na
prdcu s percentami, riesenie rovnic, pripadne nerovnic (linedrnych, exponenci-
alnych), sucet geometrického radu, logaritmy. V tomto materidly sa nachddza
ndmet na prdacu so Ziakmi 8. alebo 9. roénika ZS, resp. kvarty osemrocngjch
gymndzii. Co sa tyka matematiky, ktord sa v tomto projekte objavuje, tak ide
najmd o pracu so zloZenym urokovanim, zloZitejsie ulohy s percentami a pro-
pedeutiku suctu geometrického radu.

O projekte

Cielom tohto projektu je prvé zozndmenie sa s niektorymi finanénymi
produktmi (bezny, terminovany vklad, hypotéka, leasing, déchodkové

Le-mail: zabco@centrum.sk
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sporenie, pozicky, ...) podla vyberu a zdujmu deti. Projekt sme rea-
lizovali v druhom polroku kvarty, teda po prebrati uciva o percentach
(preberali v tercii) a po zopakovani a rozsireni tohto uciva o jednoduché
a zlozené urokovanie na zaciatku kvarty. Na zopakovanie je mozné po-
uzif napr. uéebnice [1, s. 9-11]. Po tomto zopakovani by mali ziaci byt
schopni vyriesit ulohy na takej irovni naro¢nosti, ako napriklad:

Uloha: Vypodcitajte, akii sumu budete maf na tGéte po dvoch rokoch
od vlozenia 100000 Sk, ak banka pontka 4% ro¢ny trok.

Otazka: Aké st este iné moznosti (okrem banky), kam sa daja pe-
niaze ulozit tak, aby sa zhodnocovali? (Poistovne, ndkup podielovych
listov, ...)

Otazka: Potrebujete si stirne pozicat 100000 Sk. Aké mate moznosti?

Uloha: Najdite na internete aspoii tri rézne ponuky od réznych insti-
tuacii, ktoré pontkaju pozicanie penazi.

Po kratkej priprave dostali na zaciatku marca ziaci kvarty — 26 zi-
akov — zadanie projektu s presnymi terminmi. Ukazka celého projektu
nasleduje:

»Peniaze nasSe kazdodenné“ — triedy Friends a Innovators
marec 2006 a februar 2007

Trieda sa rozdeli na 4 az 5 &lenné skupiny (skupin by malo byt 5 aZ 6).

Kazdd skupina si vyberie, & bude ponlkat pdzi¢ky (banka, splatkovd spoloénost,
~rychle pézi¢ky", ...) alebo bude ponikat uloZenie pefiazi a ich Grolenie, poiste-
nie, pripadne iny finanény produkt.

Kazda skupina do 3. 3. nahldsi zloZenie timu a vybrat(i tému Zabéovi.

Ulohou kazdého timu bude osobne navitivit aspon jednu institiciu (banku, po-
istoviiu, spldatkovii spolo¢nost, leasingov( spoloénost, ...), zistit &o najviac in-
formdcii o tejto spolo¢nosti a produktoch, ktoré ponika, napriklad na internete,
a:

e 1. Pripravit reklamny letdk vlastnej vymyslenej spolo¢nosti aj s ponukou,

e 2. Pripravit reklamny 3ot (Zivy alebo natoceny), z ktorého bude zrejmé, preco
je vyhodné si vybrat prave ich ponuku, bude v iom vysvetlené Grocenie, ukazka
vypoctoy, ...
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e 3. Na ,Trhu finanénych spoloénosti, ktory sa bude konat cca 27. 3. prezen-
tovat' svoje vytvory (letdk, ponukovy list, reklamu, prezenticiu v PP, ...),
vysvetlit princip Grolenia, poziciek, ... Na otazky musia vediet reagovat vsetci
¢lenovia timu!!!

Po skonéeni ,, Trhu finanénych spoloénosti” bude kazdy tim pisat kratku hodnoti-
acu spravu (cca pol strany A4) o zvy$nych 4-5 spolo¢nostiach.

Ako $tudijny materidl uréeny na samostidium odportiéame publikaciu [1].

Hodnotenie ¢lenov timu

Spolu za cel(i aktivitu méZe kazdy ziskat 10 % koncoroénej zndmky, kazdy ¢&len
timu ziskava max. 2 % za pripravu letdku, jeho informaéni hodnotu, vzhlad, ...
Kazdy €len timu ziskava max. 2 % za pripravu Sotu, jeho informaénii hodnotu,
obsah, Groven spracovania, ...

Kazdy €len timu ziskava max. 3 % za prezentdciu vytvorov na , Trhu finan&nych
spolocnosti*, Groven vystupovania, porozumenie matematike v pozadi, ...

Kazdy €len timu ziskava max. 1 % za pripravu hodnotiacej spravy, jej Grovef,
kritiku (najma pozitivnu), objektivitu, ...

Tieto percenta ziskavaji vsetci ¢lenovia rovnako.

Okrem tychto 8 % méze kazdy &len individudlne ziskat max. 2 % za timov(
spolupracu.

Tieto pokyny sme si na jednej vyucovacej hodine vysvetlili. Najcas-
tejsia otazka bola, ¢i skutoéne maju navstivit nejak konkrétnu finanéni
institiciu (dno, musia), ¢i nestaci komunikovat s rodi¢mi (nie, nestaci,
dolezité je komunikovat s ¢lovekom, ktorého nepoznaju a na ktorého nie
st zvyknuti . .. ), ¢ staci, ked tam pojde len jeden z timu (nie, nestaci), ¢i
staci vyuzit internet (nie, nestaci), kto bude pridelovat percentd (ucitel)
s kym kamarat). Viac sme na tejto hodine nestihli.

Vsetci dodrzali termin na rozdelenie do timov. Pravdepodobne po-
mohlo aj to, Ze pri nedodrzani terminu za nich rozhodujem ja (napriklad
ich mo6zem rozdelit do timov, pridelif im tému a podobne). TakZe je pre
nich vyhodné dodrziavat terminy.

Na dalsich dvoch hodinach $tudenti referovali o svojej névsteve a
ujastiovali si, ¢omu presne sa maji venovat, pripravovali si prezentaciu.

Na dalSej hodine sme konzultovali problémy, ktoré mali jednotlivé
skupiny — od zasadnych ( ,,Co mame hovorit?“) po menej zasadné ( ,,Co
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méame robit, ked sme natocili video Sot dole hlavou?“). Po tejto hodine
nasledoval vikend, pocas ktorého sa vSetky skupinky chystali pracu na
projekte dokondit.

V pondelok 27. 3. (podla harmonogramu) nasledovala jedna vyu-
¢ovacia hodina ako priprava na prezentédcie (spolupracoval som s kole-
gom informatikdrom a kolegytiou slovenéinarkou). Potom prebiehali cca
60 minat prezentéicie a dalsich cca 30 minit hodnotenie. Niektoré vy-
sledky préce 13 az 14 ro¢nych studentov si mozete pozriet na webovej
stranke www.ucmeradi.sk. Pripominam, Ze st to ich vlastné vytvory
a teda obsahuju primerané mnozstvo nepresnosti, gramatickych chyb a
pod. Na hodnotenie studentov a pridelovanie percent som pouzival pocas
prezentécii hodnotiacu tabulku.

Studenti pisali svoje kratke hodnotiace spravy do pripravenej $ab-
16ny, ktortt som mal taktiez pripraventi a je ju tiez mozné najst na
www.ucmeradi.sk. Cielom nebolo pridelit ostatnym percenté, ale na-
pisat (opét timovo) kritické hodnotenie.

Celkovo mali prezentacie velmi podobny priebeh: kazdy tim rozumel
dobre svojej téme, bolo vsak velmi narocné ju vysvetlit ostatnym.

Taktiez bolo vidietf, Zze pomerne vela usilia deti vlozili do toho, ¢o ich
najviac bavilo — pripravy reklamnych Sotov. Vsetky skupinky sa stretli
cez vikend a spoloc¢ne ich pripravovali. Tesi ma predstava, ze sa 5 spoluzi-
akov stretne cez vikend kvoli projektu z matematiky, pracujia spoloc¢ne,
dobre sa pri tom zabavia a eSte sa aj zoznamia s prvymi pojmami a
suvislostami vo finanénej matematike.

Som presvedéeny, Ze takato forma prace stoji za to. Ukazuje mate-
matiku v inom svetle, deti v nej vidia uzito¢nii vec. Pracuju s pocita-
¢om, prezentaciami, hladaji na internete, komunikuju s rodi¢mi, s od-
bornikmi. A este k tomu vSetkému maju z toho vsetkého dobry pocit. Aj
ja ako ucitel som sa dozvedel vSeli¢o nové. Myslim, Ze to bolo uzitoénych
5 vyucovacich hodin.

Na spomenutom portali www.ucmeradi.sk si mozete niektoré pod-
vodné (neupravené) prace Studentov a niekolko fotografii z prezentécie.
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PRACOVNI DILNY

Kombinatorické tlohy
f eSené nalezenim rekurentniho vztahu

Emil Calda, MFF UK Praha!

ABSTRAKT. V ¢ldnku jsou pomoci odvozenyjch rekurentnich vzorei vyreseny
tri kombinatoricke ulohy a ukdzdny zpusoby Tesent linedrnich rekurentnich rov-
nic 1. a 2. fadu s konstantnimi koeficienty. Na zdvér je odvozen (a aplikovan)
vzorec pro pocet disjunktnich casti rovinné konvexni oblasti, kterou prochdzi
dany pocet primek protinajicich se uvnitr této oblasti v daném poctu bodii.

Na stiedni skole se kombinatorické tlohy obvykle fesi uzitim vzorci
pro pocty variaci, permutaci a kombinaci a zptisob jejich feSeni pomoci
nalezeného rekurentniho vztahu se témét nepouziva. Domnivam se, ze
by mohlo byt uzitecné, kdyby se studenti aspon na nékolika piikladech
mohli s touto metodou seznamit. Ukazeme si ji v nasledujicich tlohéch.

Piiklad 1. Podél chodniku, tj. rovnobézné s nim, je Sest stejné vel-
kych parkovacich mist, na kterych mohou parkovat autobusy, osobni a
nakladni auta. Urcete, kolika zpiisoby se na téchto Sest mist mohou tato
vozidla seradit, zabere-li osobni auto jedno misto, nakladni auto dvé
mista a autobus také dvé mista. (Osobni auta mezi sebou nerozlisujeme,
nerozliSujeme ani mezi auty ndkladnimi ani mezi autobusy.)
Reseni. Ulohu nejprve vyfesime vyétem viech moznosti, které pro umis-
téni danych vozidel mohou nastat; pro pocet téchto moznosti mizeme
vyuzit vzorec pro pocet permutaci s opakovanim, pokud ho studenti
znaji.

Rozmistime Pocet moznosti

6 aut osobnich, zddné nakladni a zadny autobus

4 auta osobni, 1 nakladni a zadny autobus

4 auta osobni, zadné nakladni a 1 autobus

2 auta osobni, 2 nakladni a zadny autobus

2 auta osobni, zadné nakladni a 2 autobusy

Oy O Ot Ot =

le-mail: ecalda@volny.cz
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2 auta osobni, 1 nakladni a 1 autobus 12

zadné osobni, 3 nakladni a zadny autobus 1
zadné osobni, 2 nakladni a 1 autobus 3
zadné osobni, 1 nakladni a 2 autobusy 3
zaddné osobni, zadné nakladni a 3 autobusy 1
Vsech moznosti rozmisténi vozidel danych tii druht je 43

Ukazeme si nyni feseni pomoci rekurentniho vztahu. Budeme pfedpo-
kladat, ze na parkovisti podél chodniku je n stejné dlouhych parkovacich
mist, kde n > 2, a ozna¢ime p(n) pocet zpisobi, kterymi mohou dand
vozidla vsechna tato mista zaplnit. VSechny tyto zptsoby rozlozime do
t¥1 disjunktnich t¥id podle toho, které vozidlo stoji prvni zleva:

Je-li to osobni auto, zbyva n — 1 mist, kterd lze obsadit p(n — 1)
zpusoby, je-li to autobus nebo nakladni auto, zbyva n — 2 mist, jez lze
obsadit p(n — 2) zptsoby.

p(n) =p(n—1)+2p(n—2), p(1)=1, p(2) =3.
Postupnym vypoc¢tem hodnot p(3) =5, p(4) = 11 a p(5) = 21 dostaneme
vysledek

p(6) =p(5) +2p(4) =21+ 2-11 = 43.

Vyhoda tohoto postupu je ziejma: Z odvozeného rekurentniho vzorce
muzeme postupné urcovat pocet zptisobu zaparkovani vozidel danych tii
druhi pro libovolnd pfirozena ¢isla n. I kdyz tento postup je pro velkd n
ponékud zdlouhavy, je jisté rychlejsi, nez kdybychom tento pocet urcéovali
vyctem. Dalsi vyhodou je to, ze v nékterych ptipadech lze rekurentni
vzorec posloupnosti (p(n)) pfevést na vzorec pro jeji n-ty ¢len, s jehoz
pomoci mizeme pocet zptisobil zaparkovani pro libovolné n urcit pfimo.

Pripomenme si, jakym zpusobem se da pravé odvozeny rekurentni
vzorec prevést na vzorec pro n-ty élen.? Jak znamo, jde o feSeni line4rni
rekurentni rovnice druhého fadu s konstantnimi koeficienty, tj. o feseni
rovnice

fn+2)+a1f(n+1)+azf(n) =0, az#0.
Jeji obecné feseni je
fln) = clx?_l + czxg_l pro x1 # xa,

f(n) = (1 + 0271)3:71“1 pro r, = xa,

2Studentiim tento postup sdélovat nemusime — nékteif se s nim sezndmi na vysoké
skole, a to i s odvozenim, které zde vynechame.
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kde 27 a 2o jsou kofeny tzv. charakteristické rovnice (pfislusné dané
rovnici rekurentni), tj. rovnice

x2—|—a1x—|—a2 =0.
V piipadé ,naseho“ rekurentniho vzorce, ktery napiseme ve tvaru
p(n+2)—p(n+1)—2p(n) =0,
jsou koteny charakteristické rovnice
22—z —-2=0
¢isla 1 = 2, x9 = —1, takze obecné feseni této rekurentni rovnice je
p(n) =c - 2" ey (—1)" L

Konstanty ¢; a ¢o uréime z pocéate¢nich podminek p(1) = 1, p(2) = 3
dosazenim n = 1 a n = 2 do tohoto obecného feseni:

p(l) =c1:2°+ - (-1)° =
pD) =2 e (1) =3

Resenim této soustavy dostaneme ¢; = 4/3 a ¢ = —1/3. Tim je hledany
vzorec pro pocet zpusobu zaparkovani danych vozidel na n parkovacich
mist urcen:

p(n) =[4-2""1 = (=1)""1] - 1/3.
Po dosazeni n = 6 snadno ovéfime, zZe je vskutku p(6) = 43.

Piiklad 2. V roviné je ddno n pfimek, kde n > 1, z nichz zadné dvé
nejsou rovnobézné a zadné tii neprochéazeji tymz bodem. Urcete, na kolik
disjunktnich ¢asti je rovina témito primkami rozdélena.

Reseni. Ozna¢ime p(n — 1) pocet disjunktnich ¢asti, na néz je rovina
rozdélena n — 1 pfimkami, a uréime, kolik ¢asti pribude, zvétsi-li se pocet
téchto pfimek o jednu. Protoze piidana pifimka protne n — 1 pfimek
puvodnich v n—1 priisecicich, je jimi rozdélena na n usekd, z nichz kazdy
rozdéli pivodni ¢ast roviny na dvé. Znamend to, ze pribude n novych
Casti roviny, takze pro vSechna n > 1 plati rekurentni vztah

p(n)=pn—1)+n, p(l)=2.
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Z tohoto rekurentniho vztahu vyjadiime vzorec pro p(n) tak, Ze se¢teme
vsech n nasledujicich rovnosti:

p(2) = p(1) +2
p(1) =2

Po tpravé dostaneme hledany vzorec:

p(n) =n?+n+2)-1/2

Piiklad 3. Na kazdé strané trojihelniku A BC' zvolime libovolné n vniti-
nich bodi, kde n > 1, a sestrojime vSechny tsecky spojujici kazdy vr-
chol trojuhelniku se zvolenymi n body protéjsi strany. Urcete, na kolik
disjunktnich c¢asti je témito tiseckami trojuhelnik A BC' rozdélen za pred-
pokladu, ze zadné tii z téchto tsecek neprochézeji tymz bodem.

Reseni. Ozna¢ime p(n—1) pocet disjunktnich ¢4sti, na néz je trojthelnik
ABC rozdélen vSemi tiseckami, které spojuji kazdy jeho vrchol s n — 1
body protéjsi strany, a na kazdé strané postupné zvolme dalsi vnitini
bod. Pocet tsecek vychazejicich z kazdého vrcholu vzroste o jednu a
pocet disjunktnich ¢asti se timto zpiisobem zvétsi na p(n).

Ptipojme nejprve vnitini bod X k n — 1 vnitfnim bodtm strany BC.
Usecka AX protne viechny tsecky vychazejici z vrcholt B, C ve 2n — 2
bodech, které ji rozdéli na 2n — 1 tsekt, takze pribude 2n — 1 novych
Casti.

V dalsim kroku pfipojime vnitini bod Y k n — 1 vnitfnim bodum
strany CA. Use¢ka BY protne viechny tisecky vychazejici z vrcholt A,
C ve 2n — 1 bodech, nebot z vrcholu A po predchozim pripojeni tisecky
AX vychéazi nyni n tsecek. Téchto 2n — 1 prusec¢iku rozdéli tsecku BY
na 2n usektl, takze novych ¢asti pribude také 2n.

Nakonec pfipojime vnitini bod Z k n — 1 vnitfnim bodtm strany
AB. Usecka CZ protne viechny tsecky vychazejici z vrcholt A, B ve
2n bodech, které ji rozdéli na 2n tseku. V trojuhelniku ABC tak pfibude
2n + 1 novych c¢asti.

Zjistime-li jesté, Ze je p(1) = 7, dostdvame vzorec, ktery umoziuje
urc¢it pocet disjunktnich ¢asti daného trojihelniku pro kazdé ptirozené
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éislo n:
pn)=pn—-1)+2n—-1)+2n+2n+1)=pn—1)+6n, p(l)=7

Z tohoto rekurentniho vztahu vyjadiime vzorec pro p(n) postupnym
dosazenim ¢isel n — 1, n — 2, ..., 3, 2 za n podobné jako v predchozim
prikladu a sectenim vsech takto ziskanych n — 1 rovnosti

p(n) = p(n—1) +6n,
p(n—1) = p(n —2)+6(n —1),

p(2) = p(1) +6-2,
p(l) =7
dostaneme po tpravé p(n) = 3n? + 3n + 1.

Ukézeme si jesté jiné feSeni poslednich dvou prikladi, a to pomoci né-
sledujici véty: Prochdzi-li libovolnou konvexni oblasti v roviné p primek,
které se uvniti této oblasti protinaji v b bodech (Zddné tii v jednom), pak
pro pocet d disjunktnich ¢dsti, na néz tyto primky danou oblast rozdéluyji,
platid=p+b+1.

Vétu dokazeme indukci podle poétu piimek.

Prop =1jeb=0ad=2, takze véta plati. Pfedpoklddejme dale, ze
véta plati pro p primek, a pripojme jednu dalsi, ktera téchto p primek
protne uvniti dané oblasti v 7 prusecicich. Téchto r prisecikt rozdéli
pfipojenou primku na r + 1 tseki, které rozdéli kazdou ptvodni ¢ast
oblasti, kterou prochézeji, na dvé. Pivodni pocet d disjunktnich ¢asti se
tak zvétsi o r + 1. Mame dokézat, ze plati

d+(r+1)=@p+1)+(b+r)+1.

Tato rovnost vsak ihned vyplyva z indukéniho predpokladu pri¢tenim
r 4+ 1 k obéma strandm rovnosti d = p+ b+ 1.

Uzitim této véty vyreSime druhy i tieti priklad velice snadno:

V prikladu 2, kde konvexni oblasti je cela rovina, je p=na b= (g),
takze pro pocet disjunktnich ¢asti, na néz je rovina n primkami danych
vlastnosti rozdélena, je

d=n+ () +1=mn>+n+2)-1/2

v souladu s vysledkem ziskanym z rekurentniho vztahu.
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V prikladu 3, kde konvexni oblasti je trojuhelnik ABC, je p = 3n a
b = 3n? (Gsecky vychazejici z vrcholi A, B maji n? priseciki, stejny
pocet prusec¢iktt maji i Gsecky z vrchol B, C' a z vrcholt C, A), takze
pocet disjunktnich ¢asti, na néz je trojuhelnik ABC rozdélen, je

d=3n2+3n+1,
coz souhlasi s vysledkem odvozenym vyse.
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Sestrojme si kruznici o poloméru 500 km
Pavel Leischner, PF JU, Ceské Budéjovice !

ABSTRAKT. Princip sestrojeni kruznice velkého poloméru spocivd v tom, Ze
néektery jeji bod zvolime pevné a stred kruznice neomezené vzdalujeme ve zvole-
ném sméru. Clinek ukazuje vyuziti dynamického zvétsovdni polomérd kruinic
ke studiu limitnich prechodu v nékterych geometrickych situacich. Je popsdna
realizace ,vzdalovdni® stredu kruznice dvéma zpusoby: Nandsenim délky na po-
loprimku a posouvdanim o vektor zvétseny stejnolehlosti. Je téz ukdzdno vyuziti
takového posouvdni pii konstrukci ovladacu, které umoznuji skryvani a zpétné
zviditelnénd sestrojenych objektd, bez uziti nabidky Skryt/Zobrazit.

Uvodem

Existuje nékolik moznosti prace s objekty vytvorenymi v Cabri geo-
metrii vzhledem k jejich umisténi na pracovni plose. Nejjednodussi je
pracovat jen s témi utvary, které zobrazuje monitor. ZkuSeny uzivatel
vSak vi, Ze monitor zobrazuje jen ¢ast celé pracovni plochy velikosti
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1 m x 1 m. Chceme-li pracovat s objekty sestrojenymi na této plose, ale
umisténymi mimo zabér monitoru, pouzijeme piikaz Soubory/Umistit
obrazovku k premisténi té ¢asti pracovni plochy, kterou monitor zob-
razuje.? Pifkazem zobrazime okno znazornéné na obr. 1. RAmedek na
obrazku, ktery predstavuje ¢ast zobrazovanou monitorem, tichopem za
horni stranu pomoci mysi premistime do té ¢asti pracovni plochy, kterou
chceme zobrazit, a to napriklad tak, aby ramecek obsahoval prusecik pii-
mek na obr. 1. Klepnutim na symbol OK potvrdime volbu. Piejdeme tim
zpét do rezimu kresleni a miizeme vytvaret objekty vazané na priisecik,
napf. kruznici se stfedem v tomto pruiseciku.

Obr. 1

Treti moznosti jsou operace s objekty umisténymi mimo pracovni plo-
chu. To je opravdu mozné, protoze program Cabri vytvari modely mate-
matickych objekt pomoci analytické geometrie.? Proto mfizeme praco-

20brazovku miizeme posouvat po ndkresné i v normalnim rezimu pomoci ,, jezdci“
na pravém a dolnim okraji obrazovky. Mizeme také posunovat nadkresnu mysi pfi sou-
Casné stisknutém tlacitku mysi a Ctrl. To je vyhodné zejména pri mensich tpravach,
kdy nepotiebujeme mit celkovy prehled o situaci v nédkresné.

3Cabri tyto modely uréuje s piesnosti 10712 m, coz predstavuje ptiblizné setinu
velikosti atomu. V redlném svété s tak velkou presnosti nelze nic nakreslit. Na obra-
zovce pocitace vidime jen velmi nedokonalé pokusy o zobrazeni vypocitanych objekti.
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vat 1 s témi ,vypocitanymi® objekty, jejichz obrazy se jiz na pracovni
plose nenachazi. Jako priklad sestrojime dvéma zpusoby kruznici m,
ktera prochazi danym bodem M a ma libovolné velky polomeér.

r (em): 200

Obr. 2 Obr. 3

Prvni zplisob sestrojeni

Mame sestrojen bod M. Vytvorime jesté libovolnou polopfimku s po-
¢atkem v M a pomoci nabidky Cisla (v druhém sloupci ikon zprava)
napiSeme jednociferné ¢islo, napt. ¢islo 5. Déle zvolime nabidku Na-
nést delku v patém sloupci ikon zleva a naneseme délku 5 cm tak, ze
pomoci mysi klikneme na ¢islo a pak na polopfimku. Bod, ktery na
polopfimce vznikne, nazveme S a piikazem KruZnice (¢tvrty sloupec
ikon zleva) sestrojime kruznici m(S,r = |SM|). K ¢slu miizeme piidat
dopliikkovy text, napf. ,r(cm)* (nabidka Komentdfe v druhém sloupci
ikon zprava). Kdyz nyni v rezimu Ukazovdtko provedeme dvojity poklep
na ¢islo 5, mizeme je prepsat nebo ménit, zvétsovat ¢i zmensovat po
jedné, pomoci Sipek, které se u ¢isla objevily (obr. 2). Vysledek, ¢ast
oblouku kruznice m s volbou r = 200 cm, pfedstavuje obr. 3. Uchopem
za vnitini bod polopfimky mtzeme ménit smér umisténi stfedu kruz-
nice S. Polomér kruznice ménime vysSe popsanym zpusobem. MiZeme
zvolit i » = 500 km, jak je slibeno v nazvu ¢lanku. Zakriveni kruznice
bude ovsem tak malé, ze oblouk od tsecky nerozlisime.

Vnimavy Ctenaf si jisté uvédomil, ze se daji podobné konstrukce vy-
uzit pii zkouméni limitnich situaci. Zvolte r = 2 cm, pak v rezimu Uka-
zovdtko aktivujte dvojpoklepem zvolené ¢islo, umistéte kurzor na horni
ze dvou Sipek, které se objevily napravo od ¢isla a podrzte stisknuté
levé tlac¢itko mysi. Polomér kruznice se bude zvySovat po jedné a na

Obraz se totiz v digitalni rastrové grafice vytvari pomoci nejmensich jednotek, tzv.
pixelii, které piedstavuji body obrazovky o velikosti asi 10~% m.
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obrazovce vidime, jak se oblouk kruznice naptimuje. P¥i nastaveni vice-
cifernych hodnot poloméru r 1ze nejprve kurzorem oznacit skupinu téch
cifer, které chceme po jedné zvétSovat (resp. zmensSovat, kdyZ pouzijeme
dolni Sipku misto horni).

Druhy zpUsob sestrojeni

Tento zptisob umoznuje pohodlnéjsi manipulaci nastavovani raznych hod-
not poloméru kruznice. Nejprve si vytvoiime pomocny ovladaé¢ (smysl
konstrukce se ozfejmi pozdéji): Sestrojime poloptimku typu ,,Bs“?* s po-
c¢atkem P. Na ni zvolime asi 1 cm od P bod O a potom bod B tak,
aby O lezel mezi body P, B. Déle sestrojime polopfimku OB, na niz
zvolime vnitini bod X. Dale pomoci nabidky Cisla zvolime jednociferné
¢islo (napf. 5), jeZ budeme oznacovat k. Pomoci funkce Stejnolehlost
(Sesty sloupec ikon zleva) sestrojime obraz X’ bodu X ve stejnolehlosti
se stfedem O a koeficientem k. Déle sestrojime vektory OX’ a PX.
Posledni vektor zvyraznime stfedné silnou carou, pro polopfimku PX
zvolime nevyraznou barvu, napfiklad zlutou nebo svétle zelenou. Déle
nékde zvolime bod M, jimz mé prochazet kruznice m, a urc¢ime jeho ob-
raz S v posunuti o vektor OX’ (nabidka Posunuti — Sesty sloupec ikon
zleva). Nakonec sestrojime kruznici m(S,r = |SM]|) a skryjeme polo-
pfimku OB, vektor OX a body B, O, X. V prostiedi Vzddlenost a délka
(tfeti sloupec ikon zprava) ur¢ime vzdélenost bodi M a S a piikazem
Komentdre (druhy sloupec ikon zprava), k ni zleva pfipiSeme ,r = “.
Prikaz nemusime volit, pokud napiSeme text bezprostiedné po zobra-
zeni Cisla, jez vyjadiuje vzdalenost SM. Cely obrazek doplnime o tecny
z predem zvoleného vnéjsiho bodu A, které ke kruZnici m sestrojime
znamym zpusobem. Body dotyku tecen s kruznici oznac¢ime T', U.

Obr. 4 znazornuje vysledek s nastavenou hodnotou r = 7,6 cm a
k = 10 cm. Polomér kruznice mizeme ,plynule* ménit jednak pohybo-
vanim koncového bodu vektoru ovladace, jednak zménami hodnoty k.
Otacenim poloptimky ovladace tchopem za jeji vnitini bod rdzny od
bodu X ménime polohu stfedu kruznice, pficemz bod M je na misté a
polomér kruznice se neméni.

Nasledujici tfi obrazky ukazuji, jak se méni tecny, jestlize v daném
sméru vzdalujeme stfed S od bodu M.

4Tim rozumime poloptimku danou po¢ateénim bodem a smérem (tzv. nevlastnim
bodem): Prvnim kliknutim zvolime pocatek P, druhé kliknuti (volba sméru) umistime
do takového mista, kde neni vytvoren zadny objekt.
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Na obr. 5 je polomér kruznice ptiblizné 1,5 m, coz bychom jiz béZnym
kruzitkem nedokédzali na papir narysovat. Pfi hodnoté r = 153 m jiz
oblouk kruznice vypadd jako usecka (obr. 6). Tfebaze pouhym okem
(ani pfiloZzenim pravitka) nezjistime jeho zakfiveni, teény z bodu A se

stale jevi jako riiznobézky.

Obr. 4

Obr. 5

r=15274,421 cm

X
k = 20000

P

Obr. 6
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Na obr. 7 je nastaveno r = 153 km. Tecny ke kruznici prakticky
splyvaji v jedinou pfimku rovnobéznou s ,,pfimym* obloukem kruznice.

r=15274 420,644 cm

k = 20000000

Obr. 7

Vidéli jsme, ze druhy zptisob umoznuje snadnéjsi manipulaci, dosud
sestrojeny ovlada¢ vSak neumoziiuje volit presné hodnoty ¢isel. (Pohyb
koncového bodu X vektoru ovladace se déje po skocich z jednoho pi-
xelu na druhy.) Tento nedostatek muzeme odstranit, kdyz v ptvodni
konstrukeci body O a B sestrojime nanesenim délek 1 a 11 (na pivodni
polopfimku s poc¢atkem P v daném pofadi) a misto polopfimky OB
zvolime tsecku OB, na niz vazeme bod X. Schéma ovladace predstavuje
obr. 8. Posunutim bodu X do krajni pravé polohy v obr. 8 docilime, ze
délka vektoru OX bude presné 10 cm a délka vektoru O X’ bude 10k cm.®
Chceme-li mit r = 235 cm (tak pfesné, jak to umoziiuje program Cabri),
nastavime k = 23,5, apod.

k=3

Obr. 8

ODbé verze ovladace mizeme vyuzivat ke skryvani a zpétnému zvidi-
telfiovani sestrojenych objektt bez uziti nabidky Skryt/Zobrazit. Abychom
to objasnili, sestrojme jeden z popsanych ovladact, dale pak libovolnou
kruZnici a jeji obraz m v posunuti o vektor OX’. ktery po sestrojeni
obrazu skryjeme spolu s puvodni kruznici. Na ovladac¢i nyni zvolime vy-
sokou hodnotu k, napt. £ = 1000 000. Pfi posunuti koncového bodu X
ovlddaciho vektoru do levé krajni polohy méa vektor O X’ posunuti nulo-
vou délku a kruznici m vidime na misté ptivodni kruznice. Pi nepatrném
pohybu bodu X doprava se kruznice skryje. Presnéji feceno ji odsuneme

5Bod X je vazan na tusecku OB, proto v krajni poloze splyne s bodem B.
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pry¢ z pracovni plochy, nebot pro & = 1000000 se posunutim bodu X
o jeden pixel posune kruznice m tadové o tisic metra.

Okolnost, ze je ponékud nelogické zviditelnovat objekt ,zkracova-
nim“ vektoru PX (pfesnéji pohybem bodu X proti sméru orientace vek-
toru PX), snadno napravime, kdyz sestrojime ovlada¢ podle schématu
na obr. 8, pfitom vSak vektor O X’ nahradime vektorem BX’. Navic do-
porucuji zvolit malou délku usecky OB, tifeba jen 1 mm. Pak se objekt
objevi pii pohybu koncového bodu vektoru PX ve sméru sSipky a pri
opacném pohybu zmizi.

Soubory nékolika takto upravenych ovladact jsou vyhodné k vytva-
feni pomiicek pro demonstrace feseni slozitéjsich konstrukénich tloh.
Jestlize mé tloha vice feSeni, muZeme néktera z nich zviditelnovat a
skryvat v libovolném poradi, i s podstatnymi kroky jejich sestrojeni. To
predstavuje vyhodu oproti uziti p¥ikazu Upravit/Historie krok za kro-
kem v Cabri I, resp. Upravit/Krokovat konstrukci v Cabri II+, ktery
neumoznuje ménit poradi jednotlivych kroki konstrukce. Pro lepsi pred-
stavu moznosti vyuziti uvedeme nékolik ptikladii.

Prvni pomicka je tloha, v niz se maji sestrojit vsechny kruznice x
s danym polomérem d > 0 tak, aby se dotykaly dané kruznice ¢(C,r)
v jejim daném bodé Y (obr. 9). KruZnice ¢ je sestrojena 2. zptisobem
popsanym v prvni ¢asti ¢lanku. Miuzeme ji pfemistovat pomoci mysi
tchopem za bod v blizkosti pismena c. Prostfednim ovladac¢em I nasta-
vujeme polomér kruznice. Pro nastavovani velmi velkych nebo naopak
velmi malych polomért opét zménime hodnotu ¢isla k. Velikost daného
¢isla d volime hornim ovladacem. Skupina Sesti pod sebou umisténych
vektord tvori ovlada¢ zobrazeni a skryti potfebnych objekt. Vsechny
ovladace se daji snadno premistovat.

N Je déno nezaporné ¢islo d, kruznice ¢(C, 1)
Je dano nezdporné ¢islo d, kruznice o(C, 1) e anani bod Y. Sestrojte viechny kruznice
anani bod Y. Sestrojte viechny kruZnice : %, které maji polomér d a dotykaji se
x, které maji polomer d a dotykaji se -~ kruznice c vbodg Y.

kruznice ¢ vbod& Y.
¥ £
d T270 em
1,270 ¢m r=3431 cm
r=3431 cm i | i
1 e ==
—r k=10
k=10 e
: e —
— —
— =
— =
—
—
Obr. 9 Obr. 10
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Zéci by si nejprve méli uvédomit, Ze stfed X hledané kruznice x (X, d)
lezi na pfimce p = CY a soucasné na kruznici y(Y, d). Je tedy bodem prii-
niku obou ¢ar. Pfimku p zobrazime posunutim koncového bodu horniho
vektoru ovladace zobrazovani ve sméru Sipky. Podobné pomoci druhého
vektoru shora zobrazime kruznici y, pomoci tfetiho a ¢tvrtého priseciky
X a X’ (obr. 10). Pomoci zbyvajicich dvou vektorti zobrazujeme kruz-
nice x a z’, které jsou feSenim ulohy. Vidime je na obr. 11, kde jsou
v8echny pomocné ¢ary véetné textu tlohy skryty).

=~
1
=3

HHH

-0

Obr. 11 Obr. 12

Obr. 12 predstavuje vyuziti pomutcky k zobrazeni mnoziny stied
vSech kruznic, které maji polomér d a dotykaji se kruznice ¢: Pomoci
ovladace jsme skryli pomocné ¢ary i kruznice x, x’, ponechali jsme jen
jejich sttedy X, X’. Ty jsme zaktivovali pfikazem Stopa ano/ne (druhy
sloupec ikon zprava), a pak jsme uvedli do pohybu bod Y (natazenim
pruzinky v prostfedi Pohyb objektu, druhy sloupec ikon zprava). Tim
jsme uvedli do pohybu i body X, X', které vykreslily kruznice se spo-
leénym stiedem C' a poloméry r + d a |r — d|. Sjednoceni obou kruznic
tvofi hledanou mnozinu, tzv. ekvidistantu kruznice c.

Cely soubor Ize snadno piekreslit tak. aby se misto kruznic z, 2’ zob-
razovaly kruznice tvorici ekvidistantu. Pomoci ovladac¢t d a I pak zjistu-
jeme, jak vypada ekvidistanta pro ruzné vztahy mezi d a 71
Pro d = 0 jsou vsechny tfi kruznice totozné, pro 0 < d < r jsou kruz-
nice z, x’ stejné vzdaleny od ¢, pro d = r m4 mensi kruznice nulovy
polomér a pro d > r maji kruznice x, 2’ konstantni vzdélenost (rozdil
jejich polomérii je 2r). Pfitom pro r < d < 2r lez{ kruznice z, 2’ na
opacnych stranach od ¢, pro d = 2r je mensi z kruznic totozna s kruznici
¢, a pro Chyba! Chybné propojeni lezi ¢ uvniti obou kruznic. Zvolime-
li » = 500 km, mtzeme kruznici ¢ vydavat za primku. Dvojice z, x’
predstavuje ekvidistantu ,,pfimky“ ¢. Pro » = 0 kruznice z, ' splynou.
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Posledni ukazkou (obr. 13) je pomucka k feseni tlohy, v niz se maji
sestrojit vsechny kruznice s danym polomérem r tak, aby se dotykaly
danych kruznic m(M,ry) a n(M,ry). Ovladace I a I umoziuji mé-
nit poloméry a vzajemnou polohu zadanych kruznic, ovladac¢em r vo-
lime velikost r. Jiz diive popsanymi postupy lze kruznice m, n ménit na
,primky“ nastavenim hodné velkych polomérii nebo je naopak zménit na
body posunutim koncovych boda ovladact do levé krajni polohy. Vzda-
lenost stfedi M, N se zobrazuje automaticky. Horni ¢tyfi z dvanacti
vektori ovladace zobrazovani a skryvani objektt slouzi k zobrazovani
a skryvani kruznic e, €/, f, f’, z nichZ se skladaji ekvidistanty kruZnic
m a n. Prostfedni ¢tyri vektory ovladace umoznuji zobrazovat a skry-
vat kruznice a, b, ¢, d a dolni ¢tyfi zobrazuji a skryvaji zbyvajici ctyfi
kruznice o', V', ¢/, d' symetrické s kruznicemi a, b, ¢, d podle prfimky
MN.

/kl =4
1l = 35,954 cm
I

I k2=3
B ——
r2— 6,693 cm

L A
1,640 cm
MN| — 9,172 ¢

HIHLIH

Obr. 13

Zaver

V dilné na konferenci jsem misto poslednich t¥i prikladi demonstroval
vznik elipsy a hyperboly na zdkladé experiment® s kruznici m(M,r) a
osovou soumeérnosti. V limité pro r — oo vznikla parabola. V tomto
¢lanku jsem se rozhodl tuto ¢ast vynechat a zaradit radéji zminéné tii
priklady. Doufam totiz, Ze jsou vétsi inspiraci pro samostatnou praci
zajemcu o Cabri a Skolskou planimetrii. Témto zajemcum doporucuji,
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aby si popisované pomiicky sami sestrojili. Uc¢ebnici prace s programem
Cabri najde ¢tenafr na strankdch [2], k bliz§imu osvojeni problematiky
feseni konstrukénich tloh doporucuji [1].
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[1] Herman, J. a kol.: Matematika — Geometrické konstrukce. Prometheus, Praha,
1998.
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Open sour ce softwar e ve vyuce matematiky a fyziky
Michal Musilek, SOS vefejnospravni a socidlni, Stézery !

ABSTRAKT. Rada ucitelii matematiky absolvovala v uplynulyjch tvech letech
kurzy SIPVZ s nazvem ,ICT ve vyuce matematiky“, ve kterych se mimo jiné
sezndamili s dnes uZ klasickym dynamickym geometrickym ndcrtnikem Cabri
Geometrie a se systémem pocitacové algebry Derive. Vsichni by je radi ve vy-
uce alespornt obcas pouzivali, ale problém pravem vidéli ve financni ndrocénosti
licencovdni uvedeného software jak pro skolu, tak pro Zdky (pokud by méli s po-
moct pocitacée vypracovdvat domdct ukoly). Lépe by na tom mohli byt priznivci
operacniho systému Linuz a Open Source Software, kteri by mohli pouZivat
programy podobného zamérent, ale takové, jejichZ licence je pro skolu i Zaky
zdarma. Konkrétné jde o interaktivni geometricky ndcrinik Geonext a systém
pocitacové algebry Maxima. Na konkrétnich prikladech z uciva matematiky a
fyziky na drovni zakladni a stredni skoly jsou zde tyto programy prezentovdny.

V uplynulych tiech letech jsem jako lektor modulu ,ICT ve vyuce
matematiky“ v rdmci kurzt SIPVZ?2 proskolil asi 60 ucitel ve vyuzivani
matematického software ve vyucovacich hodinach matematiky, pripadné
fyziky (protoze fada frekventant méla jako druhy aproba¢ni predmét fy-
ziku, volil jsem nékteré aplikacni piiklady z uciva skolské fyziky). Vsichni

Le-mail: mim3@seznam.cz; Michal. Musilek@seznam.cz

2SIPVZ — Stétni informaéni politika ve vzdélavani; vladni program, jeho# soucasti
bylo vzdélavani ucitelt v oblasti vyuziti informac¢nich a komunikacnich technologii ve
vyuce
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Gcastnici kurzi byli nadsSeni zejména interaktivnim geometrickym néacrt-
nikem Cabri Geometrie [1], ale zaroven vétsina z nich smutné konstato-
vala, Ze porizeni neomezené skolni multilicence, které je nutnou (nikoliv
vSak postacujici) podminkou pro tcelné nasazeni prostfedi dynamické
geometrie do vyuky matematiky a fyziky, predstavuje pro béznou za-
kladni ¢i stfedni skolu prili§ velkou finanéni zatéz. Podobné to bylo také
se systémem pocitacové algebry Derive.

Protoze jsem pfiznivcem operacniho systému Linux a Open Source
Software (tento ¢lanek pisu v OpenOffice.org Writeru), rozhodl jsem se
vyhledat na Internetu programy podobného zaméreni jako Cabri Geo-
metrie a Derive, ale takové, které jsou $ifeny pod GNU licenci [4], tedy
naprosto svobodné a zdarma. Domnivam se, Ze tento zamér se mi poda-
filo realizovat. Programy Geonext [2] a Maxima [3] jsou plnohodnotnou
Open Source alternativou ke komer¢nim programtm a potieby vyuky
na zakladni a stfedni Skole nejen zcela naplnuji, ale dokonce vyrazné
prevy$uji. K obéma programtim jsem napsal struéné prirucky [5], [6],
ve kterych jsou moznosti programt ukazany na mnozstvi jednoduchych
feSenych uloh. Pfirucky davam bezplatné k dispozici vSem uciteltim a za-
ktim ve smyslu GNU Free Documentation License v. 1.2 a jsou prilozeny
na CD-ROM, ktery je soucasti tohoto sborniku.

Geonext

Po seznameni se se zdkladnim ovladanim programu Geonext je vhodné
provadét nékteré konstrukce uvedené v prirucce [5], jako je kruznice
opsand trojuhelniku, kruznice vepsana trojuhelniku, konstrukce troju-
helniku, jsou-li ¢iselné dany dvé strany a thel, stopa objektu — psani
zrcadlovym pismem, zobrazovani grafi funkci a funkeci danych paramet-
ricky a na zavér jednoduché prace s vektory — grafické séitani sil pomoci
rovnobézniku, vytvareni diashow — tecény z bodu ke kruznici, vyuziti
stopy objektd a animace pii konstrukci kuzelosecek, vyuziti v algebre
k feseni soustavy rovnic o dvou nezndmych, geometricka optika — zob-
razeni spojnou ¢ockou, skladani rovnobéznych sil ¢i model kladkostroje.
Navic oproti obsahu prirucky si nyni prfedvedeme dvé konstrukce.

Zahradnicka konstrukce elipsy

Spustime interaktivni geometricky nacrtnik Geonext, vytvofime si novou
kreslici plochu (novy list papiru) a pomoci nastroje Use&ka sestrojime
usecku AB. Tato usecka bude predstavovat natazeny provazek, ktery
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zahradnik pouzije ke konstrukci elipsy. Potom pomoci nastroje Vazany
bod umistime na tsecku AB pohyblivy bod C, ktery predstavuje konec
hrabi, kterymi zahradnik rysuje na zem elipsu. Nyni bychom pottebovali
,privazat® provazek ke dvéma kolikiim — ohnisktim elipsy a sestrojit
jednotlivé body elipsy podle odpovidajici definice: Elipsa je mnozina
bodi, které maji od dvou pevné danych bodii (ohnisek) stejny, piedem
dany soucet vzdalenosti.

Vyznacime pomoci nastroje Bod budouci ohniska elipsy D, E a po-
moci nastroje P¥ejmenovat piejmenujeme bod D na F' (podle lat. focus
= ohnisko). Nyni vybereme z nékolika nastroji, které nabizi Geonext
pro kresleni kruznic, nastroj Kruznice (zadat polomér), klikneme na
bod F, ¢imz ur¢ime stied kruznice a do dialogového okénka Vstup zapi-
Seme vyraz Dist (A,C), tedy urcime, ze polomér kruznice je roven délce
usecky AC' (pfesnéji feceno vzdalenosti bodt A a C'). Analogicky sestro-
jime kruznici se stfedem E a polomérem BC'. Pokud se vzniklé kruznice
neprotinaji, upravime obrazek pomoci nastroje Pohybovat tak, aby se
protinaly (sta¢i vhodné pohnout bodem B ¢ E). Prisec¢iky vyznac¢ime
nastrojem Priseéik a postupnym kliknutim na obé kruznice. Vyznaci
se body G a H. Pokud budeme nyni pohybovat bodem C' po tiseéce AB,
vidime, Ze pruseciky G a H se pohybuji po elipse.

Obr. 1: Zahradnicka konstrukce elipsy

Nasim cilem je elipsu zviditelnit — vhodné vyznacit. K tomu tcelu
zvolime nastroj Vlastnosti objektu a v dialogovém okné, které se
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objevi, zaSkrtneme u bodi G a H policko Zobrazit stopu objektu.
Pohybujeme-li nyni znovu bodem C' po tsecce AB, zanechavaji body G
a H zretelnou stopu ve tvaru elipsy. Pohyb bodu C' mizeme zautomati-
zovat a soucasné ucinit pravidelnym pomoci animace. Nejprve smazeme
stopu nabidkou z menu Upravy > Smazat stopu. Znovu vyvolame dia-
log Vlastnosti objektu, ale tentokrat vyhledame pohyblivy bod C a
u néj na zalozce Vlastnosti zaskrtneme Animovat a v policku Kroky
vyplnime 100 a stiskneme tlac¢itko Pouzit. Potom dialog zavieme a spus-
time animaci piikazem z menu Objekty > Animace > Zalit animaci.
Alternativné bychom mohli vyznacit odpovidajici kiivku pomoci né-
stroje K¥ivka stopy (je tfeba kliknout nejprve na bod C, jehoZ pohyb
urcuje vysledek, a pak na bod, ktery kresli stopu). Vysledek konstrukce
doplnény o usecky FFH a EH, které predstavuji natazeny provazek, vi-
dite na obr. 1.

Znazornéni dvojice sil

Jde o jednoduché fyzikalni schéma, ale 1ze na ném ukazat nékolik triki.
Spustime interaktivni geometricky nacrtnik Geonext, vytvofime si novou
kreslici plochu (novy list papiru) a pomoci néstroje Use&ka sestrojime
usecku AB. Dvojici sil tvori dvé stejné velké sily opa¢ného sméru, které
pusobi ve dvou riznych bodech tuhého télesa otacivého kolem nehybné
osy. Uplatnuje se pfi otaceni volantem, nebo vodovodnim kohoutkem,
pri Fezéni zavitt apod. Pusobisté sily F; bude v bodé A. Zvolime né-
stroj Vektor, klikneme na bod A a potom nékam do kreslici plochy tak,
abychom oznaéili koncovy bod vektoru. Bod se ihned oznac¢i pismenem C',
ale vektor zlustane neoznaceny. Ve skutecnosti oznaceni pridéleno ma,
jen neni vidét. Vyvolame dialog Vlastnosti objektu a zvolime zalozku
Popis, na niz je pro popis zvolena neviditelnd barva (proskrtnuti do X).
Vybereme vhodnou barvu pro popis, nejlépe ¢ernou, v kolonce Jméno vy-
plnime F) a stiskneme tlacitko P¥ejmenovat (podtrzitko znamend dolni
index). Nakonec dialog zavieme a u vektoru se objevi pozadovany popis.
Tim jsme se naucili trik popisovani objektl s indexy.

V dalsi fazi rozlozime silu F; do dvou slozek, z nichz jedna lezi na
pfimce AB a druhd je na ni kolméa. Nejprve spustime kolmici z bodu C'
k pfimce AB. Vsimnéte si, ze to jde, i kdyz pfimku AB nemame vyzna-
¢enou. Pouzijeme nastroj Kolmé dsecka a klikneme nejprve na bod C a
potom na usecku AB. Tim ziskdme tsecku C'D s koncovym bodem D.
Nyni vyznac¢ime vektor AD a oznacime ho F},,. Pfi pfejmenovani musime
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zadat F_1 n (pfed n musi byt znovu podtrzitko). Dale vektor pfebarvime
tfeba na oranzovou tak, ze na zalozce Obrys zvolime oranzovou barvu
misto implicitni modré. Podobné pfebarvime vynaseci kolmou tsecku na
zluto. Pro druhou slozku vektoru si nejprve ptripravime kolmici k tisecce
AB. Zvolime nastroj Kolmice a klikneme nejprve na tusecku AB a pak na
bod A. Vratime se k nastroji Kolma dsecka a spustime kolmici k predtim
sestrojené kolmici, tim ziskdme bod E. Nakonec doplnime vektor AE a
oznac¢ime ho Fijj. Vyslednou, ponékud nepiehlednou konstrukei vidime
na obr. 2.

m

Obr. 2 Obr. 3

Pro druhou silu z dvojice pouzijeme jiny trik. Sestrojime stied usecky
AB (stfed otaceni télesa) pomoci nastroje St¥ed (bod F' pfejmenujeme
na O). Pak zvolime néstroj pro zobrazeni bodu ve stfedové soumérnosti
Bod (st¥edova soum&rnost) a zobrazime postupné body C, D, F a
ziskame body F', G, H. Musime vzdy kliknout nejprve na stfed soumér-
nosti (bod O) a teprve potom na bod, ktery zobrazujeme. Pak uz snadno
doplnime vektory a jejich oznaceni. Pro zpiehlednéni obrazku spustime
dialog Vlastnosti objektu a skryjeme body D, F, I';, G a H a kolmou
piimku a ziskdme pirehledny obr. 3. Bodem C' miZeme pohybovat a mé-
nit razné situaci. Tak vyvodime, Ze otacCivy ucinek na téleso maji pouze
kolmé slozky Fij a Fsj obou sil dvojice.

Geonext versus Cabri Geometrie
Jak je vidét z prikladt uvedenych v tomto ¢lanku i v ptirucee [5], zvlada
Geonext vétsinu béznych geometrickych konstrukei stejné dobie jako
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Cabri Geometrie. Neznamena to vsak, ze tyto programy maji stejné ovla-
dani a chovani. Geonext mé ve srovnani s Cabri Geometrii sva slabd i
silnd mista. Uvedu alespon par odlisnosti.

Nejprve nékolik slabin. Geonext neni, bohuzel, plné lokalizovany.
Vsechny nabidky a zékladni ndpovéda jsou v cestiné, ale kdyz klikneme
v napovédé na podrobné heslo, zobrazi se detaily nahle v némciné. Geo-
next ma slozitéjsi a tézkopadnéjsi ovladani vypoctu. Zobrazeni jsou ome-
zena pouze na osovou soumeérnost a stfedovou soumeérnost a zobrazovat
mérit plochu rovinnych obrazci. Hlavni nevyhodou je ovSsem absence
makrokonstrukei.

Geonext ma vsak také fadu silnych mist, napft. Sirsi moznost exportu
obrazkul, vcetné exportu do vektorového formatu, ktery Cabri vibec
neumi, moznost vytvareni diashow pro zvefejnéni konstrukce na webu.
Mnohem jednodussi nez v Cabri je zobrazovani funkci a parametricky
zadanych kiivek. Pro zobrazovani grafu funkci je miizka nazornéjsi nez
miizové body. Rychlost (délku kroku) animaci je moZné na rozdil od
Cabri presné nastavit. Barevné se odlisuji volné body (¢ervené), body
vézané na kiivku (oranzové) a body, které jsou vysledkem konstrukce
(8edé); takové rozliseni Cabri nedéla a pfitom je to metodicky velmi vy-
hodné. Nejvétsi vyhodou je ale nulova pofizovaci cena pro ucitele i zéky.

Systémy pocitacové algebry

Druhy program pojmenovany Maxima, patfi mezi programy oznacované
zkratkou CAS z anglického computer algebra system, tedy systém po-
Citacové algebry. K dokonalym programim stejného typu patfi napft.
Mathematica, Maple nebo ze Skoleni SIPVZ znamy Derive. Vyhodou
Maximy je distribuce programu pod GNU licenci, tedy zcela zdarma.
Pritom Maxima svymi moznostmi nékolikanasobné prevysuje bézné po-
tfeby stiedni skoly.

Maximu mohu porovnat jediné s programem Derive, jiné CAS sys-
témy neznam. Hlavni vyhodou Derive je intuitivnéjsi ovladani, fada
funkei je pristupnd pies obrazkova tlacitka (ikonky). Tuto nevyhodu
Castecné odstranuje nadstavba Maximy nazvanid wxMaxima, kde jsou
nejcastéjsi funkce také pristupné pres tlacitka. Jinak jsou moznosti obou
programu plné srovnatelné a Maxima méa dokonce 8irsi paletu prikazi.

Po sezndmeni se s moznostmi Maximy uvedenymi v pfirucce [6] je
vhodné naucit se napf. pocCetni operace s ¢isly, véetné zlomki ¢i odmoc-
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nin, Gpravy algebraickych vyrazl, presné numerické vypoéty (na 1 000
desetinnych mist), feSeni rovnic a soustav rovnic, rozmanitou praci se
standardnimi i uzivatelsky definovanymi funkcemi, vykreslovani grafi
funkci a 3D grafu funkci dvou proménnych, derivace funkci a totalni
diferencial, goniometrii, komplexni ¢isla a maticové operace. Vhodnym
ptikladem vyhod tohoto programu miize byt pouziti urcitého integralu
pro vypocet momentu setrvacnosti valce a koule. Protoze téma rotac-
niho pohybu (resp. valeni télesa po naklonéné roving) se probira ve fyzice
v dobé, kdy Zaci nemaji potfebny matematicky aparat k dispozici, miize
byt pravé zde Maxima vybornym pomocnikem pro praci s matematicky
i fyzikalné talentovanymi zaky.

Vypocet momentu setrvaCnosti valce a koule

K vypoctim integralti v CAS Maxima slouzi piikaz integrate (expr,x) ;
pro neurcity, resp. integrate (expr,x,a,b) ; pro urcity integral. Ukazme
si vypocet momentu setrvacnosti valce a koule uzitim urcitych integrala.
Predstavme si, ze valec s celkovou hmotnosti m je slozen z tenkych prs-
tencti o tloustce da, hmotnost kazdého je dm = %7 kde proménny
polomér jednotlivych prstenci je x. Tento polomér se méni od nuly do r
a vysledny moment setrvacnosti zjistime integraci, kterou zakam prv-
niho ro¢niku velmi zjednodusené predstavime jako zobecnéni s¢itani pro
velmi malé veli¢iny dz, momentt setrva¢nosti dm - 22 téchto tenkych
prstencit:

(C1) integrate(2*Pixx/(Pi*r~2)#*m*x~2,x,0,r);

(Y N

Tedy plati:
" 2mx 1
/ —mez de = —msr?
o TT 2
Kdyz zname moment setrvacnosti valce, mtzeme ho vyuzit k vypoctu
momentu setrvacnosti koule. Pfedstavme si, Ze koule je slozena z tenkych
pléatkt (jako kdyz kréjime saldm) o tloustce dz. Kazdy platek je maly
vélec o poloméru y = /12 — 22 a vysSce dz. Jeho hmotnost je

2

dm = 4 3 dx
§7T'I"
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a moment setrvacnosti )

Pak integraci téchto prispévkia ziskame vysledek. Nejprve definujeme
funkci vyjadiujici zévislost y na = a nasledné ji vyuzijeme pfimo v zapisu
integralu. Odpovidajici substituci provede Maxima sama. Tim se vlastni
piikaz pro integraci formalné velmi zjednodusi:

(€2) y(x):=sqrt(r"2-x"2)$
(C3) integrate(2*Pi*x/(Pi*r~2)*m*x~2,x,0,r);

o e

Tedy

"3y, "3 (r? — 2%)? 2
J=[ 2 p2de= [ 2T g2 2
/_r8r3y . /_TS r3 TEET

coz je znamy vysledek, ktery vSak zpravidla zakim sdélujeme jako ho-
tovy fakt. Odvozeni pomoci Maximy je pro rozvoj jejich analytického
mysleni ur¢ité prinosné;jsi.
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VyuZiti aktivizujicich metod ve vyuce matematiky

Eva Novakova, Gymnézium Zd4ar nad Sazavou

ABSTRAKT. V clanku jsou popsdny nékteré konkrétni cinnosti, které au-
torka pouziva pri vyucovani matematice. Tyto postupy vedou k aktivizaci Zaku
a hlubsimu porozuméni ucivu.

Uvodem

Béhem svého dlouholetého pedagogického ptisobeni jsem se setkala se
zaky, ktefi neméli radi matematiku, zdala se jim piilis obtiznd a nepfi-
stupna. Jini prokazovali pouze povrchni a formalni kratkodobé znalosti.
Konzultacemi s kolegy a ¢etbou literatury (napt. [1], [2]) jsem zjistila,
Ze je to obecnéjsi problém a ze se netyka pouze mych zakia.

Védéla jsem, ze nékteré z téchto problémt by mohly byt odstranény,
pokud by zaci pii vyucovani zazivali radost z prace a mohli nové po-
znatky dikladné prozkoumat a prodiskutovat. V [3] jsem kromé mnoha
zajimavych a pro mé novych myslenek nasla i tuto tabulku:

Dlouhodobé si zapamatujeme

10 % toho, co slysime

15 % toho, co vidime

20 % toho, co soucasné vidime i sly§ime
40 % toho, o éem diskutujeme

80 % toho, co pfimo zazijeme nebo délame
90 % toho, co se pokousime naucit druhé

Tabulka byla sestavena na zakladé psychologickych vyzkumi a po-
mérné jasné ukazuje, které vyucovaci metody jsou z hlediska dlouhodo-
bého zapamatovani acinné a které méné.

Ve svém clanku bych vam chtéla ukézat nékteré aktivity, které do
hodin pfinéseji radost z poznani, vedou k dlouhodobému zapamatovani
a které jsou snad téz prevenci formalismu. VSechny uvedené cinnosti
jsem nekolikrat zkousela se svymi zaky, vzdy s kladnym ohlasem.

Le-mail: novakova@gymzr.cz
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Pro tcely ptispévku rozdélim aktivity na dvé skupiny:
1. vytvafeni dvojic
2. experimentovani

Vytvareni dvojic

Vytvéareni dvojic (ale i trojic ¢i étvefic) je velmi vdéény zptisob motivace
zakl a da se pouzit v kterékoli fazi hodiny. Mize to byt naptiklad velmi
jednoduché zahfivaci aktivita jako v pracovnim listu 1.

Aktivitu 1 lze pouzit pri rozdélovani zakd do skupin. V tabulce
v tadcich jsou vzdy dvé komplexni cisla se stejnou absolutni hodnotou,
jednou ve tvaru algebraickém a jednou ve tvaru goniometrickém. Tabulku
rozst¥ihdme a pouzijeme pouze tolik listeck, kolik je zakil. Zaci dostanou
po jednom listecku s pokynem, aby vytvorili dvojice. Kdyz se jim podari
najit kolegu se stejnym komplexnim ¢islem, pozadame je, aby ztstali ve
dvojicich a nasli k sobé dalsi dvojici. Pokud jsou zaci na podobné aktivity
zvykli, mtzeme kol ztizit tim, Ze pri hledani partnera nesméji mluvit.
na zada a oni nevédi, jaké ¢islo maji. Ani v tomto pripadé nesméji zaci pri
rozdélovani do dvojic mluvit. Je velice zajimavé sledovat chovani zaki
po zadani takto obtizného tkolu. Pomérné dlouho jenom stoji a snazi se
porusovat pravidla tim, ze mluvi, a teprve az jednoho z nich napadne dat
dohromady jinou dvojici, za vSeobecné tlevy zacnou poméhat ostatnim
a doufaji, ze nékdo pomiize také jim. Je vidét, ze kromé matematiky zde
cviéime také komunikaci (i neverbélni) a spolupréci.

Vytvareni dvojic je mozné pouzit i k zasifrovani zpravy, jak je tomu
v pracovnim listu 2. V horni ¢asti pracovniho listu je dvanact ocis-
lovanych vyrazd, v dolni ¢asti je dvanact vyrazl, které ziskdme tpra-
vou vyrazui z horni ¢asti. Jde tedy o vytvareni dvojic vyraz z horni
¢asti — odpovidajici vyraz z dolni ¢asti. U vSech vyrazu je také pismeno.
A pravé spravné prirazeni dvojic ndm pomuze slozit zpravu. Licha pis-
mena zpravy odpovidaji pismentim u vyrazi v horni ¢asti pracovniho
listu v oc¢islovaném pofadi. Suda pismena ziskdme z odpovidajicich vy-
razil v dolni ¢4sti zpravy. Napf. vyrazu ¢. 1 (M) v horni ¢asti odpovida
vyraz oznaceny pismenem A v dolni ¢asti a vyrazu ¢. 2 (T) odpovidé vy-
raz oznaceny pismenem E. Prvni ¢tyfi pismena zprévy jsou tedy MATE.
Vylusténi celé zpravy necham na ¢tenafi. Je samoziejmé na uciteli, jestli
tento pracovni list pouzije pro individualni praci zaka ve skole nebo
doma, nebo zda nechd zpravu vylustit dvojici ¢i ¢tverici zaka.
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Experimentovani

Predkladam tfi pracovni listy, které vedou zdky k experimentovani a
odhalovani novych poznatkt. Zde je efektivni vytvorit skupiny po zhruba
¢tytech zacich, coz umoznuje diskusi o problematice, spolupraci a vyuziti
synergie skupiny. Vzdy znovu jsem pfekvapena, ze zaci touto metodou
zvladaji i velmi obtizné ukoly.

Pokud zadam zaktim podobny problém, snazim se omezit své vmeé-
Sovani do jejich aktivity na nezbytné minimum. Urc¢itou dobu je ne-
cham pracovat zcela samostatné a teprve potom kontroluji ¢innost sku-
pin. Skupinadm, které jsou na spravné stopé, nic nefrikam, maximalné
kyvnu hlavou. Nékteré skupiny jsou zahlceny napady a neuméji vybrat
ten spravny. Tém trochu pomohu otazkami, které je upozorni na mozna
uskali Spatnych feseni. V tuto chvili nezaujimam zadné stanovisko k je-
jich eventualnim odpovédim a premistim se k dalsi skupiné. Vyjimecné
se najde i skupina, ktera zatim nic nevymyslela a nevi, co s problémem.
Témto zakim jenom mirné napovim, aby mohli zacit pracovat. Napo-
véda musi byt opravdu minimalni, aby neméli pocit, Ze jsem problém
vyTesila j4, a ne oni.

Velmi dilezité je, aby vsichni zéci prozili na zavér piijemny pocit
z dobfe vykonané prace. Proto mam pro rychlejsi skupiny nachystanou
dalsi ¢innost a s rozborem pracovniho listu pockam, az jsou vSechny
skupiny hotové. Pak shrneme vysledky, popovidame si o zajimavych
myslenkach, které zéky v pribéhu prace napadly, a o svych pocitech.
Samoziejmeé je upozornim na fakt, ze zobecrniovali z velmi malého poctu
pfipadt a ze o tom, zda jsou jejich zavéry spravné, lze rozhodnout jediné
fadnym dtkazem tvrzeni. Ten si vétsinou nechdme az na dalsi hodinu.
V zéavéru nezapomeneme zhodnotit praci ve skupiné.

Poznamka k pracovnimu listu 3. Predchézejici hodinu jsme defino-
vali pojem druhda odmocnina nezaporného redlného ¢isla. Predtim, nez
zéaci zacali pracovat ve skupinach, probéhl brainstorming. Kazdy zak
mél napsat, co vi (nebo si mysli, Ze vi) o odmocninéch. Vzpominali tedy
na poznatky ze zakladni $koly. Zakéim bylo feceno, ze by za hodinu méli
zvladnout tlohy 1-6 a ze tlohy 7-9 jsou urceny pro velmi rychlé skupiny.
Poznamka k pracovnimu listu 4. V pfedchozich hodinach jsme se
zabyvali variacemi a permutacemi. Na zacatku hodiny jsme zopakovali
rozdil mezi usporadanou a neusporadanou k-tici a zptisob jejich zapisu.

Poznamka k pracovnimu listu 5. V tomto ptipadé mohou zZaci pra-
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covat i ve dvojicich, nebot zapis souc¢tovych vzorct jim obvykle nedéla
vaznéjsi problémy. Do volnych sloupcta by méli zvolit vlastni dhly, aby
ziskané vysledky byly o néco prukaznéjsi.

Zaver

Ve svém c¢lanku jsem ukézala nékolik piikladi, jak zvysit aktivitu zakd
béhem vyucovani matematice. Maji slouzit jako inspirace pro ostatni
ucitele, nikoli jako pfesné navody, kterych je tfeba se striktné drzet. Ze
své zkuSenosti mohu fici, ze zaci maji takovéto aktivity radi a ze se
na né tési. Libi se jim neformalni atmosféra ve skupiné vrstevniki, ve
které se neboji polozit i zdanlivé banalni otazky a udélat chybu. Ocenuji
moznost diskuse se spoluzdky a uvédomuji si, Ze tato casto obtizna prace
vede k hlubsimu poznéni a trvalejSimu zapamatovani.

Pouziti aktivizujicich metod klade na ucitele vysoké naroky. Nesmi
zapomenout na naslednou systematizaci poznatkd a dtkladny rozbor
pouzitych metod a chyb, jichz se zaci dopustili. Nevyhodou takovychto
forem prace je i velkd ¢asova narocnost. Presto se pfimlouvam za jejich
alespon obcasné pouzivani ve vyucovani. Pfinaseji totiz zaujeti, aktivitu
a radost pro zaky i ucitele.

Literatura
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PRACOVNI LIST 1
ODMOCNINY

7 danych c¢isel vytvorte ¢tyfi trojice a t¥i dvojice.
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AKTIVITA 1
KOMPLEXNI ¢isLA

cos 135° + 4 sin 135° —\/75 + \/752
cos 240° + ¢ sin 240° f% — ? i
2(cos 150° + i sin 150°) —V3+i
2(cos 315° + i sin 315°) V2 —V2i
V/3(cos 330° + i sin 330°) g - ?z
V/3(cos 120° + i sin 120°) —? + %z
V/2(cos45° + i sin 45°) 1+
V/2(cos 225° + i sin 225°) —1—i
3(cos 90° + 7 sin 90°) 3i
3(cos 30° + 7 sin 30°) ¥ + g i
? (cos210° 4 i sin 210°) —% - ?32
? (cos 300° + i sin 300°) ? — %z
\/75 (cos180° + ¢ sin 180°) —\/75
g (cos270° 4 i sin270°) —\/75 i
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PRACOVNI LIST 2

VYRAZY
|2 - 10| 4 + ot
b 2 1 1 1 .2
2T\ 55 — ot o 81 (a+z+m)-a—+z
a azf as a
3M (m—) =1 9A (1+b—3):(1+3)

a\3
104 ) 1

2 b b
4T (ﬁ—a—ﬂﬁaz—m) e~ 2+%) b5 +(=b)°
a
11 1 2 (1.1 +2 _ a=2
11A (a2 + bZ) a2+2abﬁz+(a+b)3 (a + b) 5K 272 g Z+2
a3b3 4—a?
2a-+b 1 . b2
68| 202t 1 12U | (o® —1%): (o + 25)
VYSLEDKY
3a—1 1
A | =5 T |
1
I a_+b A —a
—3b 2 2
E m ' a *b
J |2, M a®
a2_b2
+1 b
A aa H aa—b
2 2 _ab+b?
Z | > N | =
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PRACOVNI LIST 3
ODMOCNINY

1. Ve skupiné si navzdjem prectéte a prodiskutujte, co zatim vite (nebo
si myslite, Ze vite) o odmocninéch.

2. Zvolte ¢isla a, b a vyplnte néasledujici tabulku:
a 36
b 4

Q
(=)

S

B
=

NEECE

w

. Z tabulky 1ze odvodit nasledujici zavéry:
1. pro vsechna a,b € RS‘ plati:
2. pro viechna a € RJ, b € RT plati:

4. Porovnejte to, co jste zatim o odmocninéch zjistili, s tim, co jste o nich
védeli nebo tusili na zac¢atku hodiny.

5. Uzitim zavéri z casti 3) prevedte v/50 na tvar a - v/b, kde a,b € N.
(Této ¢innosti se fika ¢asteéné odmoctiovani.)

6. Céasteéné odmocnéte:
V675, /980, V252, /432, /12, V63, V648, v/150, /1859

7. Uzitim zavért z ¢asti 3) odstratite odmocninu ze jmenovatele zlomku %
(Této ¢innosti se Fikd usmérnovani zlomku.)

. Usmérnéte zlomky: %, %, \/%

(]

9. Uzitim zavéra z ¢asti 3) a jednoho znamého vzorce usmérnéte zlomky:

1 1 4
1+v27 1-v/57 2—V3
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PRACOVNI LIST 4

KOMBINACE

1.

Vypiste vSechny trojice, které lze vytvorit z péti prvka A, B,C, D, E,
jestlize se prvky nemohou opakovat a

a) zalezl na poradi,

b) nezdlezi na pofadi prvka.

. Kolikrat vice je trojic usporddanych nez neusporadanych? Kolikrat

méné je trojic neusporadanych nez usporadanych? Proc¢?

. Pomoci podobnych tvah jako v tilohdch 1) a 2) uréete pocet uspofa-

danych a neusporadanych ¢tvefic, které lze vytvorit z deseti prvku.

. Prectéte si a spolec¢né prodiskutujte nasledujici definici.

Definice: Kombinace k-té tridy zn pruki (k-clennd kombinace z n pr-
vkil) je neuspotfadand k-tice sestavend z téchto prvkl tak, ze kazdy
se v ni vyskytuje nejvyse jednou.

Pocet téchto kombinaci oznacujeme K (k,n).

. Cim se lisi kombinace od variaci? Vytvareli jste v ilohach 1) nebo 3)

néjaké kombinace? Kdy? Pokuste se napsat vzorec pro pocet kombi-
naci treti t¥idy z péti prvki a kombinaci ¢tvrté t¥idy z deseti prvku.

. Na zakladé vysledkt predchozich tloh odvodte vzorec pro pocet kom-

binaci k-té t¥idy z n prvku.
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SOUCTOVE VZORCE

PRACOVNI LIST 5

T

60°

30°

120°

)

30°

60°

60°

r+y

r—y

sinx

siny

CoOs T

cosy

sin(z +y

)
sin(x — y)
)

cos(x +y

cos(z — )

sin x cos y

coszsiny

sin x sin y

COST COSYy

Zavér:
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Hrajemes v matematice (popis zkudenosti ugitele ZS)
Jana Pliskova, ZS Josefa Ressla, Pardubice !

ABSTRAKT. Cldnek ukazuje, jak je mozné zpristupnit a zpiijemnit matema-
tiku formou hry. Vse je ukdzano na prikladu hry Pezeso, kterd je predvedena
v nekolika riznych obméndch.

Uvod

Jsem ucitelkou matematiky na druhém stupni zakladni skoly. Moji sna-
hou je zpfistupnit matematiku zaktim formami, které jsou pro né prti-
jemné a které zaci vnimaji jako hru a ne uceni. Moje zkusenost je takova,
ze pokud jsou zaci zvykli pracovat uréitym stylem jiz od nizsich roc¢nikd,
pak jim nepfipadd forma hry zvlastni ani ve vyssich rocnicich, ba nao-
pak ji vitaji. Samoziejmé je dilezita vyvazenost hodiny a herni formy je
nutno volit citlivé, ve vhodnou dobu, je nutné zvazit vékovou skupinu,
pro kterou tu, ¢ onu hru volim. Ukolem ¢lanku je predat osobni zkuse-
nosti s aktivitami, které pfi vyuce matematiky pomahaji motivovat zaky,
podélit se o napady, jakym zptisobem je mozné zaky vést k presvédceni,
Ze matematika je véda krasna a zabavna.

Hra je forma c¢innosti, pii které déti nevnimaji proces ziskavani vé-
domosti a dovednosti jako proces uceni. Hra je mnohdy v osvojeni po-
malé dité schopno se rychle naucit jména zvirat, plemena psti, hrady a
zamky atd. Jako dalsi pfinos her povazuji fakt, ze se déti uc¢i komuni-
kovat, spolupracovat, brat si priklad z jednani druhého, podfizovat se
druhym, rychle se rozhodovat. Hra umoznuje byt tGspésnymi i détem,
které maji vyukové obtize a naopak uci prijimat porazku détem prili§
sebejistym. V neposledni fadé vnimam hru jako prostfedek odbourévani
strachu z matematiky, z ucitele, ktery miize byt pri hrach partnerem,
z omylu, ktery se pri hie objevi, z netaspéchu.

V tomto ¢lanku popisu nékolik osvédcéenych napadii na ¢innosti, které
zaci vitaji.

Le-mail: pliskova.jana@seznam.cz
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Domino

Tato hra je velice zndma snad ve vSech rodinéach, proto neni tfeba détem
prilis dlouho popisovat jeji pravidla. Ta je mozno pro zatraktivnéni hry
obménovat. Jednd se zpocatku o hru motivacni, kdy se déti snazi splnit
kol — vyhrat, byt prvni, porazit spoluzdka. Pfi jejim dalsim pouzivani
vsak déti zacinaji vnimat i pfinos této hry — uceni. Proto si dovoluji tuto
hru povazovat za didaktickou. Pro zaky neni tato hra pfinosem jen pro
zapamatovani si probirané latky. Uci se také komunikovat, podfizovat
druhému, vysvétlovat a obhajovat volbu, rychle se rozhodovat. Nesetkala
jsem se s odmitnutim této hry, s nevoli hru hrat, prestoze obsah karticek
byl zaky povazovan za obtizné ucivo.
Témata, kterd pouzivam pro hru Domino:
e prevody jednotek
e algebraické vzorce
e geometrické vzorce s nazvy utvaru, s obrazky utvard, télesy, sitémi
téles
e prevody zlomki na desetinné ¢isla, smisena ¢isla, zakladni tvar
e vyjadieni ¢asti dne, hodiny, jednotek desetinnym c¢islem a zlomkem

Rizna pravidla pro hru Domino:

e klasické Domino

e hra skupin, dvojic — ktera skupina, dvojice rychle sestavi z karticek
étverec

e hra dvojic — vSechny karticky otocené licem, hraci se musi v pokladani
stiidat a sestavit uzavieny obrazec

Hry sobdobnym vyuZzitim i pravidly

Magicky Ctverec

Ctverec rozstiihany na 9 étvercovych karticek. Jednotlivé karticky jsou
rozdéleny uhlopfickami na 4 trojihelniky. Do trojihelniki jsou vepsany
zapisy tak, aby pii slozeni ¢tverce k sobé priléhaly strany karticek stej-
ného vyznamu jako u domina.

Pexeso

Znama hra, u které je mozno vyuzit poznatki z domina — obrazky nejsou
identické, ale vyjadiuji stejny vyraz, stejnou vlastnost, maji stejny vy-
znam.

Pexeso je mozné hrat s obménami, které urychli a zatraktivni hru:
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vSechny obrazky otoc¢ené licem a dvojice jen vyhledavat
vsichni hledaji najednou
hréci se ve dvojicich st¥idaji do té doby, nez se jeden hrac¢ zmyli

karticky rozmisténé po tridé a déti hledaji dvojice

Karticky ANO-NE

Kazdy zak si vyrobi z jakéhokoli ¢istého kartonu 2 karticky velikosti
A5. Na jednu napisSe A ¢ celé slovo ANO, na druhou N nebo celé slovo
NE. U¢itel se pt4, cela tiida (jednotlivei) po stanoveném limitu odpovida
zvednutim spravné karticky. Ucitel vyjmenuje zaky, kteti se zmylili, a pti-
padné vysvétli chyby. Zéci si chyby po¢itaji. Pro ucitele je to prehledna
forma zjisténi znalosti, déti tuto formu vnimaji jako hru, obzvlast, po-
kud jsou na zévér pochvéaleni ¢i ohodnoceni razitkem, zndmkou. Na zaky,
ktefi chybovali, neptsobi tato forma zkouSeni negativné. Aby hru hrali
vsichni do konce, je mozné stanovit uréitou moznost omylu. Zaci ¢asto
karticky vyzaduji.

Hru je mozné doplnit: Pro otdzky mam pripravené svoje karty. Ob-
sahuji napf. vzorce, geometrické symboly, prevody jednotek. Zpocatku
se ptam, zda je zapis spravny, poté pridam slovni komentar, pii kterém
musi déti skloubit to, co vidi na kartic¢ce a co slysi ode mne. Napr. ukazuji
spravny vzorec na vypocet obsahu ¢tverce a ptam se, zda je to spravny
vzorec na vypocet obsahu obdélnika.

Ciselna osa

Zaci si pfinesou nastiihané ¢tverecky o stranidch 1 cm x 1 cm, uditel
méa na papirech forméatu A4 pripravené ¢iselné osy s ruznymi métitky a
s popisem pouze nékterych bodu. Nejdiive ucitel se vSemi zadky na jeden
Ctverecek napiSe ¢islo, které je mozné umistit na prvni ¢iselnou osu, a
vysvetli jeji spravné umisténi a polohu rohem k ose. Postupné spolecné
popisi napt. 5 ¢tveredkl a umisti. Pak nésleduje hra: Zaci si vezmou
vSechny jiz popsané ¢tverecky do dlané, zamichaji a na povel rozmistuji.
Riizné obtiznosti hry jsou:

rozmistovani na jednu osu

rozmistovani na cely papir

osy s desetinnymi ¢isly

osy se zlomky

236



Sfrovani, aneb 7aci radi potitaji
Uc¢itel méa pro zaky pripravené karticky, na kterych je zaznamenana sifra.
Sifra prevadi ¢isla do pismen. Zaci si pak karticku se Sifrou nosi stéle
u sebe. Zakiim je zadano asi 5 prikladi, jejichz vysledky tvoii zagifrované
slovo. Slovo umozniuje uéiteli rychlou kontrolu, a je mozné tak sledovat
celou tiidu.
Pouziti v jednotlivych rocnicich jsou:

e 6. ro¢nik — sifra s desetinnymi cisly

e 7. ro¢nik — zlomky a zaporna ¢isla

e 8. ro¢nik — hodnota algebraického vyrazu apod.

Hru je mozné doplnit: Sama mam se Sifrovanim velice dobré zku-
Senosti. Abych omezila domysleni si slov, zaddvam nejprve slova, pak
slova pozpatku, presmycky, ¢i slova, kterd zaci neznaji, a to mi umoz-
nuje v navaznosti na Sifru vysvétlovat zajimavou problematiku ¢i touto
formou navodit cil hodiny. Sifrovdnim je mozné diferencovat zaky. Rych-
lejsi musi predvést celé slovo, slabsi tfeba o dvé pismena méné. I tato
forma je zaky dobre akceptovana. Priklad sifrovaci tabulky je v tab. 1.

Al10,15 [ CH| 106 | P | 8,54
B 8,25 I 7,36 | R | 8,3
Cl 507 J | 82 | S| 7.3
D152 | K | 439 | T ] 1238
E|125 | L | 536 |U| 11,77
F 3817 | M | 75 | V] 275
G|2461 | N [ 109 | Y | 148
H 241 | O | 1345 Z | 95
Tab. 1

Tangram

Tangram je vhodnd hra pro geometrickou piedstavivost (obr. 1). Jednd
se o skladani obrazcti a obrazkil z rozsttihaného ¢tverce. Jednotlivé dily
jsou rovinné utvary — trojuhelniky, rovnobéznik, ¢tverec. Je tedy mozné
vyuzit tyto dily k popisovani ¢i porovnavani vlastnosti téchto utvara.
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Obr. 1
Zaver
Mym velkym pianim je, aby vsechny déti mély rady matematiku alespon
v takové mife, ze na hodiny stravené ve skolnich lavicich budou vzpo-
minat v dobrém, prestoze hodnoceni na vysvédcéeni, které jim musim
udélit, neni mnohdy prili§ povzbudivé. K dalsim napadtim doporucuji

nasledujici literaturu. Budu rada, kdyz mi jako reakci na tento prispé-
vek kolegové napisi svoje zkusenosti a napady.

Literatura

[1] Sarounové, A.: Magické étverce a dalsi ¢iselnd schémata. Prometheus, Praha,
2005.
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[3] Novotn4, J., Bartoncova, L., Noskova, 1., Sebankovd, L., Typltova, H.: Matema-
ticke krizovky pro celou rodinu. Prometheus, Praha, 1996.

[4] Demeterova, V.: Hlavolamy. Fragment, Havlickiv Brod, 2005.
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NAZORY UCITELU

Co nas znepokojuje

Jiz delsi dobu mtizeme pozorovat klesajici iroven vzdélanosti v nasem
staté. Pfes snahu mnoha nasich ucitelii zvysuje se i v nasich skolach
nekazen, netucta, neurvalost, neochota se nécemu naucit, roste vulgarnost
a fada dalsich nesvart. Je mozné tyto negativni tendence, k nimz ptispiva
i jista krize spole¢nosti, postaveni uciteli a pusobeni rodiny, zastavit?

Chceme se spolu s vami zamyslet nad nasi civilizaci a nasi kulturou,
nejen védou a technikou, ale i uménim (literaturou, hudbou, vytvarnym
uménim, architekturou, ...), stylem Zivota a jeho projevy (organizace
spolecnosti, politika, ...). Jako lidé spjati s matematikou si klademe
otazku, jakou roli ma hrat tento predmét ve vzdélavani.

Matematika je zdanlivé nepatrnou, avsak nezastupitelnou slozkou ci-
vilizace, kterd souvisi s raciondlnim, tedy rozumovym pristupem k rea-
lité. Tento piistup neni jediny. ,,Clovéka ovliviiuji baje, stejné jako to,
co si ohmaté a ovéri, legendy vedle poc¢ti a myty a legendy soubézné
s logikou, a to veliké nezndmé probouzi predstavivost, kterd se vyrovna
védé nebo ji i predéi (A. Lustig).“ Racionalni ptistupy ke skutec¢nosti
jsou pro kazdého vice nebo méné vyznamné a potfebné. Matematika
totiz prispiva k porozuméni svétu, pomaha lidem fesit problémy osobni,
spolecenské i védecké, studiem matematiky kultivuje clovék sam sebe.

Usilujeme o to, aby matematika nebyla pouze pro vyvolené ¢i nadané,
ale aby byla pro kazdého, nebot miize byt kazdému prospésna, kazdy v ni
mtize objevit pfinos pro sebe samého. Radi bychom, aby se ucitelé snazili
péstovat trvaly zajem o matematiku u celé populace. Chceme vsak také,
aby ti, ktefi k matematice tihnou, ktefi citi, Ze ji budou potiebovat a
chtéji ji poznat, k tomu méli prilezitost. Povazujeme za potfebné umoznit
jim hlubsi studium matematiky a dalsich pfedmétt v ramci soucasné
skoly.

Ucit se pouzivat matematiku, fyziku a ostatni pfedméty ovSem zna-
mena studovat je. A to je prace a v tom je také predevsim vyznam
vzdélavani pro kultivaci ¢lovéka — a patrné také zdroj odporu ke skole
u téch, ktefi pracovat nechtéji a nechtéji se ani uéit pracovat. Skola,
ktera nerozviji pracovni navyky, je mozna, je pohodlna, a pro mnohé
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proto prijatelna. Je to vSak skola, ktera spolehlivé vede ke spolecnosti
spottebitelské, zavislé, chudé a apadkové. Prejeme-li si jit touto cestou,
dejme tplnou svobodu détem — af si vyberou, co se chtéji ucit, jak se to
chtéji ucit a zda se viitbec chtéji néco ucit — a nerespektujme skutecnost,
ze dité vidi hlavné lakavé bezprostfedni cile a neni schopno posoudit
svoji budouci roli ve spole¢nosti.

Nagim cilem neni Skola autoritafska, skola s tvrdé zavedenou dis-
ciplinou a pfisné vyzadovanymi vysledky stejnymi u vsech studenti.
Nechceme ale ani skolu bez ,spolecenské a studijni“ kazné. Usilujeme
o Skolu, v niz se zaci a studenti budou spolu se svymi uciteli, skolou a
rodinou snazit ziskat co nejkvalitnéjsi kulturni profil s vyvazenymi ra-
cionalnimi, emotivnimi, technickymi, pracovnimi i uméleckymi aspekty.
Snazme se pro tuto myslenku ziskat podporu ucitelu, rediteli i skol-
ské spravy. Budeme radi, kdyz nasi snahu podpofite i vy, predstavitelé
ostatnich oborti, lidé védy a kultury i pfislusné instituce.

Respektujeme pravo umeélct a humanitnich védct na jakékoliv nazory
na matematiku, prirodni védy a jejich roli ve vzdélavani. Upozornujeme
vsak na to, ze vyvolavani a Sifeni odporu napf. k matematice a pii-
rodovédeé je skodlivé pro déti i pro celou spole¢nost. Bez matematiky
by nebyly ani mobily ani automobily, filozofie by neméla ani Descarta
ani Leibnize, vytvarni umélci by ryli své bizony do stén jeskyné, hvézdy
uméni muzického by tahly pésky od osady k osadé ...

Jindrich Becvar, Dag Hruby, Frantisek Kurina, Petr Vopénka
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7ZE SPOLECENSKEHO VECERA

O matematickych antitalentech

Emil Calda, MFF UK Praha!

K matematice sice nevede krdalovska cesta,
ale zase vas na ni neprejede Zadnej debil.

S politovanim konstatuji, ze neexistuje zadna péce o matematické
antitalenty a ze o rozvoj jejich matematickych neznalosti nikdo nedba.
Pritom je zfejmé, Ze ve srovnani s talenty je jejich procentualni vyskyt
v doristajici generaci podstatné vétsi a kazdym rokem se dale zvétsuje.
Co déla na tomto poli Jednota ¢eskych matematik a fyzikt a Spolec¢nost
uciteli matematiky, co délaji ¢esti didaktici matematiky, pedagogové
v$eho druhu a v neposledni fadé také organizatori této konference? Pro¢
je mnozina vsech akci, které jsou pro matematické antitalenty poradany,
rovna mnoziné vsech sudych prvocisel vétsich nez dvé?

My, ucitelé matematiky, bychom si méli uvédomit, ze matematicti
antitalenti nejsou nasimi protivniky. Zatimco u talenttt musime byt stale
ve stfehu a davat pozor, aby nas nenachytali pii néjaké drobné chybicce,
které se muze dopustit i védec naseho formétu, u antitalentid se toho
obavat nemusime. Zatimco talenti neustale Tesi tilohy rdznych soutézi,
které se nam pred nimi nepodafilo zatajit a které musime opravovat,
u antitalentl jsme toho uSetfeni. U antitalentt se také nemusime snazit
o to, aby porozuméli néjaké matematické vété — stejné ji nikdy potiebo-
vat nebudou, a pokud ano, urcité si na ni nevzpomenou. Méli bychom
se vSak pokusit myslenkovym pochodim antitalentii porozumét — bu-
deme aspon védét, co nas ek, a snaze prezijeme obdobi, ve kterém né-
jaky antitalent coby vyznamny politik nebo jina ,dilezitd“ osoba bude
rozhodovat o vécech, kterym nerozumi. Priklad takového myslenkového
pochodu demonstruje nasledujici ukazka, ve které je velmi zajimavym a
jednoduchym zptisobem odvozen znamy vzorec

sinx +sin2x +sin3x + - - - +sinnx =
= [sin(n + 1)a/2 - sinnz/2]/sinx/2, x # 2kr.

le-mail: ecalda@volny.cz
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1. Vyjdeme z rovnosti, ktera plati pro kazdé realné x a kazdé prirozené
¢islo n:
r+2x+3z+---+nr=n(n+1)z/2

2. Upravou pravé strany dostaneme rovnost, ktera plati pro vSechna

x #0:

r+2x+3x+--+nr=[n+1x/2 -nx/2]/(x/2)
3. Obé strany vynasobime nenulovou konstantou, kterou oznacime ,sin“:

sin-(z +2x 43z 4 -+ nx) =sin-([((n+ 1)x/2 - na/2]/(x/2))
tj.:
sin(z + 2z + 3x + - -+ nx) =sin([(n + 1)z/2 - nx/2]/(x/2))

4. Pouzitim zakonii pro nasobeni souctu a podilu

a(b+ ¢) = ab + ac, a(be/d) = [(ab) - (ac)]/(ad)
dostaneme vysledny vzorec
sinx +sin 2z 4+ sin 3z + - - - + sinnx = [sin(n + 1)a/2 - sinnx/2]/sin /2,

ktery jesté vzhledem k tomu, ze jmenovatel kazdého zlomku musi byt
rizny od nuly, doplnime podminkami 2 # 0 a = # 2kn.

Stoji za povSimnuti, Ze v matematické literatufe se na prvni z téchto
podminek, tj. na podminku 2 # 0, zapomina.

Poznamka. Autor pfispévku se vSem tc¢astnikiim spolec¢enského vecera
omlouvé a vyjadfuje nadéji, Ze nepadne (ptispévek ani autor) do rukou
nepovolanych.
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Pracovisté: ZS, Habrmanova 130, Hradec Kralové

Kotdsskova Jana e-mail: kotasskova@ghrabuvka.cz
Pracovisté: G, Fr. Hajdy 34, Ostrava—Hrabtuvka

Krska Michael e-mail: mkrska@quick.cz
Pracovisté: OA, VOS, JS, SPN 170, Hradec Kréalové

Krupovd Lenka e-mail: krupova@telsko.cz
Pracovisté: SST, Opavska 1119, Ostrava-Poruba
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69.

70.

Kurina Frantisek e-mail: frantisek.kurina@uhk.cz
Pracovisté: UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec Kralové
Laskova Katerina e-mail: laskova@telsko.cz
Pracovisté: SST, Opavskéa 1119, Ostrava—Poruba
Leischner Pavel e-mail: leischne@pf.jcu.cz
Pracovisté: PAF JU, Jeronymova 10, Ceské Budéjovice
Lesdkova Eva e-mail: lesakova@cermat.cz

Pracovisté: CERMAT, Jeruzalémska 12, Praha 1
Linkendeserovd Zdenka e-mail: linkensederova@oabk.cz
Pracovisté: OA a SZS, Nad Certovkou 18, Blansko
Machkovd Lenka e-mail: machkova@gjkt.cz
Pracovisté: G JKT, Tylovo nabfezi 682, Hradec Kralové
Malec Miloslav — e-mail: malec@gymkyjov.cz
Pracovisté: G, Komenského 549, Kyjov

Mandskova Eva e-mail: manaskova@gymhol.cz
Pracovisté: G, Palackého 524, HoleSov

Mikuldsek Petr e-mail: mikiQgymjev.cz

Pracovisté: G, A.K.Vitdka 452, Jevicko

Molnar Josef e-mail: josef.molnar@upol.cz
Pracovisté: PfF UP, Tomkova 40, Olomouc

Musilek Michal —e-mail: sosstezery@tiscali.cz
Pracovisté: SOS, Lipova 56, Stézery

Novdk Miloslav

Pracovisté: G, Skolni 1251, Chomutov

Novdkovd Eva e-mail: novakova@gymzr.cz
Pracovisté: G, Neumannova 2, Zdar nad Sizavou
Novotna Vaclava e-mail: novotna@sps-pi.cz
Pracovisté: SPS a VOS, Karla Capka 402, Pisek
Odstrcilova Jana e-mail: odstrcilovaj@atlas.cz
Pracovisté: ZS, Habrmanova 130, Hradec Kralové
Ondrdckovd Ivana e-mail: ondrackova@post.cz
Pracovisté: G JKT, Tylovo nabiezi 682, Hradec Kralové
Ort Jiri e-mail: jirka.ort@seznam.cz

Pracovisté: G, Komenského 77, Novy Bydzov

Pavlas Tomas e-mail: pavlas@gymrumburk.cz
Pracovisté: G, Komenského 10, Rumburk
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87.

88.

Pekarkovd Ddsa  e-mail: dasa.pekarkova@centrum.cz
Pracovisté: ZS a MS, Helsinsk4 2732, Tabor

Petelikova Marie

Pracovisté: ZS, Palackého nam. 45, Kostelec nad Orlici

Petrovicka Alice e-mail: alicepetrovicka@seznam.cz
Pracovisté: ZS a MS, Skolska 380, Cernilov
Pindurovd Zuzana e-mail: pindurova@zsbouzov.cz
Pracovisté: ZS, MS, SD, SJ, Bouzov 48

Pliskova Jana e-mail: pliskova.jana@seznam.cz
Pracovisté: ZS, Josefa Ressla 2258, Pardubice
Pokornd Jana e-mail: ivanbubak@volny.cz
Pracovisté: ZS, Stefanikova 448, Pardubice

Popp Karel e-mail: poppk@post.cz

Pracovisté: Soukroma osoba

Pourovd Nada e-mail: pour@zshk.cz

Pracovisté: SZS a VSZ, Komenského 234, Hradec Kralové
Prochazkova Milena e-mail: prochazkova@issltm.cz
Pracovisté: ISS, Dlouh4 6, LitoméFice

Prisova Anna  e-mail: a.prusova@gjwprostejov.cz
Pracovisté: G, Kolarova 3, Prostéjov

Rezdcovd RiZena e-mail: rezacova@spsdusni.cz
Pracovisté: VOS a SPS, Dusni 17, Praha 1

Ridkd Fva e-mail: ridka@cermat.cz
Pracovisté: CERMAT, Jeruzalémska 12, Prahal

Safinovd Irena
Pracovisté: G a OA, Komenského 586, Vrchlabi

Sekaninova Libuse
Pracovisté: ZS a MS, Kiidlovicka 30b, Brno

Semanisinovd Ingrid e-mail: ingrid.semanisinova@upjs.sk
Pracovisté: Univerzita PJS, Srobarova 2, Kosice

Smiskovd Jaroslava e-mail: sezam788Qvol.cz
Pracovisté: OA, Dusni 7, Praha 1

Smrckova Hana e-mail: h.smrckova@seznam.cz
Pracovisté: SSS, E. Basse 1142/9, Most

Suchomelovd Jana e-mail: jana.suchomelova@gfxs.cz
Pracovisté: G, Partyzanska 530, Liberce
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100.
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103.
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105.

Synkova Jana

Pracovisté: ZS, Ji¢inska 136, Sobotka

Sedivd Alena e-mail: sediva@gymta.cz
Pracovisté: G, Nam. Fr. Kiizika 860, Tabor
Sedsyj Miloslav — e-mail: miloslav.sedy@email.cz
Pracovisté: G, Skolni ulice 1251, Chomutov
Simsa Jaromir e-mail: simsa@ipm.cz
Pracovisté: MU, Janackovo nam. 2a, Brno
Siskovd Jana e-mail: jana.siskova@seznam.cz
Pracovisté: G, Kollarova 3, Prostéjov

Stépdnek Milan e-mail: stepanek@zdravka-plzen.cz
Pracovisté: SZS a VOSZ, Karlovarské 99, Plzen

Stépdnkovd Jivina e-mail: stepjirina@seznam.cz
Pracovisté: ZS, Albrechticka 414, Most

Svdchovd Jana e-mail: svachova@gbn.cz
Pracovisté: G, Husova 470, BeneSov

Sveda Dusan e-mail: dusan.sveda@upjs.sk
Pracovisté: Univerzita PJS, Srobérova 2, Kosice
Svréek Jaroslav e-mail: svrcek@inf.upol.cz
Pracovisté: PYF UP, Tomkova 40, Olomouc
Takdacovd Lenka e-mail: lenka.takacova@centrum.cz
Pracovisté: SOU, Velka 3, Hradec Kralové

Tomek Karel e-mail: tomek.trebic@seznam.cz
Pracovi§té: VUP, Novodvorska 1010/14, Praha 4
Tomesovd Vlasta e-mail: vlasta.tomesova@atlas.cz
Pracovisté: Soukroma osoba

Tomik Martin e-mail: martin.tomik@seznam.cz
Pracovisté: ZS, Na Dlouhgch 49, Plzen

Trojanovd Lenka e-mail: lenkatrojanova@email.cz
Pracovisté: ZS, Svermova 4, Zdar nad Sazavou
Vanék Viadimir e-mail: vladimir.vanek@upol.cz
Pracovisté: PrF UP, U Svobody 26, Olomouc
Varikovd Jana e-mail: jana.vankova@gfxs.cz
Pracovisté: G, Partyzanska 530, Liberec
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106. Veverka Tomds
Pracovisté: ZS, Komenského, Nymburk
107. Vojtekovd Lenka e-mail: lenka.vojtekova@gjm.cz
Pracovisté: G, Tererova 17, Praha 4
108. Volf Ivo  e-mail: ivo.volf@uhk.cz
Pracovisté: UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec Kralové
109. Volfova Marta e-mail: marta.volfova@uhk.cz
Pracovisté: UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec Kralové
110. Vondrdkova Eva e-mail: vondrakova@chello.cz
Pracovisté: Spolecnost pro talent a nadani, V remizku 926, Praha 5
111. Vopénka Petr
Pracovisté: P¥F UJEP, Usti nad Labem
112. Vostova Hana e-mail: vostova@zs.tabor.cz
Pracovisté: ZS a MS, Helsinska 2732, Tabor
113. Vybiral Josef e-mail: bohumil.vybiral@uhk.cz
Pracovisté: UHK, Vita Nejedlého 573, Hradec Kralové
114. Wagnerova Blanka e-mail: wg@spsstavhk.cz
Pracovisté: SPS stavebni, Pospisilova tf. 787, Hradec Kralové
115. Zavadilovd Gabriela e-mail: g.zavadilova@seznam.cz
Pracovisté: ZS, Zeyerova 3354, Krométiz
116. Zelendovd Fva e-mail: zelendovae@seznam.cz
Pracovi§té: VUP, Novodvorska 1010/14, Praha 4

117. Zhouf Jaroslav —e-mail: jaroslav.zhouf@pedf.cuni.cz
Pracovisté: PedF UK, M.D.Rettigové 4, Praha 1

118. Zabka Jdn e-mail: zabco@centrum.sk
Pracovisté: G, Bajkalska 20, Bratislava
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