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UVODEM

Uvodni slovo k desatému setkani

V letosnim roce 2022 probéhl jiz desaty ro¢nik konference Ani jeden
matematicky talent nazmar. Tato konference se v predchozich letech ko-
nala jako biendle a pfimo predchozi setkdni bylo v roce 2019. Desaty
ro¢nik byl napldnovan na rok 2021. Vime ale, Ze v té dobé byla velice
slozita situace s kovidem, tak se konference neuskutecnila. Jsme radi, ze
v roce 2022 bylo jiz mozné setkédni znovu uskutecnit.

Konference Ani jeden matematicky talent nazmar je tematicky ori-
entovana na talentované zaky v matematice a prirodovédnych oborech.
Jde o velice dilezitou skupinu zaki, ktefi budou v budoucnu hybateli
pokroku, a to nejen v nasi republice.

Konference méla tradi¢ni pribéh. Poc¢tvrté v historii se organizace i
finan¢ni podpory ujala Univerzita Hradec Kralové, konkrétné Piirodo-
védecka fakulta, a Kralovéhradecka pobocka JCMF.

Na konferenci zaznéla fada zajimavych a podnétnych prednasek. Té-
mata byla psychologicka, matematické, informatické, z oblasti odbornych
soutézi, velkd ¢ast byla vénovana jedné jiz popularni matematické hte,
a také nové vznikajici ambiciozni stolni hie.

Ptfednasky byly vénovany véku zakt prvniho stupné zakladni skoly az
studentim vysokych Skol. Uréité pfinesly novou inspiraci, nové naméty
a podnéty ucitelim k jejich préci s talentovanymi zaky, avSak inspiraci,
naméty a podnéty i zékim samotnym pro jejich profesiondlni rozvoj.

Konference probihala jako obvykle v pratelské atmosfére, a to nejen
bé&hem jednani, ale i pfi traveni volného ¢asu. Letosniho setkani se zi-
¢astnilo nékolik vyznamnych osobnosti, které slavily kulata vyrod¢i, takze
doglo i na malé oslavy. Nezbyva, nez se opét t&sit na pristi konferenci
Ani jeden matematicky talent nazmar.

Jaroslav Zhouf



PLENARNI PREDNASKY

Hra Mathesso jako novodoby fenomén
Karel Janecek, Leonard Bernau, Tomas Benka, Nadace Science 21, Praha

ABSTRAKT. Tento ¢ldnek piedstavuje stolni hru Mathesso, kterd je zamérena
na vyuku elementdrni matematiky urcenou détem wvsSech vékovijch kategori.
Mathesso vyuZivd principu ,udeni hrou“ a umozZiniuje ziskat intuici o struk-
tute ciselné soustavy. Pri hie Mathesso mohou déti rychle a ptirozené pocho-
pit princip ndsobent, déleni, mocnin, prvocisel, Fibonacciho ¢isel, faktoridli a
vysvétlit jejich principy.

1. Uvod

Cilem hry je aktivovat kognitivni procesy [1], které jsou zodpovédné
za vznik a rozvoj matematické intuice [2]. Hra Mathesso je navrzena tak,
aby na déti pfi hie pusobila podvédomé a vyuzivala bazalni aritmetiku
[3], seznamovala je s vybranymi matematickymi operacemi.

Pii hrani hry Mathesso se u predskolnich déti muze rychle vyvinout
tzv. patefni algoritmicky systém [4, 5]. Déti nemusi znat ani jedno ¢islo a
pouhou orientaci podle barev pochopi princip nasobeni, prvocisla, moc-
niny a mimo jiné ziskaji intuitivni znalost tabulky nasobeni.

V davné historii lidstva byla doba, kdy lidé neumsli poéitat [6]. Ne-
umeéli spodéitat ovce na pastviné ani spravedlivé rozdélit bochnik chleba.
Nedokazali uréit, kolik maji déti nebo zda maji dostatek jidla. Nedo-
kézali ani spocitat dny, které jim zbyvaly do pfichodu jara. Pfedstavte
si, Ze sedéli v promrzlé chalupé, neméli uz zadné jidlo a netusili, jak
dlouho trva snéhovéa boufe, protoze jediny tidaj, se kterym umeéli praco-
vat, bylo v&era nebo zitra. O dva dny diive uz pro né bylo stejné jako
vloni. A to v8echno proto, Ze matematika jesté neexistovala. Prvni velmi
nesmélé naznaky matematiky se zacaly objevovat uz v pravéku, ale zro-
dila se az ve starovékém Recku [7, 8]. Od té doby se neustéle vyviji.
Dnes je vSude v kazdém predmétu kolem nas a v kazdém okamziku na-
Seho zivota. Bez matematiky bychom nemohli postavit dim ani uvafit
¢aj. Neméli bychom auta, letadla, sprchy ani koloto¢e. Bez matematiky
bychom nemohli telefonovat a co by bylo opravdu vazné, ani bychom
se nemohli divat na pohadky. VSechno, co si dokdzete predstavit, je pro-



stoupeno matematikou. Smutnou pravdou je, Ze navzdory tomu, jak moc
je matematika dilezita, ji vétSina déti nemé rada. Boji se ji a nerozumi
ji a nikdy se ji doopravdy nenauci. A ona jim potom cely Zivot chybi.

Proc¢ se déti tak rady uéi mluvit, malovat, psat, ¢ist, fesit hlavolamy
a cokoli zajimavého, ale matematiku ne, ktera je podstatou zajimavosti?
Jak je mozné, ze nevidi jeji vnitin{ krasu a pres veskerou snahu rodi¢i a
ucitelt a pres vSechno pozitivni a dilezité, ¢im matematika zlepSuje nas
7ivot, ji vétsina lidi bytostné nesnasi [9, 10, 11]?

Zjistili jsme, jak se v mnoha piipadech u malych déti vyviji schopnost
vnimat ¢isla a co zptlisobuje, Ze si s ¢isly v urditém okamziku pfestanou
rozumét. A jak se u nich toto nedorozuméni obraci v nedivéru v sebe
sama a jak se détem na ¢isla postupné vytvari ur¢ity druh alergie a jak uz
o tom pak necht&ji nikdy slySet [12, 13]. Proto jsme vytvofili univerzalni
matematickou hru, ve které hra¢i nemusi pocitat a dokonce ani znat
¢isla. Hra miiZe tato nedorozumeéni vytesit. Hra, kterd bavi déti i dospélé
a ktera je nejen nauci pocitat, ale predevsim jim otevie cestu k zakladim
matematiky. Protoze poditani a matematika nejsou totéz [14]. To je prvni
z mnoha nedorozuméni, které se hranim hry Mathesso uvede na pravou
miru.
stezie [15, 16, 17, 18, 19]. Ackoli to muZe znit sloZité, synestezie jako
takova je dobfe znamé. Jedné se o jev, kdy si lidé spojuji urcité smys-
lové vjemy s jinymi. Jde napiiklad o schopnost vnimat hudbu tak, Ze
souasné s tony jsou vnimany i barvy nebo napiiklad viné [20, 21, 22,
23]. Nektefi z nejvétsich matematickych génit, kteri dokazi spocitat ,,pi“
na tisic dvé sté dvacet jedna desetinnych mist z hlavy, tuto schopnost
maji a vyuzivaji ji. Ziskali ji vSak zvlastnim a neptedvidatelnym zpiiso-
bem. Dobfe, fekli jsme si tedy, co kdybychom misto tézko vysvétlitelné
¢iselné soustavy pouzili smysluplnym zptsobem barvy? Napiiklad tak,
ze kazdou ¢islici bude reprezentovat jina barva. Tato zdanlivé trivialni
zdména mé potencial oteviit novou droveil vyuky matematiky.

Vsichni jsme se v raném véku ucili nasobilku nazpamét, dokud jsme ji
neznali. Divodem je, Ze ptivod nasobeni je empiricky a ne, jak si vétSina
lidi mysli, n&jaky chytry vzorec. Absolutnim zékladem matematiky a
aritmetiky je tisicileté pozorovani miliont lidi, ktefi postupné zjistili, ze
pokud jsou t¥i lidé, nikdy si spravedlivé nerozdéli dvé ovce. Kdyby byli
¢tyti, dokédzali by se domluvit. Rozdélili by se na dvé skupiny po dvou,
kazdé skupina by si vzala jednu ovci a bylo by to mirové feSeni. Pokud
by jich v8ak bylo pét a snazili se rozdélit dvé ovce, vznikl by konflikt.
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Celé aritmetika je zaloZena na souboru odpozorovanych vlastnosti rtiz-
nych situaci. Tato pozorovani tvoif nasobilku [24, 25, 26]. A to je jadro
problému, nebot neexistuje jiny zpiisob, jak ziskat znalost této velmi
dlouhé a nudné fady podobnych sloupcii snadno zaménitelnych znakii,
nez se ji naudit nazpameét. Neni tedy divu, Ze to mmnoho déti nebavi.
A pokud je to nebavi, mohou mit s jejich uéenim velké potize. Cim jsou
mladsi, tim je to pro né t&7si [27, 28, 29|.

Dalsim problémem je nepiiméfeny tlak na vykon a z toho vyplyvajici
nizké sebevédomi. A hlavné pfili§ brzky piechod od aritmetiky k mate-
matice, ktery je obtizné plné pochopit bez dokonalého zvladnuti zdklad.
Vznika tak za¢arovany kruh, jehoz vysledky tak dobfe zname [30, 31, 32].

2. Princip hry Mathesso

My jsme vyvinuli my§lenku proménit cely aritmeticky aparat ve hru
s vyuZzitim principu pelmanismu [33], neboli pexesa. Déti jsou v této hre
uspésné diky své mimoradné paméti, hra je proto bavi. Zékladni princip
hry Mathesso je stejny — najit dva zetony, které jsou stejné. Bez ohledu
na to, co znamenaji podivné znaky na horni a dolni strané Zetonu (tyto
znaky predstavuji ¢isla). Diky reverzni synestezii je navic mozné vtisk-
nout aritmetiku do jejich mentalnfho systému stejné snadno, jako kdyby
se uCily mluvit. Déti snadno nahradi ¢isla barvami pomoci barevného
pravitka a ¢isla pochopi jako vedlejsi produkt hry. To vSe se jim vSak
nemusi fikat. Nemusi se ani zatézovat tim, Ze si hranim této hry vytvori
paterni algoritmicky systém, zahrnujici jejich podvédomé znalosti vSech
¢isel, nasobeni, déleni, mocnin, prvocisel, Fibonacciho ¢&isel, faktoriali
a dalsich. Nebudeme je také zatézovat existenci fenoménu nuly a jeho
specifik. Prosté je nechame hrat si. Ukazka grafického zpracovéani hry je
na obr. 1.

Tato hra je vysledkem nékolikaletého vyzkumu mysleni, chapani a
uceni. Jeji efekt mé i pres svou relativni trivialnost nedocenitelny po-
tencial. Pfi dodrzeni nami vypracovanych metodickych postupid mohou
déti ziskat zakladni porozuméni aritmetiky, hlubokou matematickou in-
tuici [34] a proceduralni logiku. Hra méa totiz pfesah do teorie &isel a
teorie her. Vyssi varianty hry Mathesso vyzaduji neustéle se ménici stra-
tegii, nejen v zévislosti na skére kazdého hrace, poc¢tu hract a jejich do-
vednostech a strategii. Hra¢i mohou v kazdém tahu odhalit jednu nebo
dvé karty podle svého uvazeni. Ve vyssich verzich hry Mathesso je totiz
tfeba uvazovat jak o pravdépodobnosti, ze hra¢ ziska par, tak o tom, ze
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otoceni druhého Zetonu poskytne ostatnim hra¢tim dalsi informace. Po-
chopeni ruznych strategii se ve vyssich verzich stava kliCovym a vznika
zcela prirozené.

Obr. 1: Grafické znazornéni hry Mathesso

Presto si pripominame, Ze se stale jedné o princip hry pexeso. Nic
z toho, co je zde popsano, nevyzaduje zadné matematické znalosti. Hrani
hry pfichazi s intuitivihim pochopenim pravdépodobnostniho kalkulu,
strategického uvazovani, fluktuace rizika a schopnosti reflexivnich vy-
podti a paralelntho mysleni [35]. A co je nejdilezit&jsi — vhled do toho,
jak je matematika krasna a jeji krasa prosté neni nahoda. Dalsimi bonusy
z hrani hry Mathesso jsou pokro¢ilé koncentrace a schopnost orientace
ve velkém mnozstvi nepiehlednych informaci. Déti si také procvicuji pa-
mét a jemnou motoriku. Pfestoze je Mathesso specidlné navrzeno pro
hrani pfedskolaky, ktefi se jesté nenaucili ¢ist a psét, i starsim détem a
dospélym muze velmi oteviit mysl. Aby se v8ak dostavily vySe zminéné
acinky, je tfeba dodrZovat metodické postupy a predevsim hru pravi-
delné procvitovat. Cim vice aktivnich blokaci v matematice, tim vice
asili bude tfeba k jejich odstranéni. Vyvoj metodiky pro identifikaci blo-
kaci v matematice bude soucasti pfipravovaného vyzkumu.
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Misto vyuky nésobilky mohou rodice travit ¢as s détmi hranim Math-
essa. Mohou své déti a dokonce i sami sebe naudit nesrovnatelné vice za
kratsi dobu. Na zac¢atku se doporucuje hrat lehéi varianty s mensim po-
¢tem Zetonu (néasledujici kapitola) a nestydét se pouZit barevné pravitko,
kdykoli ztratite jistotu. Cim méné zetond ziistane na stole, tim vice pa-
ralelnich vypoc¢ti vznikne. Pokud se hra¢ ztrati v pravidlech, mize vzdy
prejit na jednoduchy princip hry pexesa a orientovat se pouze podle
pozice Zetoni. Pokud se hrac¢i zda hra pfilis sloZitd, miZe sniZit po-
¢et zetont, se kterymi bude hrat. Po prekonani poc¢atecni nejistoty zjis-
tite, ze Mathesso je svou slozitosti srovnatelnd s Sachovou hrou. Kréasa
hry Mathesso spociva v jeji logické strukture, ktera pracuje na zékladni
arovni uvazovani. Dva krat ¢tyfi se rovna osm a zadna hlubsi myslenka
nebo analogie se za tim neskryva. Podvédomé se tak ladi zdrojovy kod
logického mysleni a jeho efektivita se hranim vyrazné zvySuje. Mathesso

vvvvvv

myslenim [36, 37, 38, 39|.

3. Jedna ze strategii hry Mathesso

Kromé vyse popsanych funkci, hra Mathesso dokdze do zna¢né miry
rozvijet nejen matematické znalosti, ale také pamét, strategické mysleni
a vnimani ndhodnosti. V této kapitole se zaméfime vyhradné na zaklady
toho, kam muZe pfirozené vytvarené strategie smérovat.

V této hie se hra¢ ¢asto dostane do situace, kdy nezna nebo si nepama-
tuje ani jeden lic Zzetonu. Ukazuje se, Ze od druhé hry, kterou hrac hraje,
zacina v téchto situacich pfemyslet o tom, které ¢islo rubu je nejlepsi
otocit, aby maximalizoval pravdépodobnost tispésného otoceni druhého
Zetonu.

Jako prvni pfiklad uvadime pocatecni stav nejmensi verze této hry, a
to Mathesso ATTO, pro pfimocarou interpretaci. Z grafu 1 je patrné, ze
(38 %). Ve hie je tato vyhoda kompenzovéna tim, Ze pred prvnim tahem
je poradi hra¢u uréeno otocenim Zetonu s ¢islem 1, a pravdépodobnost
ostatnich ¢&isel se tak zvySuje. Déle ¢islo 5 obsahuje prvocislo s mensi
bodovou hodnotou, tedy neni tak vyhodné ji obracet. I tato mala verze
hry se tak z hlediska této strategie stava vyvéazenou a otevird moznost
vyuziti dalsich strategickych technik.

Dalsi vyznamnou slozkou je, Ze pravdépodobnost tspésného otoceni
se s kazdym tahem zasadng méni. Graf 2] ukazuje, jak moc se mohou

10



dané pravdépodobnosti zménit, kdyz predchozi hra¢ sebere pouze jeden
par Zetonu. Je patrné, Ze herni strategie se tak muZze zasadné zménit
v zavislosti na tom, které Zetony jsou na zac¢atku otoceny.

45%

Sance

L] -
Symbol na rubu Zetonu

Graf 1: Pravdépodobnost tspéchu pfi ota¢eni prvniho Zetonu podle ¢isla
na bilé strané zetonu Mathessa ATTO

Tato strategie je pro plnou verzi hry Mathesso GIGA jesté vyznam-
ngjsi. Jak je vidét v grafu [3] vyplati se zde znalost prvocisel, které lze
diky této znalosti volné sbirat. Ty jsou v8ak pouze za jeden bod. Naproti
tomu Zetony faktoriala (!) maji hodnotu 4 bodu a na zadatku hry jsou
zastoupeny s nejnizsi pravdépodobnosti (6,2 %). Hra je navic koncipo-
vana tak, ze zadné z nejcastéji se vyskytujicich ¢isel nemé na zaéatku
hry vyhodu, jak je vidét na ¢islech 1 az 11, kde se pravdépodobnost
pohybuje od 6,9 % do 8,1 %.

4. Metoda uceni

Mathesso je matematickd edukativni hra pro déti od 3 let, dospélé
a studenty vysokych Skol. Proto je hra navrzena tak, aby méla co nej-
nizsi vstupni bariéru [40] a zaroveil obsahovala vysokou uroven slozitosti.
Ze hry je proto mozné vytadit dvojice Zzetoni podle toho, jakou mate-
matickou vlastnost se hra¢ uéi. Existuje také soubor pravidel, ktera lze

dodrzovat v zavislosti na véku nebo dohodé hracu.
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Graf 2: Zména tispésnosti pii odstranéni jednoho péaru zetont z Mathesso
ATTO
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Graf 3: Pravdépodobnost tispéchu pfi otoceni prvniho Zetonu podle ¢isla
na bilé strané z Mathesso GIGA
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Mathesso lze hrat stejné jako Pexeso, Dvojice, Memory, Hra na kon-
centra¢ni pamét nebo také znamou hru Pelmanism systém [33]. Hru tedy
v mnoha piipadech neni t¥eba vysvétlovat. Pravidla lze shrnout do né-
kolika vét:

Zetony jsou rozlozeny bilou stranou nahoru. Hra¢ otoc¢i dvojici zetontu
tak, aby je ostatni hraci vidéli. Pokud majf otocené Zetony stejny obrazek
(barvu i ¢islo), hra¢ si je vezme. Pokud Zetony nejsou stejné, otodi je
zpét. Dalsi hra¢ v poradi pokracuje stejnym zpusobem. Hraje se tak
dlouho, dokud nejsou rozebrany vsSechny Zetony. Vitézem se stane hrac
s nejvétsim poc¢tem nalezenych dvojic.

S pravidly Pexesa a bez znalosti vyznamu ¢isel mohou hraci po néko-
lika, kratkych hrach zacit vidét souvislosti a otacet spravné zetony, aniz
by byly pfedtim otoceny. Ve chvili, kdy hra¢i umi pouzivat pravitko nebo
znaji tabulku nasobeni, prvocisla a dalsi typy Zetont, aby byla zachovana
dynamika hry, je tfeba pfidat daldi jednoduché pravidlo. A to, ze dvojice
zetonu jsou ohodnoceny body podle obtiZznosti. Hra¢ toto ohodnoceni
najde ve hi'e v grafické apravé dle obr. 2:

e 0 bodu za kazdy par ze skupiny nuly (¢erné pozadi)
e 1 bod za kazdy par ze skupiny prvocisla (zluté pozadi)
e 2 body za kazdy par ze skupiny Fibonacciho &sla (oranzové pozadi)

e 2 body za kazdy par ze skupiny mala nasobilka (barevné na Sedém
pozadi)

e 3 body za kazdy par ze skupiny mocniny (barevné na kruhovém
pozadi)

e 4 body za kazdy par ze skupiny faktoridly (duhové pozadi)
e 5 bodu za kazdy par ze skupiny CJV (Zlutomodré pozadi)

P1i vyuce tabulky nasobeni jsou Zéci ¢asto zmateni tim, ze ¢islo 16 je
2 krat 8 a zaroven 4 krat 4. Tento zmatek muze vést k dalsim nedorozu-
ménim ve studiu zaka. Tato hra tento jev obraci ve vyhodu diky pravidlu
nasobeni bodi z dvojic Zetonil se stejnym ¢islem, jak je znézornéno na
obr. 3. Ve zminéném piipadé€ ma tak hrac¢ 2 body za 2 krat 8 a 3 body za
mocninu 4. Vysledny podet bodu této kombinace je tedy (2+ 3)-2 = 10
bodt. Student s timto pravidlem zadmeérné hleda stejna ¢isla a snazi se je
vybirat.
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cisla
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‘=2body 1= 4 body

Faktorialy

Cooper-Janeckova
varieta

modrozluta

By =5 bodu

Obr. 2: Typy Zetont a jejich bodové ohodnoceni

Obr. 3: Ukazka zetoni, které se pii zavére¢ném pocitani boda nésobi

Jednim z poslednich vyznamnych typi Zetonua jsou Cooperovy—Janed-
kovy variety (CJV). Tyto Zetony jsou jediné, které porusuji pravidla
Pexesa a jsou odebrany, pokud maji pouze stejné pozadi, nikoli &islo.
Zaroven plati, ze pokud si hra¢ vezme kombinaci dvou, maji tyto zetony
hodnotu 12 bodt a hra¢ méa kdykoli ve hi‘e jeden tah navic. Tento typ
zetontt dava hife mnoho moznych strategii a jesté lepsi herni dynamiku,
ktera bude podrobné popsana v nasledném vyzkumu a publikaci.
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5. Zavér

Nové stolni hra Mathesso je postavena na pelmanism principu spoje-
nym s matematickymi operacemi. Diky reverzni synestezii jako mecha-
nismu uceni [15, 19, 17, 18, 19] a systému unikatnich barev hra slouzi
k vtisténi matematickych zavislosti do paméti. Hra¢ nemusi znét ¢iselné
symboly, aby mohl hrat. Diky tomu je mozné se nenasilnou metodou na-
ulit nasobeni, déleni, mocniny, prvodisla, Fibonacciova ¢isla, faktorialy
a dalsi, a to pouhym hranim této hry.

Piipravovany vyzkum se bude zabyvat vytvofenim metodiky pro zlep-
Seni uceni se nejen matematice, a to u raznych skupin lidi, zejména u déti
predskolnitho véku. Hra byla predb&zné testovana (hréna) s jednotlivei a
diky zpétné vazbé upravena do soucasné podoby. Pfedbézné vysledky na
zékladnich skolach v Ceské republice ukazuji, ze po hrani hry Mathesso
maji déti pfedskolniho v€ku nebo prvniho stupné zakladni koly vyrazné
vielejsi vztah k matematice. Zakladni znalosti déleni a nasobeni byly pro-
kazany i bez dalsiho u¢eni. V nékolika piipadech déti pochopily vyznam
prvocisel ¢isté na zakladé hry. Averzi k matematice Ize ¢asto u dospélych
hrac¢i vyresit pouhym hranim hry. Kromé toho bylo pfedbézné zjisténo,
7e hra Mathesso u nékolika jedinci vyrazné zlepSuje pamét, strategické
mysleni nebo vniméani nadhodnosti.

Literatura

[1] Petty, R. E., Brifiol, P.: Emotion and persuasion: Cognitive and meta-
cognitive processes impact attitudes. Cognition and Emotion, ro¢. 29
(2015), €. 1, s. 1-26.

[2] Johnson, S. G. B., Steinerberger, S.: Intuitions about mathematical be-
auty: A case study in the aesthetic experience of ideas. Cognition, ro¢.
189 (2019), s. 242-259.

[3] Song, Ch. S., Xu, Ch., Maloney, E. A., Skwarchuk S.-L., Di Lonardo Burr,
S., Lafay, A., Wylie, J., Osana, H. P. Douglas, H., LeFevre J.-A.: Longitu-
dinal relations between young students’ feelings about mathematics and
arithmetic performance. Cognitive Development, ro¢. 59 (2021), 101078.

[4] Spelke, E. S.: Core knowledge, language, and number. Language Learning
and Development, ro¢. 13 (2017), ¢. 2, s. 147-170.

[5] Kinzler, K.-D., Spelke, E.-S.: Core systems in human cognition. In: From
Action to Cognition (eds. von Hofsten, C., Rosander, K.). Progress in
Brain Research, Elsevier, 2007, s. 257-264.

15



(6]

7]
(8]
9]

[10]
[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

Osterlind, S. J.: 15The Context. In: The FError of Truth: How
History and Mathematics Came Together to Form Our Character
and Shape Our Worldview. Oxford University Press, 2019, DOI:
https://doi.org/10.1093/0s0/9780198831600.001.0001.

Narlikar, J. V.: Science and Mathematics: From Primitive to Modern Ti-
mes. Taylor and Francis, 2021.

R. L. Cooke, R. L.: The History of Mathematics: A Brief Course. Wiley,
2011.

Larkin, K., Jorgensen, R.: ‘I hate maths: Why do we need to do
maths?’ using ipad video diaries to investigate attitudes and emoti-
ons towards mathematics in year 3 and year 6 students. International
Journal of Science and Mathematics Education, ro¢. 14 (2016), DOL:
https://doi.org/10.1007/s10763-015-9621-x, s. 925-944.

Xolocotzin, U.: Understanding emotions in mathematical thinking and
learning. Academic Press, 2017.

Perschbacher, E.: “Kids don’t hate math; they hate being frustrated”.
Chicago Tribune, Aug 24, 2016.

DiStefano, M., O’Brien, B., Storozuk, A., Ramirez, G., Maloney, E. A.:
Exploring math anxious parents’ emotional experience surrounding math
homework-help. International Journal of Educational Research, ro¢. 99
(2020), 101526.

Stearns, M.: Learning math: Why kids get frustrated and what parents
can do. The Education Digest, ro¢. 78 (2013), &. 5, s. 38—40.

Ziegler, G. M., Loos, A.: “What is mathematics?” and why we should ask,
where one should experience and learn that, and how to teach it. In: Pro-
ceedings of the 13th International Congress on Mathematical Education.
Springer, Cham, 2017, s. 63-77.

Jansari, A. S., Spiller, M. J., Redfern, S.: Number synaesthesia: When

hearing “four plus five” looks like gold. Cortex, ro¢. 42 (2006), ¢. 2,
s. 253-258.

Simner, J., Bain, A. E: Do children with grapheme-colour synaesthesia
show cognitive benefits? British Journal of Psychology, ro¢. 109 (2018),
¢. 1,s. 118-136.

Green, J. A. K., Goswami, U.: Synesthesia and number cognition in chil-
dren. Cognition, ro¢. 106 (2008), ¢. 1, s. 463-473.

Gebuis, T., Nijboer, T. C. W., Van der Smagt, M. J.: Multiple dimensions
in bi-directional synesthesia. European Journal of Neuroscience, ro¢. 29
(2009), ¢. 8, s. 1703-1710.

16



[19]

[20]

21]

[22]

23]
24]
[25]

[26]

27]

28]

29]

(30]

31]

Rinaldi, L. J., Smees, R., Alvarez, J., Simner, J.: Do the colors of edu-
cational number tools improve children’s mathematics and numerosity?
Child development, ro¢. 91 (2020), ¢. 4, s. €799-e813.

Lacey, S., Martinez, M., McCormick, K., Sathian, K.: Synesthesia stren-
gthens sound-symbolic cross-modal correspondences. European Journal of
Neuroscience, ro¢. 44 (2016), ¢. 9, s. 2716-2721.

Tilot, A. K., Kucera, K. S., Vino, A., Asher, J. E., Baron-Cohen, Fisher,
S. E.: Rare variants in axonogenesis genes connect three families with
sound-—color synesthesia. Proceedings of the National Academy of Sciences,
ro¢. 115 (2018), ¢. 12, s. 3168-3173.

Ward, J., Huckstep, B., Tsakanikos, E.: Sound-colour synaesthesia: To
what extent does it use cross-modal mechanisms common to us all? Cor-
tez, ro¢. 42 (2006), ¢. 2, s. 264-280.

Beeli, G., Esslen, M., Jancke, L.: Synaesthesia: when coloured sounds
taste sweet. Nature, ro¢. 434(7029) (2005), ¢. 38, DOI: 10.1038,/434038a.

Parker, G.: Teaching multiplication tables. Mathematics Teaching, ro¢.
265 (2019), s. 11-13.

Admin. How to memorize multiplication tables — best way to learn tables,
Jun, 2022.

McElderry, H.: The Multiplication Tables Colouring Book: Solve the
Puzzle Pictures While Learning Your Tables (Back to fundamentals).
Tarquin Publications, 1991.

Spinillo, A. G., Lautert, S. L., De Souza Rosa Borba, R. E.: Mathematical
reasoning: The learner, the teacher, and the teaching and learning. In:
Mathematical Reasoning of Children and Adults, Springer, 2021, s. 1-15.

Nunes, T., Bryant, P.: Using mathematics to understand the world. Rout-
ledge, London, 2021.

Cheng, Y.-L., Mix, K. S.: Spatial training improves children’s mathema-
tics ability. Journal of Cognition and Development, ro¢. 15 (2014), &. 1,
s. 2-11.

Tarafa, M., Roldan-Merino, J., Lorenzo-Seva, U., Hurtado-Pardos, B.,
Biurrun-Garrido, A., Molina-Raya, L., Morera-Pomarede, M.-J., Bande,
D., Torreda, M., Casas, I.: Reliability and validity study of the Spanish
adaptation of the “Educational Practices Questionnaire” (EPQ). PloS
one, ro¢. 15 (2020), ¢. 9, €0239014. DOI: 10.1371/journal.pone.0239014.

Safitri, R. E., Widjajanti, D. B.: The effect of inquiry in scientific learning
on students’ self-confidence. Journal of Physics: Conference Series, ro¢.
1157 (2019), s. 042073.

17



32]

[33]

(34]

[35]

[36]

[37]

[38]

39]

[40]

Francis, B., Connolly, P., Archer, L., Hodgen, J., Mazenod, A., Pepper, D.,
Sloan, S., Taylor, B., Tereshchenko, A., Travers, M.-C.: Attainment grou-
ping as self-fulfilling prophesy? A mixed methods exploration of self con-
fidence and set level among year 7 students. International Journal of
Educational Research, ro¢. 86 (2017), s. 96-108.

Wilson, S., Darling, S., Sykes, J.: Adaptive memory: Fitness relevant sti-
muli show a memory advantage in a game of pelmanism. Psychonomic
bulletin and review, ro¢. 18 (2011), &. 4, s. 781-786.

Hipolito I.: Proof phenomenon as a function of the phenomenology of
proving. Integral Biomathics: Life Sciences, Mathematics, and Phenome-
nological Philosophy. Progress in Biophysics and Molecular Biology, ro¢.
119 (2015), ¢. 3, s. 360-367.

Yang, X., Zhao, G., Yan, X., Chao, Q., Zhao, X., Lu, T., Dong, Y.: Pre-
setting stances for students during collaborative argumentation: Parallel
thinking versus adversarial thinking. Research in Science Education, 2021,
s. 1-22.

Drukarch, B., Holland, H. A., Velichkov, M., Geurts, J. J. G., Voorn, P.,
Glas, G., De Regt, H. W.: Thinking about the nerve impulse: A critical
analysis of the electricity-centered conception of nerve excitability. Pro-
gress in Neurobiology, ro¢. 169 (2018), s. 172-185.

He, K.: A Theory of Creative Thinking: Construction and Verification of
the Dual Circulation Model. Springer Publishing Company, Incorporated,
1st edition, 2017.

Baggs, E., Chemero, A.: Thinking with other minds. Behavioral and Brain
Sciences, ro€. 43 (2020), e92.

O’Keefe, P. A., Horberg, E. J., Sabherwal, A., Ibasco, G. C., Zainal, A. B.:
Thinking beyond boundaries: A growth theory of interest enhances inte-
grative thinking that bridges the arts and sciences. Organizational Be-
havior and Human Decision Processes, ro¢. 162 (2021), s. 95-108, DOI:
https://doi.org/10.1016/j.0bhdp.2020.10.007.

Schmidt-Jones, C.: Instrument-based music theory on youtube: Entries
and barriers to lifelong learning. Journal of Music, Technology and Edu-
cation, ro¢. 14 (2022), &. 1, s. 5-20.

18



70 let Matematické olympiady v Ceskoslovensku (Ceské
republice) a 100 let jeji predchadkyné

Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. Cldnek je vzpominkou na v Ceskoslovensku a nynt v Ceské re-
publice zndmou soutéZ pro Zdiky zdkladnich a stiednich Skol. SoutéZ u nds
existuje jiZ 70 let. Predchidkyni soutéZe byla casopiseckd soutéZ v Rozhledech
matematicko-piirodovédeckijch.

1. Uvod

V ¢lanku se postupné objevi poukézani na nékolik vyrodi, které maji
souvislost s letoSnim rokem 2022 a které se tykaji Matematické olympi-
ady a také aktivit, které matematické olympiadé v nasi republice pred-
chéazely.

2. Rozhledy matematicko-prirodovédecké

Prvnim vyro¢im je vzpominka na rok 1872, kdy Jednota Ceskych ma-
tematiku a fyzikua zacala vydavat C’asopis pro péstovdni matematiky a fy-
siky. V roce 1893 se pak Casopis rozsitil o prilohu Rozhledy matematicko-
-pFirodovédné.

Druhym vyro¢im, které je dobré s uvedenym casopisem zminit, je
Skolnf rok 1921-1922, kdy se piiloha Rozhledy oddélila a zac¢ala vychazet
jako samostatny ¢asopis pod nazvem Rozhledy matematicko-prirodové-
decké. Na obr. 1 je znazornéna predni strana obalky prvniho ¢&isla prvniho
ro¢niku tohoto ¢asopisu [4].

3. Casopisecka soutéZ v Rozhledech — piedchiidkyné Matematické
olympiady

Ve skolnim roce 1921-1922 se v Rozhledech objevila ¢asopisecka sou-
téz s ulohami z matematiky, fyziky a deskriptivni geometrie. V roce 1922
byla tato soutéz vyhodnocena. Studenti byli ocenéni cenami.
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Obr. 1

Mezi fesiteli se mj. objevili tyto studenti: Vladimir Knichal, Frantisek
Ladislav Rieger, Vaclav Vana. V roce 1923 to byli napt. Karel Hrusa,
Frantisek Vy¢ichlo. V roce 1924 to byli napt. Stanislav Horéak, Frantisek
Hradecky, Rostislav Kostal, Ota Setzer, Frantisek Zelinka. Mnozi z nich
se pak v roli ucitelii vénovali Matematické olympiads [I].

Tehdejsi ulohy byly obtiznéjsi nez sou¢asné v Matematické olympiadeé.
Ulohy byly sice spise skolské, ale bylo na jejich feSeni t¥eba vyuzit mnoho
vzorcu a jejich dprav. Byly tedy pracné, a tedy méné zajimavé. Hodné
tloh bylo ze stereometrie, dale na kuzelosecky a na préaci s komplexnimi
Cisly.

Ulohy z prvniho roéniku Rozhledi jsou uvedeny na obr. 2a-2f [2].
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Obr. 2a

Obr. 2b



Obr. 2¢

Obr. 2d



Obr. 2e

Obr. 2f

4. Vznik Matematické olympiady v Ceskoslovensku (Ceské repub-
lice)

Podobné soutéze jako v Rozhledech byly i v jinych ¢asopisech, napt.
v Matematice ve Skole. Resiteli bylo ale malo, proto bylo tfeba zorgani-
zovat masovéjsi soutéz, aby se zvysila vzdélanost naroda.
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Ve skolnim roce 1951-1952 byla v Ceskoslovensku prvné zorganizo-
vana soutéz Matematickd olympidda (MO). Iniciatory byli Eduard Cech
a Jur(aj) Hronec. Vzorem MO byly podobné soutéze v Sovétském svazu
a Polsku. Podobna soutéz v mensim rozsahu se konala jiz diive na Slo-
vensku a Severni Moravé.

Zahajeni soutéze bylo projedndno s Ministerstvem Skolstvi, véd a
uméni (MSVU) a Ceskoslovenskym svazem mladeze (CSM). Byl vytvo-
fen Ustfedni vybor matematické olympiady (UVMO) ve slozeni Franti-
sek Vy¢ichlo (pfedseda), Jindfich Smida, Jur Hronec (mistopredsedové),
Rudolf Zelinka (jednatel). Vyhlasovateli MSVU ale organizovani soutéze
trvalo dlouho, rychlejsi byla Matematika ve $kole — od prosince 1951 do
bfezna 1952 €asopis publikoval vzdy 4 tlohy. Véstnik MSMU s tlohami
MO vysel az koncem dubna 1952, takze vlastné zac¢atek MO byl az v roce
1952 [3].

Pro zajimavost: Fyzikalni olympiada vznikla ve skolnim roce 1959/60.
Olympiada v programovéni vznikla jako zvlastni samostatna kategorie P
Matematické olympiady ve Skolnim roce 1985/86.

5. Organizace Matematické olympiady na jejim zacatku

Vznikly 2 kategorie MO: kategorie A pro 3. a 4. ro¢nik vybérovych
skol, kategorie B pro 1. a 2. ro¢nik vybérovych 8kol. Soutéz méla 3 kola:
piipravné, oblastni (krajské), celostatni.

Oblastmi byly regiony, kde sidlily vysoké skoly (Bratislava, Brno, Ko-
Sice, Olomouc, Ostrava, Pardubice, Plzefi, Praha) a navic regiony Hradec
Kralové a Kroméiiz.

6. Prvni ro¢nik Matematické olympiady v roce 1952

V pfipravném (domacim) kole bylo zadano 16 aloh v obou kategoriich,
v krajském kole byly zadany 4 tlohy v obou kategoriich a v celostatnim
kole byly zadény 4 tlohy jen v kategorii A.

Krajské kolo se konalo v nedéli 18. kvétna 1952. Celostatni kolo se
konalo v nedéli 15. ¢ervna 1952 v Matematickém tustavu UK, Ke Kar-
lovu 3.

Uved'me, jaké tlohy byly zadany v zavéreénych kolech obou kategorii:

Krajské kolo 1. roéniku MO kategorie B

Uloha 1. Jsou dany dvé rizné piimky p, ¢ a bod A. Kazdé otaceni,
které prevadi pfimku p v pfimku g, prevadi bod A v jisty bod A’. Co
vyplni vSecky tyto body A’?
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Uloha 2. Najdéte viechna &tyiciferna ¢isla tvaru aabb (kde a # b a b
jsou arabské cifry), ktera jsou &tverci celého ¢islal

Uloha 3. Dokaite, Ze pro viechna realna &isla a, b plati
(a® 4+ b%)ab < a* + b,
Rozhodnéte, kdy plati rovnost!

Uloha 4. Cty¥stén M N PQ necht mé nejdelsi hranu délky d. Dokazte,
Ze pro kazdé dva body A, B povrchu ¢tyisténu plati nerovnost AB < d.

Krajské kolo 1. roéniku MO kategorie A

Uloha 1. Jestlize ¢islo n je celé, potom i vyraz

n® nd n

120 24 30

je celé ¢islo. Dokaite!
Uloha 2. Dokaite, ze ¢islo 11109 — 1 konéi skupinou &slic 6000.

Uloha 3. Sestrojte ¢tyiahelnik ABCD, ktery lze vepsat do kruznice,
jestlize jsou dany velikosti a, b, ¢, d jeho stran.

Uloha 4. Rovina je pokryta siti shodnych rovnostrannych trojahelniki.
Dokazte, ze neexistuje ¢tverec, jehoz vSecky vrcholy by lezely ve vrcho-
lech sité (tj. ve vrcholech trojuhelniki sitg).

Celostatni kolo 1. roéniku MO kategorie A

Uloha 1. Jsou-li a, b kladna racionalni &isla, dokaite, ze ze vztahu
Va+vh=c,

kde ¢ je racionélni ¢islo, plyne, ze v/a, Vb jsou rovnéz racionalni &isla.
Uloha 2. Tabulka ¢isel
a1 by ¢
as by co do eo
ag bs c3 ds ez f3 g3



je sestavena takto: Prvni fadek obsahuje tfi lich4 ¢isla. Kazdé ¢islo dal-
§ich radkid je rovno souctu tif sousednich ¢isel predchézejiciho fadku,
z nichZ prostiedni je nad uvazovanym ¢islem; schazi-li v tabulce nékteré
z téchto t¥{ ¢isel, doplni se nulou. Dokazte, Ze po¢inaje druhym fadkem
kazdy fadek obsahuje aspon jedno sudé ¢islo.

Uloha 3. Budiz ABC D vypukly rovnobé&znik, v némz AB = CD a bud-
tez R, S stfedy stran AD, BC. Sestrojte polopfimky AU, DV souhlasné
rovnobézné s polopiimkou RS. Dokazte, ze plati vztah ZBAU = ZCDV.

Uloha 4. Rozméry obdélnika ABCD jsou pirozena &isla p, ¢; obdélnik
je rozdélen na pq jednotkovych ¢tverci. Uréete pocet téch jednotkovych
¢tverct, jejichZ vnitikem prochazi thlopticka AC, a to v pripadg, Ze &isla
P, q jsou a) nesoudélna, b) soudélna.

6. Vysledky poslednich kol Matematické olympiady v roce 1952

V krajském kole kategorie B uspéli napf. tito studenti: Petr Vopénka
(2. ro¢nik), Lede¢ nad Sazavou (region Brno), Stanislav Travnicek (2. ro¢-
nik), Kromé&iiz, Ivan Saxl (1. ro¢énik), Chrudim (region Pardubice).

Nejlepsi 4 studenti dostali odménu 2.500 K¢, dalsich 5 studentt ob-
drzelo 1.500 K¢ a dalsi 3 studenti 500 K¢.

V celostatnim kole kategorie A zvitézil Juraj Bosak (4. ro¢nik), Brati-
slava, druhy byl Jozef Gruska (3. ro¢nik), Prievidza, tfeti byl Jifi Janta

(4. ro¢nik), Ostrava.

7. Druhy roc¢nik Matematické olympiady
JelikoZ tento ¢lanek sleduje MO v roce 1952, neméla by tedy chybét

prvni kola 2. ro¢éniku této soutéze, protoze ta byla zadana jesté v roce
1952. Zde je jejich znéni:

Ulohy 1. kola 2. ro¢niku MO kategorie A

Uloha 1. Ak m,n su celé kladné ¢isla, ukazte, ze ¢slo /2 lezi medzi

Gislami % m+2n

’ m+n °

Uloha 2. Obrazy komplexnich &sel 0, Z1, Zo tvoii v roviné komplexnich
¢isel trojuhelnik, ktery struéné ozna¢ime OZ; Z;5. Urcete komplexni ¢isla,
jejichz obrazy jsou vrcholy pravidelného Sestitihelnika sestrojeného nad
stranou Z;Z5 a leziciho v poloroviné Z; Z50.
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Uloha 3. Budte A’, B’, C', D' paty kolmic spusténych po Fadé z vrcholi

a) Jestlize bod A’ lezi na kolmici BH spusténé v roviné BCD z bodu B
k pfimce CD (pfi ¢emz H je pfislusna pata), potom je ABLCD.
Dokazte.

b) Dokazte, ze predchozi poucku lze obratit.

c) Jestlize bod A’ splyva s priise¢ikem vysek trojihelnika BC' D, potom
i body B’, C’, D’ splynou po fadé s priseciky vysek trojahelniki
CDA, DAB, ABC; dokazte. Co pak plati o primkach AA’, BB’,
ccC’, DD'?

Uloha 4. Je dan rovnostranny trojihelnik ABC. Budiz A, B,C; troju-

helnik stejnolehly s trojihelnikem ABC podle stiedu A (koeficient stej-

nolehlosti A > 1) a dale A3 B>Cs trojahelnik soumérny s trojihelnikem

A1 B;C; podle piimky BC. Urcete a) konstruktivng, b) pocetné, ktery

bod trojuhelnika ABC p¥ejde po obou operacich na své misto?

Uloha 5. Komplexni &slo z a &islo Z s nim komplexné sdruzené vyhovuji
rovnici
az+bz+c=0,

kde a, b, ¢ jsou dana komplexnf{ ¢isla. Co vypliiuji obrazy vSech takovych
¢isel z v roviné komplexnich &isel?

Uloha 6. Ak je u iracionélne, a, b, ¢, d racionalne, je

au+ b
cu+d

(kde cu + d # 0) racionélne vtedy a len vtedy, ked ab — bc = 0; dokazte.

Uloha 7. Budiz dan trojuhelnik ABC; dale budtez M, N, P body,
které po fadé lezi uvniti stran BC, CA, AB, a to tak, ze MN | AB,
MP || AC. Zvolte bod M tak, aby o velikostech useéek M N, M P platil

vztah
MN+ MP =k,

kde k > 0 je dané &islo. Proved'te diskusi za piedpokladu, ze AB < AC, a
stanovte, kterou podminku musi spliiovat ¢islo k, aby tloha méla feSeni.

Uloha 8. Nutna a postacujici podminka, aby bylo lze ¢tyfsténu vepsati
kulovou plochu, ktera by se dotykala vSech jeho hran, je, aby soucty
v8ech t¥{ dvojic protéjsich hran byly si rovny. Dokazte.
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Uloha 9. Nadrzka ma tvar rotacniho kuzele spocivajiciho podstavou na
vodorovné rovingé; jeji objem je Vy litrt a vyska v dm. P#i plnéni nadrzky
natece za vtefinu a litra vody. Vyjadiete vzdalenost vodni hladiny od
vrcholu kuzele po n vtefinach (n racionélni ¢islo).

Uloha 10. Jsou dana dvé komplexni &isla A, B, pti dem?z |A| = 1. Jestlize
pro komplexni ¢éisla Z, Z’ plati vztah

7' = AZ + B,

potom obraz ¢isla Z' vznikne z obrazu ¢isla Z otacenim, je-li A # 1,
a posunutim, je-li A = 1, B # 0; dokaZte. Urcete stfed otaceni, resp.
velikost posunuti.

Uloha 11. Budiz dan trojuhelnik ABC. Necht jsou A’, B’, C’ takové
body roviny, ze plati

AR =AC", BC =BA, CA =CBH.

Ozna¢me a’, V', ¢ pFimky roviny, které po fadé prochéazeji body A’, B,
C’, pficemz plati ' L BC, V' L CA, ¢ 1L AB. Dokazte, Ze pfimky a’,
b, ¢’ prochazeji jednim bodem!

Uloha 12. Ozna¢me P poéatek soustavy pravouhlych soufadnic. Body
[m, n], kde m,n jsou cela &isla, nazveme mifzové body. Budiz p > 2 dané
piirozené ¢islo. Ozna¢me Ay, ty miizové body [p, k], pro néz je 0 < k < p,
a uvazujme trojihelniky

PAyAs, PAyA3, PAsAy, ..., PA, 2A, ;.
Dokazte, Ze p je prvoéislo tehdy a jen tehdy, kdyZ pocet mfizovych bodu
uvnit¥ kazdého z uvazovanych trojthelniki je & - (p — 1).

Uloha 13. Budte [;y] body v roving pravouhlych souradnic. Urdete,
pro které z nich plati nerovnost

|z +a| =y —all <a,

kde a je dané ¢islo. Vycarkujte v roviné soufadnic ty jeji ¢asti, pro jejichz
body je splnéna dana nerovnost.

Uloha 14. Dokazte s pouzitim komplexnich &isel, Ze slozenim dvou ota-
Ceni s ruznymi stfedy vznikne otéceni nebo posunuti. Urcete st¥ed vy-
sledného otaceni, resp. velikost vysledného posunuti. Zjistéte podminky,
kdy vznikne otéceni a kdy posunuti.
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Uloha 15. Jestlize a > 0 a n je piirozené &slo, potom plati
n (2T 1) >a+d® 4 +a®™

dokazte! Provedte diskusi, pro ktera a nastane rovnost.
Uloha 16. Je-li n celé nezaporné &slo, potom &slo

912n+8 _ g6n+2
je délitelné tiinacti. Dokazte!

Ulohy 1. kola 2. roéniku MO kategorie B

Uloha 1. V dilné pracuje a délniki, ktefi maji dokonéit uréitou zakazku
za d dni, m délnikid utvori dderku a zavazi se, ze lepsi organisaci prace
zvysi svij vykon o 10 procent. Stalo se tak po p dnech prace na za-
kézce. O kolik dni se zmensi pivodné pldnovana doba d dni, potfebna
k provedeni zakazky?

Uloha 2. a) Kazdé prvoéislo s vyjimkou &sel 2 a 3 lze psat ve tvaru
6n + 1, kde n je vhodné pfirozené ¢islo; dokazte. Plati také obracena
poucka?

b) Uzitim pfedchoziho vysledku dokazte: Zmensime-li Gtverec které-
hokoliv prvoéisla s vyjimkou ¢&isel 2 a 3 o jednu, dostaneme ¢islo, které
je délitelné ¢islem 24.

Uloha 3. Je dana kruznice k a jeji tétiva AB, ktera neni pramérem:;
budiZz p se¢na kruZnice k kolméa k p¥imce AB. Uréete na pfimce p takovy
bod X, aby duty thel ZAX B byl co nejvétsi. Provedte diskusi.

Uloha 4. Budiz dan étyfstén AA’BC, jehoz hrana AA’ stoji kolmo na
rovinu A’BC. Ozna¢me LBAC = o, ZBA'C = o'. Jestlize je a > 90°,
je o/ > 90°. Dokazte.

Co lze tedy fici o velikosti pravothlého pramétu pravého nebo tupého

thlu do roviny, které protind obé jeho ramena v bodech mimo jeho vr-
chol?

Uloha 5. a) Jestlize ¢ je zlomek v zakladnim tvaru, potom i zlomek aa—t}b
je v zakladnim tvaru.

b) Soucet t¥i zlomkid v zakladnim tvaru nemize byt Cislem celym,
jestlize neni kazdy prvocinitel jednoho z danych jmenovateli prvodéinite-
lem alespon jednoho ze zbyvajicich dvou jmenovatel.

29



Uloha 6. Oznacme

a b c

= b+c’ y:cha7 z:aer’

kde a, b, ¢ st dané racionalne ¢&isla. Zistite, za akych predpokladov plati
zy +yz + zx + 2xyz = 1.

Uloha 7. Uréete geometrické misto priseéikit V vysek v trojahelnicich
ABC, jestlize je dana poloha strany BC, velikost thlu ZCAB = «
a jestlize vrcholy A téchto trojihelniki lezi v jedné z obou opaénych
polorovin vytatych piimkou BC. Provedte diskusi pro @ # 90°.

Uloha 8. Budiz V prisecik vysek trojuhelnika ABC. Jestlize plati

CA < AB, potom je:

a) VC < VB,

b) vzdalenost bodu V od strany C'A mensi nez od strany AB s vyjimkou
pripadu, kdy ZCAB = 90°; jak je tomu v tomto vyjimeéném pii-
padé? (Proved'te diskusi pro trojuhelnik ostrothly, pravoihly, tupo-
uhly.)

Uloha 9. Budte ABCD, A’B'C'D’ protilehlé stény krychle, pfi ¢emz

AA’, BB', CC’, DD’ jsou hrany krychle. Jestlize bod X, leZici uvnit¥

krychle, je blize k vrcholu B nez ke kterémukoli z ostatnich vrchola

krychle, potom je bod X od bodu D’ déle neZ od kteréhokoli z ostatnich
vrcholu krychle.

Uloha 10. K ocislovani v8ech svazkii ur¢ité knihovny bylo tfeba na
hibety knih natisknout tiikrat tolik cifer, co je svazki. Kolik svazki
méla knihovna?

Uloha 11. Stanovte geometrické misto bodt, pro néz rozdil vzdalenosti
od dvou danych rtznobézek a, b je roven dané tsecce velikosti d.
Uloha 12. Jsou-li a, b, ¢ kladna ¢isla, pak

a b ¢

—+-+->3.

b ¢ a

Dokazte! Provedte diskusi, kdy nastane rovnost.
Uloha 13. Je-li n pfirozené ¢islo, potom plati

L2 L3 “ <1
1-2 123 1-2.3.4" 7" 12 n-(n+l)
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Uloha 14. Budte a, b, ¢ racionalni &sla. Dokazte, Ze potom plati
(a+b—c)?+(b+c—a)®+(c+a—0b)%>ab+ bc+ ca.

Proved'te diskusi, pro které pfipady nastane rovnost.

Uloha 15. Uréete, co vypliwji stfedy rovnobé&zniki, které jsou rovin-
nymi fezy daného ¢tyfsténu.

Uloha 16. Budiz dan rovnostranny trojihelnik ABC o strané veli-
kosti a. Budte M, N, P body zvolené po fadd uvnit¥ aseéek BC, CA,
AB.

Dokazte nejprve, Ze je mozné zvolit body M, N, P (rtzné od stfedu
stran) tak, Ze M N P je rovnostranny trojihelnik. Potom sestrojte viechny
rovnostranné trojuhelniky M N P takové, aby jejich strany mély danou
velikost m. Diskutujte, pro ktera m ma tloha FeSeni.

8. Mezinarodni Matematicka olympiada (MMO) na jejim zacatku
Mezinarodni Matematickd olympidda se poprvé uskutecnila v roce
1959 v Bukuresti, zucastnilo se ji 7 zemi sovétského bloku.
Ctvrté roénik této soutéze se konal v roce 1962 v Ceskoslovensku
v Ceskych Budégjovicich za p¥itomnosti stéle jen 7 zemi.

9. Zavér

O matematické olympiady by se dalo napsat mnohem vice, ale nas
¢lanek je zaméfen jen na nékolik klicovych momentt pii vzniku této
soutéze.

Literatura
[1] Bocek, L., Simsa, J., Tépfer, P.: 70 let matematické olympiady. Pokroky,
matematiky, fyziky, astronomie, ro¢. 66 (2021), ¢. 2, s. 3-8.
[2] Ulohy. Rozhledy matematicko-piirodovédecké, ro¢. 1 (1922), &. 1, s. 37-40.

[3] Vysin, J., Zelinka, R. a kol.: Prung rocnik matematické olympiddy (Zprdva
o Teseni dloh ze soutéZe ve Skolnim roce 1951/52.). SPN, Praha, 1952.

[4] Zhouf, J.: Témer 100 let Rozhledt matematicko-fyzikalnich. In: Matema-
ticky svét mezi vdlkams (eds. Be¢varova, M., Be¢var, J. a kol.). FD CVUT,
Praha, 2020, s. 299-334.
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KRATKE PRISPEVKY A PRACOVNI DILNY

Ceska maturita dostava mezinarodni rozmér
Jeanne Boc¢kova, Centrum pro talentovanou mladez

ABSTRAKT. V Ceské republice zacind pokusné ovéieni uzndvdani Advanced
Placement zkousek v profilové éasti maturity. Centrum pro talentovanou mld-
dez (CTM) je partnerem americké organizace College Board, kterd zkousky
celosvétové zastituje. CTM se v Ceské republice dlouhodobé zasazuje o Tozsi-
7eni mozZnosti mezindrodniho vzdéldni pro vSechny motivované Ziky druhého
stupné zdkladnich skol a studenty stiednich skol.

1. Uvod

MSMT vyhlasilo pokusné ovéFovani uznavani mezinrodnich Advan-
ced Placement (AP) zkousek v profilové ¢asti maturity. AP zkousky jsou
celosvétové uznavané oborové zkousky, které v angli¢tiné sklada kazdo-
ro¢né pét milionud stfedoskolakt na celém svéte. éeskym stfedoskoldktim
se tak s podporou MSMT otevira unikatni prilezitost ziskat znamku
z oborové zkousky s mezindrodni platnosti.

Pokusné ovéfovani pripravilo MSMT ve spolupréci s Centrem pro ta-
lentovanou mladez (CTM), Narodnim pedagogickym institutem (NPT)
a Asociaci fediteli gymnazii (Af{G). CTM je partnerem amerického
College Board pro organizaci AP zkousek pro ¢eské stFedoskolaky. CTM
soucasné studentlim poskytuje celoroéni pifpravné online kurzy s in-
struktorem, které je na tyto zkousky velmi tispésné pripravuji (tab. 1).

C

2. AP kurzy a zkousky — prileZitost k inovaci stredoskolského vzdé-
lavani a maturity

Tab. 1: Logo CTM

Ve svété dominuji dva stejné piisné a stejné naroc¢né stfedoskolské
vzdélavaci systémy: International Baccalauréate (IB) a Advanced Place-
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ment (AP). Jejich cilem je pfipravit studenty co nejlépe k vysokoskol-
skému studiu. Rozsah, naro¢nost a zptisob studia se odviji od pozadavka
univerzit.

AP zavisi pouze na zdjmu studenta a podpote skoly. AP je flexibilni,
finan¢né dostupny, a tak vyhodnéjsi pro vefejné skolstvi. AP portfolio je
soubor 38 AP kurzi zahrnujicich a presahujicich latku ¢eskych gymnazii
a svou naro¢nosti pfipominé pocatky univerzitniho studia. AP je ptile-
zitost studovanou latku dokonale pochopit poutavou, zidbavnou formou.
Motivovani a pracoviti stfedoskolaci, ktefi chtéji byt mezi nejlepSimi na
svété, maji prilezitost béhem studia zvladnout i mezindrodni maturitu —
AP Capstone Diploma.

Kromé odbornych znalosti a skvélé angli¢tiny, studenti piipravou a
skladanim AP zkouSek ziskaji paletu dovednosti, jako je kritické mys-
leni, chapani véci v souvislostech, praci s ¢asem a schopnost efektivné
komunikovat. Student je po vSech strankach pripraven na vysokoskolské
studium na nejlepsich univerzitach v Ceské republice i zahrani¢i a je
schopny se profilovat ve zvoleném oboru uz na stfedni skole. CTM od
roku 2010 na AP zkousky pfipravilo pres 900 ¢eskych stiedoskolaki.

Vysledky AP zkouSek uznévaji nékteré fakulty Univerzity Karlovy a
Ceska zeméedélska univerzita v Praze, Masarykova univerzita, véetné Lé-
karské fakulty, Vysoké udeni technické v Brng, JCU Ceské Budgjovice,
FIM Hradec Kralové a dalsi vysoké skoly. V Evropé uznavaji AP zkousky
napfiklad univerzity Cambridge, Oxford, Imperial College, Copenhagen
University, College of Engineering v Dansku, Delft University of Tech-
nology v Holandsku, vSechny americké, kanadské a australské univerzity.

3. NPI - naroky na AP zkousky

Systém AP kurzi a pozadavky na studenty v AP zkougkach posuzo-
val tym odborniki NPI. Ten potvrdil, Ze naroky AP vyrazné presahuji
stfedoskolské ramcové vzdélavaci programy. Podle odbornikt NPI bude
AP systém také inspiraci pro inovaci ramcovych vzdélavacich programii.

4.0 CT™M

CTM vzniklo na miru studentim, ktefi potfebuji individuélni a fle-
xibilni pristup ke vzdélavani. NaSe online feSeni poskytuje jedine¢nou
vzdélavaci zkuSenost vSem détem od druhého stupné zékladnich skol ¢i
viceletych gymnazii po maturanty. A to vzdy tak, abychom respekto-
vali jejich vlastni uc¢ebni tempo a chut se vzdélavat v oboru, ktery je
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bavi, a pfitom se vyrazné zlepsit v angli¢tiné. CTM finan¢né podporuje
Nadace RSJ a organizace AFCSLS. Vice najdete v [I].

5. Skoly zapojené do pokusného ovéFovani ve 2022/23

Nazev $koly

Gymnaizium Jana Palacha Praha 1,
s.r.o., Praha

Gymnazium, Nad Aleji, Praha 6

Cyrilometodé&jské gymnazium a SOS
pedagogicka, Brno

PORG Libeii — gymnazium a
zakladni $kola, o.p.s., Praha

PORG Ostrava— gymnazium a
zakladni §kola, o.p.s. , Ostrava

Gymnazium a Jazykova §kola s
pravem statni JZ, Zlin

Gymnazium Jana Nerudy, $kola hl.
m. Prahy, Praha

Mensa gymnazium, o.p.s., Praha

Gymnazium Jirovcova, Ceské
Budéjovice

uznavané AP zkousky

AP Calculus AB — nahrazuje celou maturitni
zkousku; AP Physics 1, AP Biology, AP Art
History — nahrazuji ¢ast maturitni zkousky

AP Biology — nahrazuje celou maturitni zkousku

AP Biology, AP Calculus BC — nahrazuji celou
maturitni zkousku

AP Biology, AP Physics 1, AP Physics 2, AP
Chemistry, AP Calculus AB, AP Calculus BC, AP
Statistics, AP Psychology, AP Macroeconomics,
AP Microeconomics, AP Art History, AP World
History, AP European History — nahrazuji ¢ast
maturitni zkousky, a to celou ¢ast maturitni prace
s obhajobou

AP Psychology, AP Macroeconomics, AP
Microeconomics, AP World History, AP European
History nahrazuji ¢ast maturitni zkousky, a to celou
¢ast maturitni prace s obhajobou. AP Biology, AP
Physics 1, AP Physics 2, AP Chemistry, AP
Calculus AB, AP Calculus BC, AP Statistics —
nahrazuji ¢ast maturitni zkousky, a to ustni
zkousku

AP Calculus AB, AP Calculus BC, AP
Macroeconomics, AP Microeconomics — nahrazuji
celé maturitni zkousky; AP Biology, AP Chemistry
— nahrazuji ¢ast maturitni zkousky

AP Psychology — nahrazuje ¢ast maturitni zkousky

AP Computer Science Principles — nahrazuje celou
maturitni zkousku

AP Calculus AB, AP Calculus BC — nahrazuji

celou maturitni zkousku, AP Chemistry — nahrazuji
Cast maturitni zkousky
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Gymnazium Jana Keplera, Praha

6. Zajemci pro rok 2023/2024

e Masarykovo gymnézium, Stfedni zdravotnické skola, Vyssi odborna
gkola zdravotnicka Vsetin

e Gymnézium Turnov

Matematika — pisemna zkouska, Gstni zkouska: cela
zkou§ka nahrazena AP Calculus BC, podminéno
konanim didaktického testu ve spolecné ¢asti MZ
z dtivodu udrzeni tematické komplexnosti.
Informatika — prakticka zkouska (projekt

s obhajobou), ustni zkouska: tstni zkouska
nahrazena dvéma zkouskami AP Computer
Science A a AP Computer Science Principles.
Prakticka zkouska se bude konat. Vaha hodnoceni
bude 50 % prakticka zkouska a 50 % prumérna
znamka z obou AP testl.

Biologie — ustni zkouska: cela zkouska nahrazena
AP Biology

v~

e Gymnézium Valasské Klobouky

o Gymnézium Bucovice

e Gymnéazium Budéjovicka Praha

e Gymnézium mezinadrodnich a vefejnych vztaht Praha

e Gymnézium Slovanské namésti Brno

o Gymnézium Frantiska K

Mo s

Ir1z1

ka Plzen

e Gymnéazium Dr. Pekare Mlada Boleslav

e Gymnézium Na Zatlance Praha

e Sunny Canadian International School Jesenice

e Wichterlovo gymnéazium Ostrava

e Biskupské gymnazium Zdar nad Sazavou

e Gymnéazium Litomé¥ice

e Gymnéazium Jaroslava Seiferta Praha
e EDUCANET gymnézium Praha

Literatura

[1] www.ctm-academy.cz
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www.ctm-academy.cz

Rozvijime nadani s Mat’ou a Vesmou
Eduard Fuchs, MU MUNI, Brno, Eva Zelendova, AMBIS, Brno

ABSTRAKT. Cldnek pFindsi informace o dvou inspirativnich zdrojich konkrétng
prdace v matematice s nadanymi Zdky na druhém stupni zdkladnich skol a na
Skoldch strednich. Dvoudilnd publikace Experimentuj s Matou a dva sborniky
vystupt projektu Ve svétd matematickych aplikaci (VESMA) jsou urceny jak
pro Zdky, kteti chtéji rozvijet své matematické nadani, tak pro ucitele, kteri
kreativitu nadanyjch Zdkid podporugi.

1. Uvod

Prvni setkani autori ¢lanku (matematika z Masarykovy univerzity
s pracovnici Vyzkumného tstavu pedagogického, ktera fadu let udila
matematiku v matematickych t¥id4ch jednoho prazského gymnézia) pro-
béhlo v roce 2010. Spolupréce pii tvorbé standardi matematiky pro 5. a
9. ro¢nik zakladni Skoly se z&dhy zménila v dlouholetou spolupraci pii
tvorbé materiali pro ucitele i zaky. Z Sirokého spektra téchto materiala
se v ¢lanku zaméfime na materialy, které jsou uréeny nadanym zaktm
a ucitelim, kteff jejich nadani pomahaji rozvijet.

2. Experimentuj s Mat’ou

Od roku 2012 autofi ¢lanku kazdoroéné uskutecnili ve vSech krajich
Ceské republiky celodenni seminéfe pro ucitele matematiky stfednich
skol a 2. stupné zakladnich skol. Seminafe ménily béhem ¢asu nazvy (Ma-
tematika pro vSechny, Rozvijime matematickou gramotnost, Matematika
pro Zivot), zakladni myslenka a format seminait se viak neménily. Uéast-
nikiim seminait bylo kazdoro¢né predkladano minimalné dvacet aktivit,
které bylo mozné diky pfipravenym pracovnim listim a nenaro¢nym po-
miickdm okamzité vyuzit v hodinach matematiky. VSechny aktivity byly
piedem ovéfovany na daném stupni vzdélavani. Ucastnici seminafe mohli
porovnat sva TeSeni s ukadzkami Zzakovskych TeSeni, diskutovat o obtiz-
nosti uloh, o zajimavych napadech pfi feSeni i o nejvhodné&jsim zarazeni
danych aktivit do vyuky.

Kazdym rokem se ti¢astnici seminait méli moznost seznamit s novymi
aktivitami, a tak v archivu autort ¢lanku pfibyvaly desitky prezentova-

(z pohledu ucitelu i zaki) bylo v letech 2021-2022 vybrano do dvoudilné
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publikace Ezperimentuj s Mdtou (viz [I] a [2]). Tisténa ¢ast t&chto publi-
kaci je na webu doplnéna komentovanymi feSenimi a dal§imi informacemi
véetné videi.

Pri feSeni zvefejnénych tloh zaci mohou samostatné experimentovat a
objevovat matematické zakonitosti, systematicky t¥idit informace, zlep-
Sovat svou geometrickou predstavivost, nebat se proménnych i vyuzivat
informacni technologie. Cilem publikaci je zaujmout zéky, které mate-
matika bavi, a umoznit jim vyuzit kreativitu pfi feSeni danych problém.
Pro ilustraci uvadime tlohu Ctvereckovd ¢isla z prvni publikace.

2.1. Crvereckovd Cisla

Zadani: Piirozené ¢islo n nazveme ctvereckové, jestlize miZzeme bez me-
zer pokryt Ctverec pravé n ¢tverecky, jejichz velikosti mohou, avsak ne-
musi byt stejné. Na obr. 1 je zndzornéno, ze ¢isla 12 a 15 jsou ¢tvereckova.

1 2 3 1 2
5
s |6 3 4
4 9
718 718109
6 10 | 11 | 12
10 11 12
13|14 |15

Obr. 1

Ukol: Zjistéte, ktera piirozena &isla od 1 do 20 jsou ¢tveredkova.
Resent: Cisla 1 a 4 jsou ziejmé Ctvereckova, snadno také zjistime, Ze
¢isla 2, 3 a 5 ¢tvereckova nejsou. Pro dalsi ¢isla muzeme zkouSet pokryt
¢tverec predepsanym poctem ¢tverecki. Pii pokusech o rozdéleni ¢tverci
je vyhodné (jak jsme vidéli jiz na obr. 1) &islovat si vepsané ¢tverecky,
abychom snadno urcili, které ¢tvereckové ¢islo jsme objevili. Zajimavéjsi
v8ak je nalézt pro pokryvani néjaké zakonitosti.

Co se stane, kdyz napiiklad v nalezeném pokryt{ jeden ¢tverecek roz-
délime na ¢tyfi mensi (obr. 2)?
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Obr. 2

7 obrazku je zfejmé, ze kdyz je né&jaké ¢islo n ¢tvereckové, jsou jisté
¢tvereckova 1 vSechna ¢isla n + 3.
pro ¢tvereckové ¢islo 6. Jeden vétsi ¢tverec je ,,olemovan® na dvou stra-
nach shodnymi ¢tverecky.

1 2 5
3
3
4
Obr. 3

Ukazeme si, Ze takto miZzeme znazornit kazdé sudé ¢islo (kromé ¢isla 2)
jako ¢tvereckové.

Abychom mohli vétsi ¢tverec ,,olemovat® &tverecky, potFebujeme vé-
dét, kolik ¢tverecki budeme moci nakreslit k jeho jedné strané. Tento
pocet dostaneme tak, Ze od zadaného ¢isla (u kterého chceme dokazat,
7e je Gtvereckové) odecteme 2 (rohové &tverce na obr. 4 a 5). Cislo, které
ziskdme, je rovno poctu ¢tverecku, které musime rozdélit podél dvou
stran vétsiho ¢tverce. Stac¢i tedy ziskany pocet ¢tverecki vydélit dvéma.
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Obr. 4

Jak tedy dokézeme, ze napft. ¢islo 8 je ¢tvereckové? Potfebujeme znat
pocet ¢tvereckl na strané velkého étverce: 8 —2 =6 a 6 : 2 = 3. Velky
¢tverec pro ¢islo 8 bude mit stranu o velikosti t¥i stran menSich ¢étverca
(obr. 5), kterymi velky ¢tverec ,,olemujeme®.

Obr. 5

Obecné pro kazdé sudé ¢islo 2n, n € N, plati: 2n — 2 = 2(n—1) a
2(n—1) : 2 = n—1. Velky &tverec pro ¢islo 2n bude mit stranu o velikosti
n — 1 men§ich ¢tverci, kterymi velky ¢tverec ,,olemujeme®.

Mohli bychom hledat i dalsich zakonitosti, uvedena dvé pravidla nam
v8ak jiz umozhuji zadany tkol vyfesit. Pomoci ,,olemovani“ jsme do-
kazali, ze kazdé sudé ¢&islo kromé ¢isla 2 je ¢tvereckové. Podle prvniho
uvedeného pravidla vime, ze kdyz je ¢islo n ¢tvereckové, je ¢tvereckové
takeé ¢islo n+3. Kdyz je n sudé, je ¢islo n+3 liché, takze jsou ¢tvereckova
také vSechna licha ¢isla kromé ¢isel 3 a 5.

Vytesili jsme tedy zadany tkol jeSté obecnéji, nez byl formulovan.
Ctvereckova jsou v8echna prirozena ¢isla kromé ¢isel 2, 3 a 5.
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3. Ve svété matematickych aplikaci

Autofi ¢lanku se od roku 2012 feSitelsky podileli na fadé projektia Ev-
ropské unie a MSMT. Pat¥i mezi né napifklad projekty Matematika pro
vSechny, Manipulativng cinnosti jako prostiedek pro rozvoj piredmatema-
tickgch predstav déti predskolniho véku, Manipulativni ¢innosti rozvijejict
matematickou gramotnost nebo Matematika v médiich. V letech 2016 az
2020 se uskutecnily projekty Ve svété matematickych aplikact, které po
covidové prestavce pokracuji i v roce 2022.

Projekt Ve svéteé matematickijch aplikact je zaméfen na zaky a zakyné
zékladnich a stfednich kol ve véku 13-18 let, ktefi maji zadjem o ma-
tematiku. V ramci projektu jsou kazdym rokem realizovany dva samo-
statné kurzy. Zajemci si mohou zvolit, kterého kurzu se chtéji ztcastnit,
je mozna volba i obou kurzt soucasné. Kurzy se skladaji ze dvou ¢asti:
samostatného studia zakt v internetovém prostiedi (Sest lekei v priabshu
zaii az listopad) véetné FeSeni fady gradovanych tloh a zavéreéného se-
tkani pro nejlepsi Fesitele (zacatek prosince). Na p¥ipravé kurzi se po-
dileji pfedni odbornici v dané oblasti, problematika je vSak podéna tak,
aby byla pro zaky pristupna a zajimava. V ramci projektu bylo dosud
realizovano dvanéct kurzii (dva z nich si blize predstavime):

1) Mgr. Libor Koudela, Ph.D.: Fraktdly.

2) Ing. Milos Nosek: Sluneéni hodiny.

3) RNDr. Tereza Bartlova, Ph.D., Mgr. David Brebera: Od zdbavnijch

hricek k aplikacim.

) Prof. RNDr. Pavel Tlusty, CSc.: Pravdépodobnost kolem nds.
) Doc. RNDr. Eduard Fuchs, CSc.: Matematika v déjindch lidstva.
6) RNDr. Petra Kone¢na, Ph.D.: Kryptologie.
) Prof. RNDr. Jifi Bouchala, Ph.D., Mgr. Petr Vodstréil, Ph.D.:
R+ A+ D+ Y aneb Pocitime do nekonecna.
8) Doc. PhDr. Alena Sarounova, Ph.D.: Krisa geometrie.
9) Mgr. David Kruml, Ph.D.: Matematika a spravedinost.
10) RNDr. Eva Zelendova, Ph.D.: Matematika ukrytd v sochdch
a obrazech.
11) Mgr. David Brebera: Pocitdme napiic¢ ¢iselngmi soustavami.
12) Doc. RNDr. Eduard Fuchs, CSc., RNDr. Eva Zelendova, Ph.D.:
Matematika kolem nds.
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3.1. Matematika ukrytd v sochdch a obrazech

Umeélecka dila potkdvame na kazdém kroku, at uz jde o sochy, ob-
razy, architektonické skvosty ¢i moderni instalace nebo graffiti. Nékdy je
mineme bez povSimnuti, nékdy nés nééim upoutaji. Malokdy si v8ak uvé-
domime, Ze fada uméleckych dél ma spojitost s matematikou. Nekdy je
umeélecké dilo pfimo reprezentovano matematickymi objekty, nékdy spo-
jitost s matematikou tviirce vlozi do nazvu svého dila. Néktera umélecka
dila zase mohou evokovat zajimavé matematické tlohy.

V Sesti lekcich, které byly vénovany planimetrii, stereometrii, kom-
binatorice, posloupnostem, relacim a funkcim, se Zzaci mohli seznamit
s fadou vytvarnych umélcti od ddvnych dob aZ po soucasnost a feSit ma-
tematické tlohy, které byly s uméleckymi dily spojeny. Podivejme se na
zadani a zdkovské TeSeni jedné z nich.

Zadani: Moravsky umélec L. Jarcovjak vytvofil v roce 2002 sochu s na-
zvem Dalekohled (obr. 6).

Obr. 6

Ukol: Odhadni na zakladé vypoctu vahy ,tubusu® dalekohledu, zda by
autor saim uzvedl sochu na ocelovy podstavec, jestlize socha miize byt ze
zuly, z betonu nebo z piskovce. Rozméry tubusu jsou uvedeny v nésle-
dujici tabulce.

[cm]
Délka ,,tubusu* 80
Délka strany ¢tvercové podstavy ,tubusu® 80
Primeér vyvrtaného otvoru 6
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Zdkovské vesent: 7jisténé hodnoty hustoty

Hustota [kg-m™—3]
Beton 2300
Piskovec 1900
Zula 2900

Vypocet objemu:

Piiblizna vaha sochy [kg|
Beton 68
Piskovec 57
Zula 86

Zavéreéné shrnuti: 7 ddaji dostupnijch na internetu jsem nasel, Ze
pramérny muZ dokdZe na mrtvy tah zvednout ast 130 kg. Mné osobné ale
prigde tento udaj hodné precenény, myslim si, Ze bych dokdzal napriklad
ja zvednout maximdlné 60 kg. Proto nemizu vict jednoznacné, jestli by
byl autor schopny sochu zvednout. Jd bych nedokdzal zvednout dany tubus
ze Zuly, ale podle idaji na internetu by to primeérny muz dokdzat meél.

3.2. Matematika v déjindch lidstva

Sest leket bylo postupné vénovano magickym ¢tverctim, vyvoji zapisu
¢isel, Eulerovu problému o 36 distojnicich, problematice nekoneéna, ¢in-
ské Matematice v deviti kapitoldch a vyvoji teorie grafi. Na zavér kazdé
kapitoly byly fesiteltim uloZeny gradované tkoly. Nejlehéi byly motivacni,

vvvvvv

ktim. Na ukazku uvedme dva z péti tkolt z posledni lekce o grafech.

Ukol 1: Které z grafi na obr. 7 lze nakreslit jednim tahem?
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N

Obr. 7

Reseni: Jednim tahem lze nakreslit viechny grafy kromé grafii na 2., 8.
a 9. misté.

Ukol 2: Pokus se vysvétlit pravidlo, kdy lze graf nakreslit jednim tahem.
(Napovéda: predstav si, ze graf byl nakreslen jednim tahem. Kolik hran
vychéazi z jednotlivych vrchola?)

Resent: Jednim tahem lze nakreslit v8echny souvislé grafy, v nichz z kaz-
dého vrcholu vychéazi sudy pocet hran, a v8echny grafy, v nichZ existuji
pravé dva vrcholy, z nichZz vychézi lichy pocet hran. V prvnim pfipadé
miuZeme zacit kreslit v libovolném vrcholu a skoné¢ime tam, kde jsme za-
¢ali, ve druhém piipadé musime zacit kresleni v jednom ze dvou vrcholu
s lichym po¢tem hran a ve druhém takovém vrcholu skonéime.

4. Zavér

Pii rozvoji nadéani je tieba predkladat zaktm fadu nestandardnich
tloh, které umozni rozvijet kreativitu pifi hledani fesSeni. Prostiedi, do
kterého jsou tulohy situované, nemusi byt pro zaky bézné znamé. V ¢lanku
byly zminény nékteré inspirace k takovym tlohém.
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Ruzné pohledy na nadani a nadané
Katefina Juzova, PedF UK, Praha

ABSTRAKT. V piispévku byly predstaveny rizné pohledy na naddni a nadané,
kterymi jsem se v poslednich letech zabyvala. Jednd se o pohled uciteli, rodici,
ale také samotnych Zdki. Jsou zde ddle uvedeny tipy na obohacent vijuky nada-
nych Zdiki, které vychdzeji z mé vilastni ucitelské praze. Ddle jen okrajové jsou
predstavena témata sebepojeti nadangch Zdki.

1. Uvod

Podle Koncepce podpory rozvoje nadani a péfe o nadané na obdobi
let 2014-2020 a také podle Vyhlasky 73/2005 je nadany zak ,jedinec,
jehoz rozlozeni schopnosti dosahuje mimofadné trovné pii vysoké tvori-
vosti v celém okruhu ¢innosti nebo v jednotlivych rozumovych oblastech,
pohybovych, uméleckych a socialnich dovednostech® [6, s. 4].

Samotné oznaceni zéka jako ,nadaného” s sebou prinasi také znacna
rizika. Tyto predstavy ,zézra¢nych déti* zminuje také Hiibkova [2]. V&t-
Sina uciteli se priklani k vykonovym charakteristikAm nadanych zak,
coz muZze znemoziovat identifikaci nadanych zaka s dvoji vyjimecénosti
¢i zaki z jinych ohroZenych skupin.

Sebepojeti nadanych zaku, diky némuz na sebe Zaci kladou piehnané
naroky, povazuji za rizikovy faktor. Jelikoz jejich okoli od nich ¢asto
ocekava nadprumérné vykony, mohou se obavat chyb a zaroven je vidét
jako své selhani. Laznibatova také zminuje tzv. myty o nadanych détech
(ocekavame bezproblémové a pracovité dité) [4].

V néavaznosti na sebepojeti nadanych student je uzite¢né zminit také
tzv. nastaveni mysli podle Dweck: fixni a riistové [1]. V ristovém nasta-
ven{ mysli je ¢lovék pripraven se zlepSovat a postavit se prekazkam. Ve
fixnim nastaveni se drzi pouze téch oblasti, ve kterych si pripadé tspésny
a vyhybé se pfekazkam, coz mize byt u nadanych zakt ¢astym projevem.

M4 motivace zabyvat se timto tématem plyne z dlouhodobého zajmu
o vzdélavani mimoiradné nadanych zéki, kterym se zabyvam také v rdmci
mé diserta¢ni prace. Pfed tim, nez za¢nu zpracovavat svij hlavni vy-
zkum, jsem zacala mapovat situaci a predevsim to, jaky na to maji po-
hled strany zucastnéné ve vzdélavacim procesu. Je nutno zminit, ze po-
hledem samotnych zakt a tim, jaké je jejich sebepojeti vzhledem k tomu,
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Ze jsou oznacovéani jako nadani, jsem se zabyvala zatim pouze okrajové.

Vysledky jednotlivych ¢asti budou uvedeny jen struéné, jelikoz se
jedna o shrnuti nékolika praci a také mych dalsich otazek, které v na-
vaznosti na toto srovnani vznikly.

Nejprve predstavim dotaznik, ktery putoval mezi uciteli v roce 2021 a
ktery mél za cil zjistit, jak ucitelé vnimaji pojem ,nadany zak“. Ucitelé
také dostali moznost se vyjadrit ke stavajici situaci. Dale bude pfedsta-
ven dotaznik, ktery byl rozeslan uéitelim a rodi¢im zékia s dvoji vy-
jimec¢nosti (tj. zakim nadanym, ktefi maji zaroveh pridruZenou i dalsi
diagnozu).

Dalsim bodem prispévku je predstaveni mé vlastni praxe s tifidou
mimofadné nadanych zaki a v zavéru priblizim mé zaméry do budoucna
a také uvahy, které pro mé ze srovnani vsech vysledki vyplyvaji.

2. Dotaznik pro ucitele

Tento dotaznik byl rozsifen mezi uéitele v roce 2021 pomoci faceboo-
kovych skupin, které jsou uréeny k setkavani uciteli, a zucastnilo se ho
60 ucitelu. Dotaznik, jeho metodologie a vysledky byly blize pfiblizeny
v [3] a byl inspirovan publikacemi [5, 2]. Jeho cilem bylo zjistit, zda
se ucitelé kloni k vykonové koncepci nadani, a ocekavaji tedy zaky s vy-
bornymi studijnimi vysledky, ktefi budou podévat nadprimérné vykony.
Jako vyzkumny nastroj byla pouzita analyza metafor. Ucitelé méli do-
konéit vétu ,Nadany zak je jako...“. Dotaznik dale obsahoval nékolik
otéazek, kde ucitelé mohli vyjadrit své zkuSenosti.

Vysledky se do velké miry shodovaly s t&mi od [5]. VétSina dotazo-
vanych se priklonila k vykonové koncepci nadani a jejich metafory se
priklanély k predstavé zaka pracovitého a zaka s vynikajicimi studijnimi
vysledky. Nicméné se jako limitujici projevil samotny vyzkumny nastroj.
Utitelé casto vyjadrili své mys8lenky jinak nez metaforou a tyto odpovédi
tedy nebylo mozné zafadit do koneénych vysledkt. Ucitelé v tomto do-
tazniku méli také shrnout, zda je podle nich podpora nadanych zaku ve
Skoléch dostatecné a dale uvést své myslenky, co by mohlo situaci zlepsit
(obr. 1).

Dalsim piekvapivym vysledkem bylo, ze 74 % dotazovanych ucitela
neabsolvovalo zadny vzdélavaci kurz zaméfeny na vzdélavani nadanych
a jen Cast uciteld se setkala s timto tématem na vysoké skole (obr. 2).
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UCITEL
Co by podle vas mohlo situaci zlepsit?

., Lepsi p¥iprava uéitelit.

,, Vérsi nabidka riiznorodych, voiné pfistupnych tikoli.

., Obeznamenost a odvaha pfistupovat k nadanym (nebo lépe ke vSem) s respektem, naslouchat jim,
podporit je ve snaze navazovat vztahy, umoznit, aby byly samy sebou... Netlacit do Skatulek, moc
jim to Skodi.“

\ Myslim, %e z4sadni problém je ve skutecnosti, 2e mélokteré dité je "jen nadané”. Casto se k tomu
pridruZuji néjaké problémy (ADHD, dysporuchy aj.) a vétSina kol je zaméfena spise
odstraiiovdni poruch a na podporu nadani potom uZ neni ¢as a prostor (napf. mij mimoradné
nadany syn s ADHD a dvsgrafii je takovy priklad, ve treti tiidé s nim stale iesi tvary psacich
pismen a éarky nad samohlaskami, ale nadani nemiize uplainit.)

nAsistent!

Obr. 1: Co by mohlo zlepsit situaci (nazory uciteli)

m Ano, na Vs
H Ano, mimo V3 (
W Ne

Obr. 2: Absolvoval/a jste nékdy kurz zaméfeny na vzdélavani nadanych?

Na zakladé vysledku tohoto dotazniku vznikl mij dalsi zajem, ktery
se tykal predevsim zaku s dvoji vyjimecnosti. Pokladala jsem si otézku,
zda jsou ucitelé schopni vidét nadani i u zaka, ktery se neprojevuje nad-
prumeérné ve vsech oblastech.



3. Zaci s dvoji vyjimecnosti

V roce 2022 jsem oslovila rodice a ucitele nadanych zakt s dvoji vyji-
mecnosti opét pomoci dotazniku, ktery jsem rozsitila pomoci facebooko-
vych skupin. Vysledky tohoto dotazniku byly podrobnéji prezentovany
na konferenci ICERI 2022.

3.1. Ucitelé

Navratnost obou dotaznikt byla opravdu velmi nizkd (ztcastnilo se
pouze 7 uéiteltt). Cilem tohoto dotazniku bylo ziskat informace od uci-
teld, jaké zptsoby prace se jim s touto skupinou déti osvédéily (v zavis-
losti na diagnoze, kterou mély déti k nadani pfidruZzenou). Nasledujici
tab. 1 zobrazuje nékteré vyroky uéitela.

Dyslexie, dysgrafie, problémy s .Jeho grafomotorika, vyfesili jsme doporufenim poradny, pife dle
grafol potfeby na pofitadi.™

Dyslexie, dysgrafie _ZaElenit ho do skupinové price. Zaméstnat ho roziifujicimi ulohami
ale neni ¢as dat zpétnou vazbu k jejich fefeni ZlepZeni by pomohla
domluva, co bude 2ak délat, kdyZ ma hotovo.”

_Po nastaveni pravidel, bodovaciho systému, odmén a "tresti”. nasazeni
zvykaéky pro odvedeni tenze, vie funguje. Pomaha asistent pedagopa.

Aspergeruv syndrom _Jako zaéinajici uéitel jsem velmi ocenila rizné publikace tykajici se
déti s AS, dokonalou spoluprici rodiéti a zkuSenost: kolegyii ze £koly.
Zpocatku bylo naroéné pro néj najit nahradni program, plynule éetl a
psal tiskace

Tab. 1: Co se vam osvéd¢ilo pfi praci s zdkem s dvoji vyjimecnosti?

3.2 Rodice

Jelikoz jsem chtéla na problém nahlédnout ze vSech thla pohledu,
oslovila jsem také rodic¢e zéku s dvoji vyjimecnosti. Jelikoz sleduji déni na
facebookovych skupinach, kde se vyjadfuje vétsi mnozstvi rodi¢t pravé
téchto déti, mohla jsem si pov§imnout, Zze mezi nimi panuje zna¢né nespo-
kojenost s tim, jak 8koly s jejich ditétem pracuji. Tento dotaznik nemohl
tento predpoklad potvrdit, jelikoz jeho navratnost byla opét velmi nizka
(zuastnilo se 17 rodi¢i) a mohl tedy poslouzit pouze jako podklad pro
mé dalsi otazky a sméfovani vyzkumu. Jako nejdulezitéjsi bod vysledki
zde uvadim nézory rodi¢t na to, co jejich détem s dvoji vyjimeénosti ve
gkole chybi a jak by se situace mohla zlepsit. Jelikoz se nékteré odpovédi

47



opakovaly, rozhodla jsem se zachytit také jejich Cetnost. Nékteré tidaje
jsou v tab. 2.

Co podle Vaseho nazoru Vase dité ve skole postrada? Jak by se mohla situace zlepsit?

Zohlednéni specifik pfi hodnoceni

Tab. 2: Co podle vaseho nézoru vase dité ve Skole postrada? Jak by se mohla
situace zlepsit?

4. Ja jako ucitel

Jelikoz sama vyucuji skupinu nadanych zaki, rozhodla jsem se pre-
zentovat také své tipy do vyuky, které se mi pfi préaci s témito zéky
osvédcily. Vyuka je organizovana tak, ze zaci jsou Castecné segregovani
na pfedméty matematika a Cesky jazyk a na zbylé pfedméty navstévuji
béznou tfidu. V nasledujici ¢asti uvadim zpusoby, které sama pouzivam
k obohacovani vyuky v této skupiné.

V prvni fadé je to vyuziti témat, kterd jsou pro zaky zajimava —
vesmir, biologie, historie apod. Tato témata se daji zafadit jak do hodin
matematiky, tak do hodin ¢eského jazyka. Déale je vhodné nechat Zzaky
vymyslet tlohy pro ostatni, ale je tfeba s nimi dale pracovat. To, Ze
ostatni spoluzaci dostanou moznost je vyfesit, je pro né motivaci pro
dalsi tvorbu. Tvorbu vlastnich tloh lze zafadit pravé do prace s vyse
zminénymi tématy.

Nabizim zaktim moznost volby v dalsich ¢innostech. Navazujici prace
by pro zédky neméla byt ,trestem® za to, Ze dokazi pracovat rychleji.
Proto pripravuji nékolik moznosti, ¢emu se mohou vénovat. Je vhodné
se také zamyslet nad tim, aby méli Zaci moznost volit tkoly, které bu-
dou vyzvou a nikoliv jen dalsi dkoly stejné obtiznosti. Také by méli mit
moznost vyuzit svou kreativitu, ktera se u této skupiny zakt projevuje
vyrazneé.

Také se mi osvédcilo stanovovat jasné kritéria hodnoceni a vénovat
zvlastni pozornost tomu, aby zaci dokézali hodnotit svou vlastni praci
(tvorba vlastniho portfolia).
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5. Sebepojeti nadanych déti

Okrajové jsem se zabyvala sebepojetim nadanych zaka. Tato ¢ast pro-
bihala formou volného skupinového rozhovoru, kdy jsem se déti ptala,
kdo je podle nich nadané dité/nadany Zak. Jejich odpovédi nejcastéji
vyjadfovaly to, Ze by to mél byt n€kdo, komu jde néco lépe nez ostat-
nim, je Sikovnéjsi, rychlejsi... To mé& dovedlo k dalsim otazkam, do jaké
miry oznaceni zéka jako nadaného ovliviiuje to, jak vnima sam sebe a
také ostatni déti, které tuto diagnostiku nemaji. Pro dalsi ilustraci bych
rada také uvedla vyrok jednoho zaka: , KdyZ tohle neumim vypocitat,
asi bych nemél byt nadany. .. “ I tato situace dale ilustruje, Ze toto ozna-
¢eni miize pro déti znamenat také tlak ze strany ostatnich i sebe samého,
jelikoz maji potifebu podavat jen vyborné vykony.

6. Zavér

Cilem pfispévku bylo shrnout poznatky z nékolika zdroju, které se mi
podafilo v poslednich letech ziskat. Tyto mé kroky mély vést k tomu,
abych zjistila, s jakymi potizemi se potykaji ucitelé nadanych zaki, ro-
dic¢e a také samotni zaci.

Koneéné srovnani téchto vysledkii pro mé prinasi dalsi otazky pro miyj
dalsi vyzkum, kterymi se budu zabyvat. Pohled ucitelti ve mné vyvolava
otazku, zda jsou ucitelé schopni identifikovat nadaného zédka i pokud
se neprojevuje na prvni pohled tGspésné ve vSech studijnich oblastech.
Dalsim tématem, kterym se chci blize zabyvat, je sebepojeti nadanych
déti a jak by se s timto tématem dalo dale pracovat v praxi.

Dle mého nazoru by se situace mohla zlepsit tim, ze bude téma vzdé-
lavani nadanych zaku vice zaclenéno do profesni pripravy uditeli, kteri
by méli byt schopni nadaného zéka ve své t¥idé identifikovat a také mu
poskytnout odpovidajici podporu.
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Herni strategie u nadprumérnych déti ve véku 5-6,6 roku
v komparaci se strategiemi u ucitelii materskych a
zakladnich skol

Michaela Kaslové, PedF UK, Praha

ABSTRAKT. Ne kaZdd didaktickd situace dokdZe odhalit nadprimérné dité
v matematice tak, abychom diky tomu u ného mohli rozvijet talent. Hry s pra-
vidly (at jiz solitéry, nebo pdrové ¢ skupinové) patii k aktivitdm, kde se dité
vétsinou vice otevie. Pri pozorném sledovdni jeho reakci béhem opakovdni téZe
hry lze u ného sledovat uplatnéni Fady schopnosti, které jsou pro rozvoj mate-
matického myslent vyznamné. Klademe si otdzku, zda jsou na takovou situaci
pFipraveni ucitelé.

1. Uvod

Snaha o t¥idéni her ukazala, Ze hry nelze korektné t¥idit, protoze stéle
nachazime takové hry, které z rtiznych diivodi mizeme oznacit jako hry
spadajici do pruniku charakterizovanych mnozin. Které hry ndm mohou
odhalit nadprumérné dité? Zde bude zélezet i na typu nadprimérného
ditéte (viz [1]) i na zpisobu, jakym je hra uvedena zejména tehdy, jde-li
o dité ve véku 5 az 7 let. Jsou déti/zaci, ktefi/které nejsou zalozenim
soutézivi, a tak je soutézivé hry nelakaji, ale ve hrach typu solitér nebo
ve hie skupin se citi dobre.

Praxe ukézala, ze i nékteré pohybové hry mohou odhalit schopnosti
ditéte—hrace tvorit rychleji nez ostatni strategie sméfujici k ocekavanému
vysledku (napf. dostat/nedostat babu). Sledované predskolni déti, které
rychle a Gspé$né vyvinuly takové strategie v rtiznych pohybovych hréach,
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se ve vétsing (8 z 10 diagnostikovanych poradnou jako nadprimérné)
ukazaly ve vys$im véku jako nadprimérné v oblasti dynamické prosto-
rové orientace, predstavivosti nezavisle na velikosti zpracovavaného pro-
storu a predvidani, dokonce k tvorbé taktiky zavisle na slozeni kolektivu
(napf. HN, MS, TP maji jiz absolvovanu VS prirodovédné zamé&fenou).
Uspésnost ve hie pii takovém chovani nezavisela tedy nutné na jejich
fyzické kondici. Uvedené schopnosti se u nich dale ve skole rozvijely, Zaci
je snadno uplatiiovali v prirodovédnych predmétech po celou dochazku
do ZS. Z pozorovani jedincit v jedné hie viak nelze odvozovat potencial
pro rozvoj v matematice, je dilezité pozorovani déti predskolniho nebo
raného 8kolnitho véku i v jinych typech her, jako jsou napt. stolni hry,
nebo rébusy Fesitelné manipulaci. Vyjdéme tedy z toho, Ze hry s pravidly
mohou do jisté miry uciteli pomoci odhalovat nadprimérnost déti.

2. Hry s pravidly v materské Skole

Vyuzivaji 8koly takovych moznosti k tvorbé hypotéz o nadpriamér-
nosti déti tak, aby je pak dale provérovaly? Praxe ukazala, Ze ne vSechny
sledované matefské Skoly maji zaclenény stolni hry véetné karetnich do
SVP; jsou matetské skoly, kde dokonce ani takové hry nemaji, nebo maji
(dominuji: élovéée, nezlob se; Domino; Pexeso; Cerny Petr), ale nepou-
zivaji je. Argumenty ucitelek mateiskych 8kol: ,je to drahé, déti si s tim
nehraji“, ,musela bych u toho byt“ a podobné.

Na druhé strané jsou matetskeé skoly (predevsim ty, co funguji jako fa-
kultni, nebo byly zapojeny do projektu SC1), které maji vice nez 20 rtiz-
nych stolnich her s pravidly. Dotaznikova Setfeni, semidirektivni roz-
hovory odhalily, Ze ne vzdy je pro ucitele snadné si uvédomit, co vse
takové hry rozvijeji, ze kazda z her soucasné vytvari bohaté zkuSenosti
vyznamné i pro skolni matematiku.

Stolni hry s pravidly rozvijeji dité jak po strance emoc¢né socialni, tak
intelektové, pomineme-li rozvoj v oblasti jemné motoriky. Vétsina her
vyzaduje kooperaci riznych schopnosti (koncentrace, orientace v roving,
pamét, porovnavani, t¥idéni, racionalni hodnoceni situaci, predvidani,
vétvené uvazovani, ... ), nuti pojmout pravidla jako logickou strukturu.
Skoleni u¢iteli zaméFené na hry u déti zminéné vékové skupiny prokazalo,
7e je pro né obtizné provadét hlubsi analyzu her, respektive premyslet
hloubéji o vlivu stolnich her na dité. Nen{ ani snadné pro tyto ucitele
pri hi'e pozorovat dité tak, aby se u ného zaméfili na specifickou skupinu

vvvvvv
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se zpravidla zaméruji na pohybové dovednosti, bezpeénost a socializaci
ditéte. Schopnosti spojené s pre-matematikou ucitelé v praxi vnimaji
spiSe nahodile, nesystematicky.

3. Hry s pravidly na zakladni Skole

Stolni hry jsou vyrazné vice nez ve vyuce pouzivany ve Skolnich dru-
zinach, jsou k volnému vybéru, ale cilené se s nimi nepracuje, pokud
nenf na ZS krouzek. Diplomovéa préce jedné ze studentek PedF ukazala,
jak cilena préace s ur¢itym typem stolnich her ve gkolni druziné pozitivné
ovliviiuje proces uceni v matematice. Hry v hodinadch matematiky jsou
u vékové skupiny do 7 let redukovany na relativné primitivni a ¢asto
nespravedlivé hry, jako napf. matematicky krél; hry mivaji povahu tré-
ninku v hbitosti vypoctu. Presnéji feCeno, hrou jsou ¢asto oznacovany
vypocCty s oporou o nestandardni materil, jako jsou napf. karticky.

4. Priprava budoucich ucitela

Klademe-li si otazku, jak toto zménit, musime zacit jiz v praci se stu-
denty. Zaméfila jsem se na tii skupiny studentii: a) studenti predskolni
pedagogiky, ulitelstvi pro materské skoly (Didaktika PMG s exkurzi);
b) studenti ucitelstvi pro 1. st. ZS (pfedméty: Hry v matematice; pro-
hlubujici modul Dité a matematika); c) studenti Erasmu, ktefi se chté&ji
vénovat praci s détmi ve véku 5-10 let (Games in Primary school mathe-
matics).

5. Obsah studia u sledovanych studenti

Teoreticky by studenti univerzitniho programu méli byt schopni roz-
vijet nadpriimérné déti (talenty) jiz od pfedskolniho v&ku; program stu-
dia obsahuje témata: Hry s pravidly (stolni, spolefenské i pohybové,
prace s moznostmi, komparace, uvazovani, usuzovani, predvidani, prvky
pravdépodobnosti, rozvoj kombinaénich schopnosti a orientace v roving,
prostorova predstavivost apod. VSichni sledovani ¢esti studenti maji za
sebou kurzy z vyvojové a kognitivni psychologie.

6. Strucna charakteristika ditéte ve véku 5-6,6 roku

~~~~~~

v daném misté. Pokud predskolni déti zobechuji, pak i z jediné zku-
Senosti; opiraji se i o nepodstatné, avSak napadné ¢i libivé jevy, situaci
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nahlizeji Casto skrze emoce a pouze ze svého thlu pohledu. Pokud nebyly
na vyhru/prohru p¥ipravovany jiz difve, kdy je kolem 3—4 roku pfijimaji
relativné snadno, pak kolem vstupu do Skoly se méni a sleduji vliv pro-
hry/vyhry na postaveni v societd. Postoj se miize ménit, pokud sleduji
s dospélym proménlivost zakoncéeni hry pfi jejim opakovani v kratkém
¢asovém tuseku, ¢i registruji prvky pravdépodobnosti ve hfe.
Nadpriumérné dité stejné v€kové skupiny je schopné tfidit v pred-
stavé bez hlasitého komentéate, ukladat do paméti zkuSenosti, ty si vy-
bavovat, porovnavat, sledovat situace pod riznymi thly pohledu, hledat
podstatné jevy, zobeciiovat a své zobecnéni piipadné korigovat.

7. Vyzkumné otazky

1) V Cem se lisi ,,vitézné* strategie studentti a nadpriamérnych déti?

2) Jaké procento studentt objevi vitéznou strategii po stejném poétu
opakovani hry jako nadpramérné déti, pripadné diive?

Sledovani vybranych jevi a evidence (2017-2021) v situacich ode-
hravajicich se dle scénéfe: a) pro déti nova hra s pravidly — vysvétleni
pravidel technikou avod a otevfen4 hra s komentafem; b) opakovani hry
4—6krat, hraji spolu jen déti 56,6 roku; c¢) rozbor zkuSenosti; d) hra
jednotliveid s dospélym.

Sledované jevy: ¢as, vahani, nejistota, dotazy, samomluva, gestikulace,
postup, vyhra/prohra, reakce na vysledek, komentafr protihrace, gesta,
korekce, tvorba strategie, uziti taktiky.

Vzorek: heterogenni skupiny po 4-6 détech, vék 5-6 let.

Metodologie: kvalitativni vyzkum.

Podminky: u stolu, dopoledne, bez pfitomnosti ucitelky.

Prostfedi: a) zndmé, b) neznamé.

Vybrané hry: Domino (pokud je déti neznaly); Goblici — jedlici;
NIM 10 1//2 (varianta pro mateiské skoly, Kaslova) — hru zahajujeme
s 10 objekty na stole, z hromadky stfidavé odebirdme objekty v poctu
bud jednoho, nebo dvou, vitézi ten, ktery odebere posledni objekt(y)
z hromadky:.

8. Charakteristika her

Vsechny hry umoziiuji pouzit uvazovani, predvidani, praci s Cislem,
pamét, zobechovani. Vechny hry umoziuji vznik strategie (ne nutné op-
timélni) a taktiky. Prvni dvé vyZzaduji orientaci v roving/prostoru, t¥eti
hra je zaloZena na predstavé redukce vychoziho poc¢tu objekti, strategie
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stoji na schopnosti odvijet hru od posledniho kroku smérem proti toku
casu.

Strategii chapu takovou volbu krokt plynoucich pouze z logické struk-
tury pravidel, které v jakémkoli opakovani hry redukuji pravdépodobnost
prohry. Taktikou chapu takova rozhodnuti, které jsou zavisla na chovani
protihraci, respektive na jejich opakovanych reakcich na stejné podnéty
bez poruseni pravidel. Stoji na dobrych pozorovacich schopnostech cho-
vani protihraci/spoluhra¢a v zavislosti na ménicim se/opakujicim se si-
tua¢nim kontextu.

Zadna z her nenf absolutng spravedlivi, proto se pifi opakovani hry
hraci st¥idaji v zahajovani. Obzvlast u predskolnich déti je obtizné vy-
mezit pojem spravedliva hra, protoze by to bylo mozné, jen pokud by
déti byly navic na srovnatelné drovni vgvoje intelektu a mély piiblizné
stejnou herni zkuSenost, i kdyz u predskolnich déti navic zéalezi i na mo-
mentalnim emo¢nim stavu a biorytmu (kolisa koncentrace béhem dne).
Spravedlivou hru u déti nelze vymezit bez ohledu na hréace jen z analyzy
pravidel.

Otéazku spravedlivosti hry jsou nékteré déti schopné odhalit jiz v 5 le-
tech po prvni he nejen u téchto tif her, jako napt.: ,,Je lepsi zacit.“ (Go-
blici); ,,Chei za¢inat!“ ,,Druh& nebudu!“ (NIM 10, Blokus); ,,Je to jedno,
stejnd nevim, co dostanu.” ,Budu déavat naposled.” (Tantrix; Bodovany
Tantrix MKa); ,,S ni hrat nebudu, je chytra.“ ,Nechci hrat, vzdycky (é)
vyhraje a to neni spravedlivé.“ (NIM 10); ,,Budu hrat jen s M, protoze
pak vyhraju a chci zacit.“ , KdyZ neza¢nu, obsadi mi stied a to nechci.*
(Domino, Goblici).

9. Projevy nadpramérnych déti a studenti ve hi‘e Domino

Nadprimérné déti nereaguji rychle, zvazuji moznosti ve dvou rovi-
nach: kam prilozit a co k pfilozeni vybrat z toho, co maji k dispozici;
chapou vyznam vyhodnéjsich rozhodnuti jak aktualné, tak s vyhledem
do budoucna (aspoii pfisti kolo); dokdzou odhadovat kameny soupefe.
Nemaji problém s natoc¢enim obréazku/konfigurace; relativné rychle od-
halujf silu soupefe.

Studenti zhruba z poloviny neuvazuji v krocich dopfedu; pokud hru
neznaji, po dvou hrach vétsina odhaluje vyhodu zbavit se kamene ,,dvoj-
¢e* co nejrychleji. Studenti chapou, Zze pokud maji ptilozit k jednomu
z konct ,hada® (jde-li o dva razné obrazky/konfigurace), pak je vhodné
prilozit k tomu konci, ke kterému maji mezi svymi kameny obrazek vic-
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krat. Druhy obrazek na svych kamenech pii rozhodovani neposuzuji (az
na 2 z 85).

10. Projevy nadpriamérnych déti a studenti ve hie Goblici—jedlici

Vsichni hra¢i (déti i studenti) registruji béhem prv-
nich dvou her vyznam centralniho pole, nékteri jen in- RIB|R
tuitivné (coz lze vyloZit i jako archetypélni jednani pro | B | C | B
ovladnuti prostoru). V prvni hie pievladaji emoce a jsou RIBI|R
zde hlavni tendence zakryt protihracovu figuru svoji vic
nez pfemyslet nad kompozici trojice svych figur.

Nadprimérné déti v prib&hu opakovani hru zpomaluji, po dvou az
tfech hrach rozlisuji role hracich poli (C — centralni, R — rohové, B —
boéni), coZ oznacuji kazdy svym jazykem a hodnoti jejich vyhody ve
strategii, kterou nepovazuji dokonce za kone¢nou, optimalni. Prvni své
strategie v pribéhu opakovani hry modifikuji. Stépén: »Zélezi, kam a
co da (protihrac).“ Chapou proménlivost situaci, dva se snaZzi i pocitat
moznosti. Porovnavaji moznosti své i protihrace v predstavé. Opiraji se
o pamét. Tvori napied situace, ve kterych protihra¢ neméa volbu vhod-
ného tahu. Vice se jim dafi ve znaAmém prostiedi, pokud je ovSem nesle-
duje jejich ucitelka ,ostfizim* zrakem (socialné emocni tlak). V této hie
se objevila i taktika v pripadé, Ze hral nadprimérny hra¢ s primérnym
¢i slabsim hra¢em. Jara: ,Filip dava nejdiiv samy velky (figury) a ja
ho nalakal, pak uz mé nemohl zakryt.“ Patrik: ,/To je lehky, voni délaj
(sestavuji) tu trojici pofad do Fadku.“ Stacilo tedy uvazovat o sestaveni
trojice Sikmo nebo ve sloupci, coz je pro bézné predskolni déti méné
obvyklé.

Studenti hodnotili v reflexi vlastni neschopnost objevit strategii, hlavni
dtvod uvadéli nizkou koncentraci, uc¢ast emoci. Néktefi kromé obsazeni
pole C Zadnou strategii neméli. Nékteii ji hledali az po Sestém opako-
vani, pri¢emz jen 25 z 82 svoji prvni strategii modifikovalo. To nezna-
mend, ze modifikace sméfovala k optimalizaci. Dvé studentky objevily
podobnost s hrou Mlyn. Taktika se objevila u 4 studentt, i kdyz styl hry
u dalsich hrac¢a tvorbu taktiky umozioval. Hlavni motivaci pro opako-
vani hry byla v jejich argumentech zabava. Pozorovani tahu protihrace
¢i sledovani jinych dvojic povazovali za obtizné ¢ nezvyklé. Jen nékteri
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pokud sami pravé nehrali a byli v roli pozorovatele. Nicméné se jim hra
libila a nésledujici lekce vyzadovali jeji opakovani podobné jako déti.
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Sledujeme-li hru z pohledu wZzitych figur (V — velkd, S — stfedni,
M — mald), védoma préace s jejich velikosti a doprovazena argumentaci
je z pohledu proporce mezi témi, ktefi roli registruji a ktefi ne, stejna
u déti jako u studenttd. Vypovédi k figufe V jsou: ,,ma vyhody, Zze muze
kryt S a nic ji nemtze zakryt“, ,mé nevyhodu, Ze zménou své pozice
na plofe muze odkryt schovanou protivnikovu figuru®, ,nemuze zakryt
protivnikovu figuru M“. Pfi hodnoceni figur bez ohledu na vék je zmifio-
véna bud jen vyhodnost, nebo nevyhodnost dané figury. Podobné je to
ve vyhodnocovani figur, které ma/maji zbyvajici protihrac/i k dispozici.

11. Projevy nadprumérnych déti a studentu ve hie NIM 10 1//2

Vsechny sledované ptedskolni déti po 4 hrach chipou aspon intui-
tivné vyznam ¢&isla 3 ve hie, avSak ne vzdy si uvédomuji, kdy je to pro
né (ne)vyhodné: zda ponechat protihradi tii objekty, nebo mit k dispozici
odbér ze t¥{ objektt. Oproti tomu nadprimérné déti (8 z 82 sledovanych
déti) tento problém nemaji, navic odkryvaji od konce vyznam ¢&isla 5
(moZna i vyssiho &isla) a uméji ho popsat. Rovnou kli¢ovych 7 odkryvaji
2 z nich. Nejpozdéji po Sesti hrach vitézi se slabsimi témér vzdy, s talenty
¢i dospélym vzdy, jen pokud zacinaji. Také vyhodu zacit ventiluji nahlas
(vSech 8). V zavérecné diskusi po ukondent her se objevuje u nadpramér-
nych déti hypotéza, Ze ,,moznéa bude dilezité i sedm* (Stép&’m, Lenka,
Otik v cizim prostiedi, Patrik, Martina, Jara, Tom, Jana v prostiedi
MS) s pokusem to vyzkousSet. Jsou silné motivovani vyhrat v momenté,
kdy objevi, Ze to mohou ovlivnit pFfemyslenim.

Studenti v mirné nadpolovi¢ni vétsiné reagovali jako bézné pfedskolni
déti, projevovali radost ze hry, ale neméli se prilis k objevovani strategie.
modelovat samostatné bez hry se soupefem. Celkové se projevovala obava
z opakované prohry, pokud hru nechéapali jako odlehéeni, zabavu, néco
nezavazného. Po 4 hrach hodnotili hru: a) kli¢oveé jsou 3 (5 z 10, 21 z 65);
b) klicové je 5 (4 z 10, 8 z 65); ¢) klicové je 7 (1 z 10, 3 z 65); vyhodné
je byt prvni (6 z 10, 27 z 65).

12. Hry v jednotlivych kurzech

V predmétu Didaktika s exkurzi se objevily hlavni proudy pfi hi‘e stu-
dentd s détmi: 1) nahrévat jim, délat nevyhodné kroky, aby dité nepro-
hralo, pokud si vyhodnost uvédomili; 2) radit détem i ve sviij neprospéch;
3) celkova tendence: hrat s détmi hu¥, nez hraji se spoluzéky s argumen-

56



tem, aby se na né€ déti nezlobily, aby byly déti pii hie spokojené. V praxi
je udivilo, Ze to nadprimérné déti chapou jako podvod, pro jednoho do-
slovné ztratila hra se studentkou smysl a tvrdil, Ze ho to takhle nebavi,
kdyz ,,ona hraje blbé&*“. Pro tuto skupinu studenti bylo obtizné hodnotit
hru jako sled rozhodovéni, kroki, které maji vyhody a nevyhody a ty si
uvédomovat a uvazovat nad nimi. Pokud dospéli k zobecnéni, neméli vét-
Sinou problém pfevadét zavéry do détské fedi, zpravidla kombinovanym
komunika¢nim koédem.

Utitelé prvniho stupné ZS se citili jistym zpusobem zaskoceni vzta-
hem her a matematiky. Své pokusy o tvorbu strategii nejvice zakryvali.
Hru pfenéaseli do svého mimostudijniho ¢asu mimo vyuku v kurzu. Dil¢i
zobecnéni a popisy strategii, piipadné taktiky zavisely vice na osobnosti
studenta (nebat se pfijit s navrhem) neZ na jeho dosavadnich tispésich
v kurzech matematiky.

V predmétu Games in Mathematics se délili studenti do dvou sku-
pin, jedni ,hrali za sebe“ pro zabavu, pro vyhru, druzi se vcitovali do
déti. Chybél profesni pfistup. Byla zde nizsi schopnost provadét analyzu
hry a priori. V zavéretnych reflexich se zde objevovala nejsilnéjsi ten-
dence nalézt vhodnou strategii, avSak chybély nastroje k argumentaci
(nejen matematicko-logické) a k popisu, i kdyZ stacilo pouziti détského
jazyka. Ze vSech tii sledovanych skupin jim nejvice chybéla kognitivni
psychologie.

13. Zavéry

Budouci ucitelé materskych gkol a 1. st. 7S, jak na8i, tak zahraniéni,
maji relativné malé zkuSenosti s hrami, jejich hra¢ska zkuSenost se v né-
kterych pripadech blizi détské zkuSenosti, nebo studenti netusi, Ze néjaké
strategie a taktiky lze pouzivat. Hru berou jako zabavu, jako vnéjsi mo-
tivacni néastroj. Nejsou zvykli hry charakterizovat, analyzovat jak u jed-
notlivych hraca, tak v obecné roviné, tudiz je pro né v soucasné dobé
pouziti her ve vyuce na relativné povrchni Grovni. Pokud si nékdo z nich
uvédomoval, co dana hra rozviji, pak mél tendenci hru zaradit do vyuky
bez opakovani, coz nemuze piinést o¢ekavany efekt. Vsichni byli prekva-
peni, jak lze vyuzit her nejen pro hrubou identifikaci nadprimérného
zéka, ale i pro dil¢i diagnostiku (napf. uziti uvazovani, orientace v ro-
ving). Pokud hledali vztahy hry k matematice, orientovali se na pfirozené
¢islo, ¢i ,,geometrické tvary“. Objeveni souvislosti s logikou zaviselo na
kurzech, které absolvovali pfed kurzem zaméfenym na hry.
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Pokud chceme, aby zafazovani stolnich her s pravidly ovliviiovalo
rozvoj schopnosti ditéte/zéka, pripadné prohlubovalo vybrané pojmy
(Goblici—jedlici: ¢islo v roli po¢tu je nezavislé na barvé a natoeni a
velikosti jeho modelu), pak je nutné se zabyvat hrami z tohoto pohledu
alespon ve volitelnych kurzech. Praxe ukazala, Ze béhem semestru se po-
stoj studentii ke hram méni, pokud se nauc¢i hry analyzovat a pokud se
zbav{ strachu s détmi prohrét. PriibéZzné oslabovala tendence déti podce-
novat diky pfimému kontaktu s détmi (coz v LS 2019/20 nebylo mozné).
Prace s détmi za pritomnosti vyucujictho vede i k tomu, Ze puvodni
piekvapeni studentii z inteligentnich reakci déti (v materské skole ¢i na
pocatku skolni dochazky) prechazi v novy postoj, ofekavani ¢i dokonce
vyhledavani takovych reakci.
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Tvorba pythagorejskych trojic

Ladislav Kocanda, Veseli nad Luznici
Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. Cldnek predstavuje metodu, kterou lze vytvdret pythagorejské tro-
jice, tj. trojice, které Fesi rovnici x> + y> = 2% v oboru pFirozenych cisel.

1. Uvod

Hlavnim cilem ¢lanku je prezentovat jedno pravidlo, jakym se daji hle-
dat pythagorejské trojice prirozenych ¢isel. Jde o méné znamou metodu
hledani takovych trojic.

Clanek vyuziva nékterych zavert uvedenych v ¢lancich [ s. 53-62],
12 3].
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2. Pocatecni podminky pro ciselné trojice

V nésledujicim textu budeme uvazovat usporadané trojice [z, y, z] pfi-
rozenych ¢isel, pro néz plati x < y < z a jejichz nejvétsi spolecny délitel
je roven 1, tj. ged(x,y,2) = 1.

3. Rozklad ciselné trojice na soucet
Definice 1. RozloZit usporadanou trojici [x,y, 2], < y < z, na soucet
znamena:

a) urcit vzdalenost d tietiho €lenu trojice od ¢lenu druhého, tj.

d=z- Y,
b) urcit vzdalenost v tietiho ¢lenu trojice od ¢lenu prvniho, tj.
v=2z—,

¢) urdit vzdalenost p sou¢tu prvniho a druhého ¢lenu od ¢lenu tfetiho,
th.p=ax+4+y—z.
Rozlozen4 trojice na soucet ma tedy tvar x = p+d, y = p + v,
z=p+d+wv.
Piiklad 1. Napf. pro trojici [4,8,11] jed=11-8=3,v=11—-4 =17,
p =4+ 8 — 11 = 1. Takze zadana trojice je rozlozené na soucet takto:
r=14+3, y=14+7, 2=14+3417.

4. Primitivni Ciselné trojice
Definice 2. Trojici [z,y, 2], kde ged(z,y, z) = 1, nazyvame primitivni
¢iselnd trojice, pravé kdyz
. r+y—=z
ged(z,x +y —2) - ged(y, z +y — 2)

Piiklad 2. Pro trojici [4,8,11] z piikladu 1 plati
— 44+8—-11 _ 1 1
ged(4,4+8—11) - ged(8,4+8 —11)  ged(4,1) - ged(8,1) ’
takze tato trojice je primitivni.
Pro trojici [4, 12, 14] plati
b 44+12—-14
ged(4,4+ 12 — 14) - ged(12,4 + 12 — 14)

2 1

T ged(4,2) - ged(12,2) 2

takZe tato trojice neni primitivni.
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5. Ciselné trojice v rovnici 22 + 32 = 22
Véta 1. Necht [x,y,z] je trojice prirozengch cisel, kterd spliiuje pod-
minky x <y < z, ged(z,y,2) =1L, a=p+d,y=p+v, z=p+d+wv
a je Tesentm rovnice 2% + y? = z2. Pak plat{

a) z<z+y,

b) cislo z je liché,

c) d<w,

d) cisla d, v jsou nesoudélnd,

e) dislo p je sudé,

f) ¢éislo p miZeme psdt ve tvaru p = 2rs, kde r je libovolné liché éislo

a s je libovolné prirozené cislo a je ged(r,s) = 1.

Diikaz. a) Kdyby bylo v dané rovnici z > x + y, potom by bylo
222(x+y)2>x2+y2:z2,

coz vede ke sporu. Proto je z < z + y.

b) Kdyby bylo &islo z sudé, tak by diky nesoudélnosti ¢isel z, y, 2z
musela byt obé &isla x, y licha. Pak by v rovnici 22 +y? = 22 byla prava
strana délitelnd ¢tyifmi, kdezto leva strana by pii déleni ¢tyimi dévala
zbytek 2. A to je spor, proto musi byt ¢islo z liché.

c¢) Jelikoz uvazujeme x < y, tak jed =2z —y <z —x = v.

d) Predpokladejme, zZe ged(d,v) = u-t > 1, kde u je prvoéislo a t € N.
Pak u déli d a uw délf v. A pro rovnici z2 + 3% = 22 plati

(p+d+v)* = (p+v)® = (p+d)?* =0,
p? + d? + 0% + 2pd + 2pv + 2dv — p? — 2pv — 0% — p? — 2pd — d*> =0,
2dv — p? = 0.

Odsud je patrné, ze pfi d = ut; a v = uts je p = uts, kde t1, to, t3 € N.
Pak je ged(d,z) = ged(d,p + d) = ged(d,p) = uty > 1 (t4 € N), coz
znamena, ze u déli x. Podobné u déli y, coz odporuje nesoudélnosti ¢isel
x, y, z. Dosli jsme ke sporu s pfedpokladem, takze plati, ze dvojice d, v
je nesoudélna.

e) Dvé z &isel x, y, z v rovnici 2 +y? = 22 jsou lich4 a jedno je sudé.
Proto je ¢islo p = x + y — z sudé.

f) V odstavci d) jsme odvodili, ze p?> = 2dv. Jelikoz &islo p je sudé,
musi byt jedno z ¢isel d, v sudé, ale druhé musi byt liché, protoze tato
¢isla jsou nesoudélna. A kdyZ jsou ¢&isla d, v nesoudélna, musi jedno byt
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ve tvaru r2, kde r je liché &islo, a druhé ¢&islo musi byt ve tvaru 2s2, kde
s je libovolné pfirozené ¢islo a ged(r, s) = 1. Pak plati

p:\/QdU: \/2'T2'282:2T5.
2

Poznamka 1. Ciseln4 trojice [z, y, ], ktera splituje rovnici 2% +1? = 22,
se nazyva pythagorejskd trojice.

Ciselna trojice [z,y, 2], ktera splimje rovnici 22 + 5% = 22 a navic je
k =1 podle definice [2] se nazyvéa primitivni pythagorejskd trojice.

2

6. Generovani pythagorejskych trojic

V predchozim odstavei jsme vyslovili vétu [T} ktera je ve tvaru impli-
kace a fiké, ze kdyz vezmeme libovolnou pythagorejskou trojici, tak ji
dovedeme rozlozit na soucet, tj. existuji prislusna pfirozené ¢isla p, d, v,
z nichz jsou ¢isla v pythagorejské trojici slozena. Z dukazu véty [ je ale
vidét, ze je mozné vyslovit vétu opacnou.

Véta 2 (Generator 1). Necht r je liché pFirozené éislo a s je libovolné
prirozené cislo a je ged(r, s) = 1, pak cisla

x=2rs+r2, y:2rs+252, z=2rs+r? + 25>

tvoTi pythagorejskou trojici.
(Je-li r? < 28, jex <y < z < x+y, je-li 2s* < r?, pak si ¢isla x, y
vymeéni pozici.)

Diikaz. Dtkaz je vlastné zpétné cesta v dikazu véty
Véta 3. Pythagorejskd trojice
r=2rs+71%, y=2rs+2s>, z=2rs+r>+2s>
z predchozi véty[3 je primitivnd pythagorejskou trojici.
Diikaz. Tvrzeni véty je dokdzano rovnosti

b — r+y—=z .
ged(z, z +y — 2) - ged(y, x +y — 2)

_ 2rs 4+ 1?2 + 2rs + 2s% — 2rs — r? — 252 _2rs 1
 ged(2rs + 12, 2rs) - ged(2rs + 252, 2rs)  r-2s
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Poznamka 2. Vsechny pythagorejské trojice

= 2rs+r2, Yy = 2rs + 25,

jsou primitivni. Pak uZ je jednoduché doplnit v8echny pythagorejské tro-
jice, tedy ty, které nejsou primitivni. Napf. z primitivni trojice [3,4, 5]
se pak uZ jen pomoci nasobkl vytvareji trojice [4,6, 8] a také [9,12,15]

atd.

Nekolik primitivnich pythagorejskych trojic, které jsou generovany
zde uvedenym predpisem, je uvedeno v tab. 1. Z tabulky je napf. vidét,

ze Cislo z je liché.

2= 2rs + 12 + 25>

62

r s x=2rs+712 | y=2rs+2s% | 2 =2rs+r2 4 25>
1 1 3 4 5
1 2 ) 12 13
1 3 7 24 25
1 4 9 40 41
3 1 15 8 17
3 2 21 20 29
3 4 33 56 65
) 1 35 12 37
5 2 45 33 58
5 3 55 48 73
) 4 65 72 97
Tab. 1




7. Dalsi generatory pythagorejskych trojic
Generator 2. Dalsim a asi nejznaméjsim predpisem, pomoci néhoz lze
nagenerovat pythagorejné trojice, je tento (viz napt. [4, [} [@]):

z =m?—n?,

Yy = 2mn,
z=m?>+n% mmneN, m>n
V tomto pfipadé se nageneruji pythagorejské trojice, a to nejen pri-

mitivni. Nékolik takto nagenerovanych trojic je uvedeno v tab. 2. Nena-
generuji se viak vSechny trojice, napf. ne [9,12,15].

m n z=m?—n? | y=2mn | z=m?+n?
2 1 3 4 )
3 1 8 6 10
4 1 15 8 17
5 1 24 10 26
3 2 5 12 13
4 2 12 16 20
b) 2 21 20 29
4 3 7 24 25
5 3 16 30 34
6 3 27 36 45
Tab. 2

Generator 3. Zajimavy je predpis, kterym se generuji pythagorejské
trojice, jejichZz dva nejvétsi ¢leny se lisi o jedna. Pravé to zarucuje, ze
tyto dva ¢leny jsou nesoudélné, takze timto predpisem jsou generovany
trojice primitivni. A jelikoZ jsou tyto trojice primitivni, musi byt nejvétsi
¢islo liché a druhé nejvétsi ¢islo sudé.
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Takovy predpis ma formu (viz napi. [4, [5]):

r=2n+1,
y =2n% + 2n,
z=2n%+2n+1, neN
Nékolik takto nagenerovanych trojic je uvedeno v tab. 3. Vidime, Ze

jde o trojice, které jsou v tab. 1 na za¢atku, tj. o trojice, pro které tam
jer=1,s=n.

n r=2n+1|y=2n"+2n | z2=2n+2n+1
1 3 4 5
2 5 12 13
3 7 24 25
4 9 40 41
5 11 60 61
Tab. 3

Generator 4. Uvedme jesté jeden generator, a sice generator pytha-
gorejskych trojic, jejichz dva nejvétsi ¢leny se 1isi o dvé. I zde diky tak
malému rozdilu jsou ona dvé nejvétsi ¢isla nesoudélna, a tim je nesou-
délné i cela trojice, takze se zase jedna o trojice primitivni. Dvé nejvétsi
dvojice se lisf o dvé, takze obé ¢&isla jsou licha. Kdyby byla obé& sud4,
muselo by i tfeti ¢islo v trojici byt sudé, to ale neni v primitivni trojici
mozné.

Mluvime-li o dvou nejvétsich ¢lenech, tak z této ivahy vypadava tro-
jice [4, 3, 5], ktera se ale timto predpisem da také nagenerovat.

Takovy predpis ma formu (viz napi. [4, s. 47], [5]):

x =4n,
y=4n? — 1,
z=4n’4+1, neN
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Nekolik takto nagenerovanych trojic je uvedeno v tab. 4. Tyto trojice
se daji vytvofit tak, ze v tab. 1 polozime r =2n — 1,5 = 1.

n z=4n | y=4n?>—1 | z=4n%2+1

1 3 )

2 8 15 17

3 12 35 37

4 16 63 65

5 20 99 101
Tab. 4

Poznamka 3 (Generator 5). Plati také toto zajimavé tvrzeni, které
je jednoduché dokazat: Jsou-li [z1, 21, 21], [X2, Yo, 22] néjaké dvé pytha-
gorejské trojice, je [x1x2 — y1y2, T1Y2 + Tay1, 2122] také pythagorejska
trojice.

8. Zavér

_ Predstavili jsme nékolik moznosti, jak vytvaret pythagorejské trojice.

Clanek muze byt inspiraci k tvorbé jesté dalsich generatoru téchto trojic.
Jako tkol pro ¢tenafe davame najit predpis pro tvorbu pythagorej-

skych trojic, kde nejvétsi dvé &isla v trojici se 1isi o tfi.
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Soustavy polynomialnich rovnic
Sonia Kénigsmarkova, KMT FPE ZCU, Plzeii

ABSTRAKT. Stdle ¢astéji se ve vijuce matematiky vyuZivaji digitdlni techno-
logie. Ucitelé i studenti maji k dispozici rizné matematické programy, jako je
napi. GeoGebra, WolframAlpha nebo Maple, pomoci nichZ mohou tesit sloZi-
tejsi soustavy polynomidlnich rovnic, které se vyskytuji napt. v ulohdch nasi,
pFip. zahranicéni matematické olympiddy nebo v riznych matematickych soute-
Zich. Algoritmy Teseni soustav vyuZivaji rizné eliminacni metody, jako napft.
Grébnerovy bdze a Buchbergeriv algoritmus. Jeho formulace a uZiti ovSem vy-
Zaduji pomérné ndroéné pojmy z abstrakini algebry a algebraické geometrie.
Proto uwvedeme metodu Grébnerovych bazi jen zjednodusené.

1. Uvod

V nésledujicim ¢lanku se sezndmime s feSenim soustav polynomiél-
nich rovnic pomoci Grébnerovych bézi. Teorii Grobnerovych bézi objevil
a publikoval ve své dizerta¢ni praci roku 1965 Bruno Buchberger a na-
zval ji podle svého 8kolitele profesora Wolfganga Grébnera. Tuto teorii
dale rozvijel a definitivni nédzev pouzivany v dnesni dobé je Grébnerovy
béaze. Objev Grobnerovych bézi si naSel celou fadu aplikaci v oblastech
matematiky, védy a techniky. Mnohé aplikace algoritmi vytvorenych na
zékladé Grobnerovych bazi jsou obsaZeny v sou¢asnych matematickych
software, jako je napf. GeoGebra, Maple nebo Mathematica.

2. Uloha z matematické olympiady

Uloha (MO 2021/22, 71. roénik, doméci kolo, kategorie A):

V oboru komplexnich ¢isel vyfeSme soustavu rovnic

ry+1 =22
yz 42 = 22,
2+ 3 = o>

Reseni. Ozna¢me polynomy

fi=ay—2"+1,
fo=—2*+yz+2,
fs = xz —y? + 3.
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Vidime, Ze TeSeni odpovidajici homogenni soustavy rovnic by nebylo
snadné nalézt. Postupné si tuto mnozinu polynomi rozsifime, ziskdme
tedy dalsi polynomy. Dospéjeme az k tvz. Grobnerové bazi idealu gene-
rovaného polynomy fi, f2, f3. Tato baze ale bude pravdépodobné obsa-
hovat nékteré polynomy, které nejsou dulezité pro feSeni puvodni sou-
stavy rovnic. Tyto polynomy bude mozné z mnoziny odebrat a u zbyva-
jicich nastavit vedouci koeficient polynomu na 1 (monicka a redukovana
Grobnerova béaze). Ta je jiz urfena jednozna¢né. Tato béaze poskytuje
informace o fesitelnosti ptivodni soustavy ¢ poctu feSeni v pripadé, Ze je
konec¢ny. Predevsim ale jeji tvar obvykle umoznuje hledana feSeni snadno
nalézt.

Ozna¢me mnozinu F = {f11, f12, 13} a mnozinu dvojic indexi t&chto
polynomu B = {[1,2],[1, 3], 2, 3]}

3. Usporadani monomu
Udélame si poradek mezi jednotlivymi tzv. monomy, tj. vyrazy z"y™ 2P.
UZijeme tzv. ¢isté lexikografické usporadani.

Definice 1. (Cisté) lexikografické usporadani monomii (pure lexicogra-
phic ordering) <y, je definovano tak, Ze

:v’fxé? Loxin < x{lx%’" ooxdn
pravé kdyz i1 < ji, nebo existuje m € N takové, Ze i,, < j,, a zaroven
ir =jr prok € {1,2,...,m — 1}.

Je zfejmé, pro¢ hovorfme o lexikografickém (slovnikovém) uspora-
dani. P¥i zjistovani, které ze slov bude ve slovniku uvedeno d¥ive, porov-
name (v abecednim pofadi) nejprve jejich prvni pismena; jsou-li pfipadné
stejné, porovname druha pismena. Kdyby i ta byla stejné, porovname
tieti atd.

Napf. pro monomy x2y32u a x2y322u2 plati x2y3zu3 <L x2y3z2u2.
Uspofadané ¢tvefice exponentii [2,3,1,3] a [2, 3,2, 2] maji shodné prvni
dveé slozky, a tak rozhoduji az slozky treti, kdy 1 < 2.

Kazdy z ¢lent vyskytujicich se v néjakém polynomu f je ziejmé mozné
chapat jako soucin jistého redlného ¢isla a néjakého monomu.

Vedouci monom (ang. leading monomial) polynomu f oznafovany
LM(f) je nejvétsi monom v polynomu f vzhledem k usporadani <.

Vedouci koeficient (angl. leading coefficient) polynomu f oznaco-
vany LC(f) je koeficient u jeho vedouciho monomu.

3
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Vedouci ¢&len (angl. leading term) oznacovany LT(f) je LT(f) =
— LC(f) - LM(f).

V naSem pifpadé je v polynomu f; = xy — 22 + 1 vedouci monom
zy a vedouci koeficient je 1. V polynomu f; = —22 + yz + 2 je vedouci
monom z2 a vedouci koeficient —1, v polynomu f3 = zz — y? + 3 je

vedouci monom zz a vedouci koeficient 1.

4. Snazime se redukovat monomy

Definujeme si nejprve potiebné pojmy.

Definice 2. S-polynomem polynomi p, ¢ nazyvame polynom

p q
Spoly(p,q) = LCM (LT (p), LT (q ( — )
Zde LCM znadi nejmensi spoleény nasobek, tj. prvni ¢initel v soucinu
na pravé strané je nejmensim spoleénym nésobkem vedoucich ¢élenti po-
lynomt p, q.

Piiklad 1. Pro polynomy fi, fa vezmeme LCM (LT(f1), LT(f: ))
= —a?y, pro polynomy fi, f3 vezmeme LOM (LT (f1), LT (f3)) =
pro polynomy fa, f3 vezmeme LOM (LT (f2), LT(f3)) = —a2z.

zZa

Priklad 2. Vypocteme S-polynomy pro jednotlivé dvojice nasich poly-
nomi:

o [zy—22+1 —22+4yz+2
4 Ty —12

Spoly(f1, f2) = —

2 ox—ytz—2y

—x(zy — 22+ 1) —y(—2® +yz +2) =22
xy—224+1 2z—9y>+3 _
xy xz B

Spoly(f1, f3) = zyz [

=z2(zy—22+1) —ylaz—y? +3)=y> -3y — 22+ 2
x2+yz+2xzy2+3} B

—z2 Tz

Spoly(fa, f3) = =2y {
=22 +yz+2)+x(rz —y? +3) = —wy? + 32 +y2® + 22

5. Redukce polynomu

Definice 3. f{ekneme, ze polynom p se redukuje modulo q, jestlize v po-
lynomu p existuje ¢len m, ktery je délitelny vedoucim ¢&lenem LT'(q)
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polynomu q. Za téchto predpokladii se polynom p redukuje na polynom
p— #@ - q. PiSeme pak
— mn D
P—=qP— T~ "4 =D
T LT(q)

Obecnéji, necht @ = {q1,¢2, - - -, gm } je jistd mnoZina polynom. Rek-
neme, ze polynom p se redukuje modulo @, jestlize existuje polynom
gi € Q takovy, Ze p —¢, P.

Pokud zZadny ¢len polynomu p neni délitelny vedoucim ¢lenem poly-
nomu ¢, pak fikdme, Ze polynom p je v normdlnim tvaru vzhledem ke q.
Obdobné fikdme, ze polynom p je v normdlnim tvaru vzhledem k mno-
zZine Q = {q1,4q2,...,qn}, jestlize zadny ¢len v polynomu p neni délitelny
zadnym z vedoucich ¢lent polynomi ¢;, i = 1,2,...,n.

Definice 4. Je-li p normalni tvar polynomu f vzhledem ke @, tj. je-li p
polynom, ziskany z f provedenim kone¢ného poé¢tu redukcei, pficemz p jiz
neobsahuje zadny ¢len, ktery by byl délitelny vedoucimi ¢leny polynomu
z mnoZiny @, pak piSeme p = normalf(f, Q). Je-li specialné Q = {q}
jednoprvkova mnozina, piseme pouze p = normalf(f, q).
Piiklad 3. Nesel by polynom, ktery jsme ziskali jako S-polynom po-
lynomit fi, fo néjak zredukovat? Tento polynom mé vedouci ¢len zz2.
Podivame se na vedouci ¢leny polynomu f;, fo, f3. Hodil by se nam
polynom f3.

Polynom Spoly(f1, f2) ozna¢me p. Provedeme redukci naseho poly-
nomu p modulo F:

2
xz
porp——— fs=p—2z-f3=
xz
=a2 —rx—yPr—2y—aP+ 9’2 —32=—x—2y—32
Tento polynom ozna¢ime f;. Do mnoZziny B pfidame dvojice [1,4], [2,4]
a [3,4].
Polynom Spoly(fi, f3) = v — 3y — 23 + 2 zredukovat nelze. Oznaéime
jej f5 a do mnoziny B pFidame dvojice [1,5], [2,5], [3,5] a [4, 5].
Dale ozna¢ime polynom Spoly(fa, f3) jako ps a provedeme redukei
polynomu py modulo fi:
2
—x
Y fi=py-h=
Ty
=y +3c+yl+224+at—yl+y=3r+y+2z

P2 —F P2 —

69



Provedeme dalsi redukci tohoto polynomu modulo f;:
3
3r+y+2z— _—:;~f4:3x+y+2273z76y792:75y77z

Ozna¢me tento polynom fg. Do mnoZziny B pfiddame dvojice [1, 6], [2, 6],
[3,6], [4,6] a [5,6].

Definice 5. Mnozina G = {g1,92,...,9:} (Vt € N: ¢t > 1) se nazyva
Grobnerova bdze, pravé kdyz pro vSechny dvojice indexd 4,5 (i # j)
déleni S-polynomii Spoly(g;, g;) véemi polynomy baze G (v jistém uspo-
fadani) ma vzdy nulovy zbytek (r = 0).

Vé&ta 1 (Buchbergeriv algoritmus uréeni Grobnerovy baze). Grobnerovu

bizi G = {g1,92,-..,9:} (Vt € N:t > 1) Ize sestrojit koneéngm poctem
kroki podle algoritmu:

1. Vypocteme S-polynomy pro kaZdou dvojici polynomi z mnoziny F =
={f1,f2,---, fs} (Vs € N:s > 1) a uréime pro kaZdy z nich zbytky
po délent polynomy f1, fo, ..., fs-

2. Jestlize jsou vSechny zbytky r po téchto délenich rovny nule (r = 0),
pak jsme ziskali Grobnerovu bdzi G (G = F). Pokud je néktery z téchto
zbytki r nenulovy, priddme jej do pivodni mnoZiny F a pro tuto rozsi-
renou mnoZinu F' opakujeme stejny postup algoritmickijch krokd 1, 2.
Opakovdni tohoto postupu provddime tak dlouho, azZ vSechny zbytky r
budou nulové. Pak G = F’.

Véta 2 (Nutnd a postafujici podminka pro Grébnerovu béazi). Bdze
G = {91,92,--.,9:} je Grobnerovou bdzi, prdivé kdyZ pro viechna i, j
(i # j) plati

Spoly(gi,9;) —¢ 0,
coZ znact redukci S-polynomi pomoct prvki mnoZiny G na nulu.

Pfitom postacujici podminkou pro redukei S-polynomu na nulu vyja-
dfuje nasledujici véta, jez predstavuje kritérium Grébnerovy béze alter-
nativni k Buchbergerovu kritériu.

Véta 3 (Alternativni kritérium Grébnerovy baze). Necht mnoZina po-
lynomi G je konecnd a existuji takové polynomy g;,g; € G, pro néz
plati
LCM(LM(g;), LM(g;)) = LM (gi) - LM (g;),
pak je
Spoly(gi, 9;) —c 0.
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Buchbergertv algoritmus pro vypocet Grobnerovy baze:

# Je dana neprazdné mnozina polynomii P.
# Ur¢i Grobnerovu bazi G, P C G.
k < length(P); G < P
# Do mnoZiny G pfejaty prvky mnoZiny P, G = {g1,92, ... gk }-
Be (il 1<i<j<hk)
while B # ) do {
[¢, 7] < selectpair(B, G)
B'e B - {i,j]}
h < normalf(Spoly(g;, g;), G)
if h # 0 then {
G+ GU{h}k+k+1
B+ BU{[i,kl};1<i <k }}}
return (G)
end

Nasledujici kritérium nam usetii praci:

Kritérium 1. Je-li [i,j] € B takovd dvojice indexi, Ze pro vedouct
monomy polynomi f;, f; € G plati

LOCM(LM(f;), LM(f;)) = LM(f)- LM(f;),

pak je
normalf (Spoly(fi, f;), {fi, fi}) = 0.

Piiklad 4. Podle kritéria 1 miZzeme vyskrtnout dvojice [2, 5], [3, 5], [4, 5]
a takeé [2, 6], [3, 6], [4, 6]. Pro tyto dvojice nemusime pocitat S-polynomy.
Vypocteme jen Spoly(f1, fa), Spoly(f2, f1), Spoly(fs, f1), Spoly(f1, fs),

Spoly(fi, f6) a Spoly(fs, fs)-
Nejprve tedy vypocteme

xy—22+1 —x—2y—32 -
Ty —x N

Spoly(f1, f1) = —ay <
= —ay+ 22 —14ay+2y° +3yz=29° + 3yz+ 22 — 1.
Provedeme redukei polynomu Spoly(f1, f1) modulo fg
2% +3yz+2% =14+ 2y(—by—T7z2) =3yz+22 —1—Lyz = Llyz+ 22— 1.
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Dalsi redukce modulo fg je

1 1 1
£Y? +22 -1+ %z(—5y —Tz)= 2—?22 —1.

Tento polynom oznacime f7 a pfiddme do mnoziny F'.
Dale vypocteme

22 +yz+2 —x—-2y-—3z _
22 —r -

Spoly(fa, fa) = —a” (
= —2? +yz+ 2+ 2%+ 22y + 3xz = 22y + 3xz + yz + 2.
Provedeme redukei polynomu Spoly(fs, f4) modulo f;
20y 4+ 3xz +yz +2 — 2(xy — 2% + 1) = 3z + yz + 227

Dale postupné provedeme nékolik redukci vzdy pfedem zredukovaného

polynomu.
Redukce modulo fs:

3xz +yz 4222 —3(wz —y* +3) =3y* +yz+222 -9

Redukce modulo fg:

3 16
3y +yz+222 -9+ Sy(=By = 72) = ——yz + 222 -9

Redukce modulo fs:

1 1 162
—EGyz +22%2 -9 %z(—f)y —Tz) = %22 -9

Redukce modulo f7:

162 , 18 ,
— — —_— —1 =
252 9 9(252 ) 0

Vypoéteme S-polynom Spoly(fs3, f1)

rz—1y’+3 —x—2y—32 B
xz —x N

Spoly(fs, fa) = —xz (

=—xz4+y* —3+x2+2yz+ 322 =y? + 22 + 32% — 3.
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Nyni provedeme redukei polynomu Spoly(fs, f4) modulo fg

1 3
y? +2yz + 322 -3+ gy(—5y— 7z) = gyz+322 -3

a udélame nékolik redukei pfedem zredukovaného polynomu.
Redukce modulo fs:

3 4
I +322 -3+ %z(—f)y —Tz) = 2—522 -3

Redukce modulo f7:

54 18, B

Dale vypocteme

2 3 3
zy—z24+1 y—-3y—2°+=2
Spoly(f1, f5) nys( - - e )

=ay’ — 22+ —ayP + 3ey + 22 — vz = 3y + a2’ —xz— 22t 442
a redukei polynomu Spoly( f1, f5) modulo f;
Seytazd —xz—y 22 4y? —3(zy—22+1) = 223 —xz—y? 2% 49?4322 3.

Jeho postupné dalsi redukce maji néasledujici tvary.
Redukce modulo fs:

22 —xr— Py 4322 -3 -2 (e — P +3) = —22+9* -3
Redukce modulo fs:
—xz+y? =3+ (2z—y*+3)=0

Dale vypocteme

xy—22+1 —by — Tz
Spoly(fi1, f6) = —dzy < Y S ) =
xy —dy

= —Bay 4 522 — 5+ by + Tz = Twz + 52° — 5.
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Provedeme redukci tohoto polynomu modulo fy
Trz + 522 — 5+ Tz(—x — 2y — 32) = —14yz — 1622 — 5.
Dale pak provedeme redukci ziskaného polynomu modulo fg

14 98 18
—14yz — 162% — 5 — Ez(—Sy —T2) = —1622 -5+ 322 = gzZ -5

a tento polynom zredukujeme modulo f7

Dale vypocteme

5 _3y—23+2z —by—7Tz
Spoly<f5,f6>=—5y3(y & >:

= —5y® + 15y + 52° — 5z + 5y® + Ty?z = Ty?z + 15y + 52° — 52.
Tento polynom zredukujeme modulo fg
Ty*z 4+ 15y + 52° — 52 + gyz(—f)y —Tz) = —%yzz + 15y 4+ 52° — 5z.
Vysledny polynom lze jesté zredukovat modulo fg
15y + 52 — 5z — %yz2 +3(=by —Tz) = —%yz2 + 523 — 262.
Dalsi redukci tohoto polynomu provedeme pouzitim stejného polynomu fg

49 49 343 468
—gy22+523—262—%ZQ(—By—h) = 5z3—26z—|—2—523 = ﬁz?’—

Posledni redukce predchoziho polynomu modulo f7 je

@23 — 26z — ﬁz (15822 — 5> =0.

26z.

25 )

Musime vypocéitat jesté S-polynom polynomu f3 a f;

18 2<xzy2+3 §§z2—1)_

Spoly(fs, f7) = 5wz

25 Tz %22
18, 18, 54 18 18 5, 51
= —TZ — — zZ —Z — —IZ rX=Tr— — VA —Z.
25 257 T 95° " o5 257 T 95
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Nejprve tento polynom zredukujeme modulo f;

18 4 54
T = 5y z+2—52+(—x—2y—3z)—
18 54 18 21
= 2=yt =B = — g — 2y — —2.
S TR U T
Dalsi redukce budou pouzity na vzdy nové ziskany polynom.
Redukce modulo fs:
18 4 21 18 21 126
Py oy — 2 22 (B — — oy 2, 222
ST AT Ut e e TR T
Dalsi redukce modulo fg:
21 126 2 126 49
9y — 2= 22 — 25y — — e =
Y opt ol TR T TR = g+ gp

Dalsi redukce modulo f7:

126 , 49 7 (18, |\ _ T 49
1257 T3 5 -

Dalsi redukce modulo fg:
7 49 7
R %y(—5y —72)=0

Ozna¢me ziskanou mnozinu polynomu G:

G={ay—22+1,—2* +yz+ 2,22 —y*> + 3,

—x—2y—32,y3—3y—23+z,—5y—7z,§—222—1}

Ziskand Grobnerova baze G je Casto vétsi, nez je nutné.

5. Posledni vypocty
Definice 6. Rekneme, ze Grobnerova baze G je redukovana, jestlize pro
v8echny polynomy g € G je g = normalf(g,G — {g}). Déle fekneme,

ze Grobnerova béze G je monicka, jestlize pro vSechna jeho g € G je
LC(g) =1.
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Je mozné ziskat Grobnerovu bazi redukovanou a monickou, a to pro-
vedenim nésledujiciho:
[1] odstranéni ,,pfebyteénych® prvki
foreach g € G do {
if there exist p € G — {g} such that LT (p)|LT(g)
then G < G — {g}

[2] redukovan4, monickd Groébnerova baze
foreach g € G do {
g normalf(g, G —{g})

g%LC() 9

Priklad 5. Projdeme nyni ¢éast ,,redukéniho algoritmu® a zjistime, které
polynomy vyskrtnout. Jelikoz LT(f4) | LT(f1), neboli —z | zy, vyskrt-
neme tedy polynom fi. Jelikoz LT(fs) | LT(f2), vySkrtneme i poly-
nom fo, a jelikoz LT(f4) | LT(f3), vyskrtneme také polynom f3. (Zde
znak | predstavuje délitelnost.) Ziskali jsme redukovanou bézi

G={-2—-2y—3z,9y°—3y— 2%+ 2,5y — 72,352 — 1}.

18
25

dopocteme y = 3\/ 7 rovnice —x — 2y — 3z = 0 ziskdme z = 3\/5.

Z rovnice 3822 — 1 = 0 ziskdme z = 3\f Z rovnice =5y — 7z =0

Dostavame 2 feSeni soustavy:

17 5] [1 75
3v2' 3v2'3V2 3v2'3v2 3v2

Plati nasledujici véta, které fiké, Ze ziskané soustava rovnic je ekvi-
valentni s pivodni soustavou.

Véta 4. Necht je ddna soustava polynomidlnich rovnic

fl(xl,l‘g,...,l‘n) =0
f2($17x27"'5zn) = 07
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a bud G ={g1,92,--.,9s} Grébnerova bdze pri jistém pFipustném uspo-
raddani monomi. Pak soustava

91(1‘1,.%'27...,33“) = 07
92(371’-1:27"'73771) = 07

(2)
gs(xlv‘r% ,:L'n) =0

je ekvivalentni se soustavou rovnic (1.

6. Druhy zpusob ziskani Grobnerovy baze
Priklad 6. VyuZzijeme vétu (Buchbergertuv algoritmus uréeni Grobne-
rovy béaze). Vypocteme opét Spoly(f1, f2), Spoly(fi, f3), Spoly(fe, f3) a
pouzijeme pseudodéleni polynomu.

Vezmeme ziskany polynom Spoly(f1, f2) a délime ho polynomy mno-
ziny F:

ry —22+1
(x2% —x —y*z — 2y) =P 4yz+2 =
rz—y*+3 z

—(22% —y?2 + 32)

—r — 2y — 3z

Dale nelze délit, polynom z2% — x — %2 — 2y mizeme vyjadiit jako

2(xz —y* +3) + (—x — 2y — 32).

Ziskali jsme zbytek —z — 2y — 3z, ktery pfiddme do mnoziny F.
Vezmeme dalsi polynom Spoly(f1, f3) a délime polynomy mnoziny F:

xy — 22 +1
2
— 2
(y° =3y — 2" +2) O SR
zy —y +3
—x — 2y — 3z 0

Y3 =3y — 22+ 2
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Zbytek y3 — 3y — 23 + 2 pridame do mnoziny F.

Vezmeme Spoly( f2, f3) a provedeme dalsi pseudodélent:

xy — 22 +1 —y
224+ yz+2

(—zy? + 3z +yz2 + 22) Qxz—y*+3 =
—x—2y— 3z -3

yP -3y — 2%+ 2
—(—ay® +y2* —y)
3z +y+ 2z
—(3x + 6y +9z)
—by — 7z

Polynom —xy? + 3z + y2% + 2z Ize vyjadiit jako
—y(zy — 2> +1) — 3(—x — 2y — 32) — by — 7=

Do mnoziny F pridame dalsi zbytek —5y — 7z.

Do ptvodni mnoziny F' jsme pfidali polynomy f; = —x — 2y — 3z,
fs=y3—3y—22+za fo=—by— Tz

Vsechny S-polynomy méme vypoctené v pitkladu [4

xy — 22 +1
—2? +yz +2
2
— 3
(2y? +3yz+22-1) TEYA =
—r —2y— 32
v -3y —2+2
—oy — Tz —%y—z—%z
—(2y% + Hy2)
%yz—l—zz—l
—(5v2+%7%)
18.2_1

25

Tento zbytek f7 = %22 — 1 pfiddme do mnoziny F'.
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(2zy + 3xz +yz + 2)

—(2xy — 22% +2
3rz 4+ yz + 222
—(3xz —3y*> +9)
3y +yz +222 -9
—(3y® + 2yz)
71—563/7; +222 -9

— (—Fyz — %)
%22 -9
— (5222 -9)
0

(y? +2yz + 32% - 3)

WP +zyr)
Syz+322 -3
—(Byz+ 52

%22 -3
54
(522 -3)

0

xy — 2241
—22 4 yz+2
rz—y?+3

—r — 2y — 3z

Y -3y — 2+ 2
—by — 7z

18 2
557 1

zy — 22 +1
—2% +yz +2
zz—y>+3
—xr—2y—3z
y? =3y — 2"+ 2
=5y — 7z

18 2
552 1
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xy — 2241 3
—z +yz+2
zz—y*+3 22 -1
(Bzy + 223 — zz — 2% + 9°) —z — 2y — 3z =
Y3 =3y — 22+ 2
-5y — 7z
182
—(3zy — 322+ 3) ne 1
xz3—mz—y2z2+y2—|—322—3
—(22% — y22% + 322)
—zz+y? -3
—(—zz+y* —3)
0
xy — 2241
—2? +yz+2
rz—y*+3 7
(Twz + 52 — 5) —x—2y—3z -
Y3 =3y — 22 +2
=5y — Tz —Iy+ 2=
1821 26

—(Twz — Ty? + 21)

Ty? + 522 — 26
—(Ty* + Fy2)

74—59342 + 522 —26

—(=Fyz — 522
408,226
7(%22 —26)

0

25
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(7y*z + 15y + 52° — 5z)

—(Ty*z + Ly2?)

xy — 22 +1
224 yz+2
rz—1y>+3
—x—2y— 3z
y3—3y— 23 +z
—by — 7z

18 2_1

%Z

—4—59yz2 + 15y + 52 — 52

—(Fyz - 2%

15y + 482% — 52
—(15y + 21%)

168 3 _
o5 2 262

,(%23 — 262)

0

—%yz + 3—222 -3
26z

Spoly(fs, f7) mame také vypocteny v piedchozi ¢asti.

—(x + 2y + 32)

_ 18,2, _ 21
35Y°2 =2y — 352

18,2 126 2
_(_ﬁy Z— 135Y% )
126 2 21

25
(-2~ 12)

126, .2 , 49
125Y%° + 352

—(132v2% + §522°)

882 3 | 49
6252 T 352)

—(—382,3 4 B2)

0

xy — 2241
—2? 4 yz+2
rz—y*+3
—r—2y— 3z
Y3 =3y — 22+ 2
—by — 7z

18,2
557 1
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18 2 1262
12592+ 5 — 6357
49
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Ziskali jsme tedy Grobnerovu bazi

G:{xy—22+1, —2? 4 yz+2, zz—y* +3,
Y3 =3y — 22 +2z, —by— Tz, %22—1}.

Redukovanou bazi a feSeni soustavy rovnic bychom ziskali obdobné
jako v predchozim zptisobu.

Zavér

Postup, jak ziskat Grobnerovu bazi, je zdlouhavy. Redukovanou a mo-
nickou bazi ziskdme vzdy jen jednu, ackoliv mohou byt vypocty rozdilné.
Ziskané soustava rovnic byva snaze feSitelné nez puvodni soustava. Slo
by tedy fici, Ze algoritmus zvySuje tisp&Snost feSeni soustav rovnic, kdyz
nés nenapadaji hned néjaké efektivni matematické upravy ¢i triky.

Vyuziti Grébnerovych bazi je rozsahlé [1-5], napf. pfi feSeni uloh
na hledani bodu dané vlastnosti, pfi pfevodu parametrického vyjadieni
afinn{ variety na implicitni tvar. Pfi automatickém dokazovani geometric-
kych tvrzeni vyuzivime vyjadfeni geometrickych tvrzeni ve tvaru poly-
nomiélnich rovnic, mizeme tedy vyuZzit Grébnerovy béaze a Buchbergeriav
algoritmus. Grobnerovy baze se vyuzivaji v kryptografu, napt. pfi kryp-
toanalyze blokovych Sifer. Algebraickd kryptoanalyza prevadi problém
prolomeni kryptosystému na problém nalezeni FeSeni soustavy polyno-
miélnich rovnic.
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Nékolik kras elementarni geometrie
Frantisek Kufina, UHK, Hradec Krélové

ABSTRAKT. Cldnek prezentuje TeSent trindcti dloh z elementdrni geometrie
zakladnt skoly.

1. Uvod

Ugastnikim konference bylo pfedlozeno nékolik zajimavych tloh z [I]
a [2], které byly nasledné spoleéné FeSeny. TTinact téchto tloh i s FeSenim
nyni odprezentujeme. P¥itom vychazime ze zdroje [3 s. 85-93].

2. Prezentace uloh

Uloha 1. Jsou rovnob&zniky (obrazy desck stolt) na obr. [1| shodné?

Obr. 1: Desky stolu ([1])

Resent s komentdfi. Odpovéd na otazku byla vétsinou ,ne“. Bylo tedy
tfeba nékolik usmérnovacich otazek: Jak byste v 6. tidé Fesili tuto alohu?
(Vystiihnutim a pfilozenim.) A nechceme-li stithat? (Budeme méfit.)
Stadi zméfit délky stran rovnobé&znika? (Ne, étverec a koso¢tverec mohou
mit strany shodné.) Jediny mnohothelnik uréeny délkami svych stran je
trojuhelnik. (Musime zmé¥it dvé strany a thlopficku.) RovnobéZniky na
obr. [I] jsou kupodivu shodné.

Uloha 2. Je mozné, aby stiedy vSech kruznic opsanych viem sténam
GtyTsténu leZely v jedné roving?
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Resent s komentdii. Opét negativni odpovéd byla usmérnéna obr.
Mayji-li stfedy opsanych kruZnic leZet v roviné jedné stény (napf. v ro-
viné dolni podstavy &ty¥sténu), musi leZet stfedy zbyvajicich kruZnic
na hranach ¢tyfsténu a podle Thaletovy véty musi mit zbyvajici stény
u spole¢ného vrcholu pravé thly (obr. . Takovyto ¢tyfstén si mizeme
predstavit odifznutim jednoho vrcholu krychle rovinou ABC' (obr. [3)).

AP

«

Obr. 2: CtyFstén na roving «

C

]
]
'
.
AT
L
o N
%
'
I
.
'
.
'
.

A
Obr. 3: étyfstén jako ¢ast krychle

Uloha 3. Je mozné, aby obrazem kruznice byly dvé kruznice?

Reseni s komentdii. Uloha byla v této formulaci obtizna. Méla by znit
takto: Je dana kruznice k se stiedem S a priaméry AB a C'D (obr. [4)).

Urcete obraz kruznice k v zobrazeni, které libovolnému bodu X € k
prifazuje bod X’ polopfimky SX, jehoZ vzdalenost od bodu S je rovna

vzdalenosti bodu X od pfimky AB.
Snadno nahlédneme, Ze trojihelniky SXP a CSX’ jsou shodné a
podle Thaletovy véty lezi bod X’ na kruZznici s primérem C'S. Probiha-

li bod X kruZnici k, probihaji body X’ kruznice m, n. Obrazem kruZznice

jsou tedy dvé kruznice.
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D
Obr. 4: Konstrukce obrazu bodu

Uloha 4. Kolik existuje a) hranoli, b) &tyistént tak, aby kazdy mél
Cast stény spole¢nou se vemi zbyvajicimi sténami (tfeba jen usefku nebo

bod)?

Resent s komentdii. Krychli miazeme rozdélit na hranoly 1, 2, 3, 4, z nichz
kazdy ma ¢ast stény spoletnou se t¥emi zbyvajicimi (obr. . Dalsi kon-
strukci muzeme sledovat p¥i pohledu shora (obr. @ Pridanim kvadru 5
k zadni sténé krychle mame 5 téles, ktera spliiuji podminky. Nakonec
miZzeme ,,obalit* tuto sestavu hranolem, ktery mé podstavu tvaru pis-
mene L a 6 téles takto vzniklych mé tu vlastnost, ze kazdé z nich sousedi
s b zbyvajicimi (obr. [7)).

Konstrukee ¢tyfstént, z nichz kazdy sousedi se zbyvajicimi, se nam pa-
trné nebude darit. Zkusme tedy rovinnou analogii nasi ulohy: Sestrojit
nékolik trojuhelnikt tak, aby kazdy sousedil s kazdym. Po chvili experi-
mentovani najdeme ¢tyf¥i takové trojthelniky (obr. . Tyto trojahelniky
muzeme povazovat za podstavy 4 Ctyfsténi, z nichz kazdy sousedi s kaz-
dym ze zbyvajicich. Tuto konstrukci mtizeme provést i v opaéném polo-
prostoru. Vhodnym uspofadanim podstav ¢tyfsténti ve spoleéné roviné
podle obr. [0 dostaneme 8 ¢tyfsténi, z nichz kazdy sousedi se 7 zbyvaji-
cimi.
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Obr. 5: Déleni krychle na 4 ¢asti

5
5
2 3
2 3
6

Obr. 6: Pridani kvadru 5 Obr. 7: P¥idani hranolu 6

c G

EA F B

Obr. 8: Déleni trojuhelniku Obr. 9: Podstavy osmi Ctyfsténi

Uloha 5. Rozdélte trojuhelnik na lichobé&zniky.

Resent s komentdii. Tuto dlohu vytesil ihned jeden z ucastnika dilny
nakreslenim obr. [I0] Bodem uvnitf trojahelniku vedl tsecky rovnobé&zné
se stranami trojuhelniku.

Uloha 6. Rozdélte trojihelnik na pét ¢asti téhoz obsahu.
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Obr. 10: Déleni trojihelniku na lichob&Zniky

Resent s komentdii. Rada fastniki vidéla ihned déleni podle obr.
Nalézt ,,cikcak® déleni (obr. délalo vazné problémy. Pritom si staci
uvédomit, ze trojihelnik ABM ma obsah % obsahu S trojuhelniku ABC:
stac¢i sestrojit vysku ke strané AB, ktera je % vysky trojuhelniku ABC.
Trojihelnik AMC mé obsah %S . K uréeni bodu N tedy sta¢i zkonstru-
ovat vysku ke strané AM, ktera je i vysky ke strané AM trojihelniku

AMC'. Pak pokra¢ujeme analogicky.

B
M
o]
— A N P c
1/5
Obr. 11: Déleni trojuhelniku Obr. 12: Cik—cak déleni

rozdélenim jedné strany

Uloha 7. Je mozné eukleidovsky sestrojit te¢ny z bodu ke kruznici bez
znalosti Thaletovy kruznice?

Resent s komentdii. Znalost znamého postupu byla brzdou objeveni no-
vého postupu. Zde pfipometime konstrukei Jana Vysina [2]. Mame sestro-
jit teénu ¢ kruznice k(S, ), ktera prochézi bodem A (obr. [13). V soumér-
nosti podle dosud neznamé tecky t je obrazem stiedu S bod S’, pro ktery
plati |SS’| = 2r, |AS’| = |AS|. Bod S’ miizeme sestrojit jako prusecik
kruznic n(S,2r) a m(A,|AS]). Te¢na t je osou tsecky SS’.
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Obr. 13: Te¢na z bodu ke kruznici ([2])

Uloha 8. Nakreslete téleso, které vznikne rotaci obdélniku kolem jeho
ihlopricky.

Resent s komentdii. Ulohu miZeme zait Fesit experimentem. Uchopme
obdélnik z tuzsiho papiru dvéma prsty v krajnich bodech jeho tthlopricky.
Fouknutim obdélnik rozto¢me a téleso muZeme vidét (obr. .

Obr. 14: Rotace obdélniku
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Uloha 9. Sestrojte geometrické atvary U a V tak, aby platilo zaroveii:
U je shodny s V, V je ¢asti U, ale U neni ¢asti V. Je to mozné?

Reseni s komentdii. Tato uloha délala ucastnikim velké potiZe. Vétsina
déavala najevo, ze takové utvary neexistuji. Po nakresleni obr. [15| nékdo
vykfikl: , To je chytak.“ Chytak to ale neni. Uloha vede k roziifeni ped-
stavy geometrickych dtvart jako utvari omezenych na tutvary neome-
zené.

B v

Obr. 15: Shodné thly

Uloha 10. Nakreslete mnohothelnik, ktery ma tuto vlastnost: Z nékte-
rého bodu jeho a) vnitiku, b) vngjsku neni vidét Zadna jeho strana cela.
Existuji takové atvary?

Resent s komentdii. V tkolu a) po fadé neuspésnych pokust byl nakres-
len obr. ktery ucastnici s dlevou pfijali. ObtiZzngjsi ulohu b) jedna
kolegyné vyiesila (obr. [L7).

Obr. 16: Z vyznageného bodu neni vidét Z4dna vnit¥ni strana cela
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Obr. 17: Z vyznageného bodu neni vidét Z4dna vné&jsi strana cela

Uloha 11. Piekladanim papirového rovnostranného trojuhelniku mii-
Zeme ziskat sit télesa. Kolik takovych téles existuje?

Resend s komentdii. Snad kazdy u¢astnik dilny navrhl pravidelny &ty¥-
stén. Jedna kolegyné pfisla s navrhem na obr. [I8 V konstrukci miZeme
pokracovat ,kmitanim* malych ¢tyistént. Uloha ma nekoneéné mnoho
feSeni.

Obr. 18: Téleso z trojihelnikové sité
Uloha 12. Na obr. [19]je narys a pidorys télesa. Kterého?
Resent s komentdii. Reseni ponechavdme na ¢tenari, nenf obtizné.
Uloha 13. Jaké téleso je nakresleno na obr.
Resent s komentdii. Reseni ponechédvame na ¢tenéfi, neni obtizné.
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Obr. 19: Stejny narys a ptudorys

Obr. 20: To neni krychle

3. Zavér
Podle nazoru autora ¢lanku splnila dilna sviij i¢el. Ve spolupraci vSech
acastnikl byla vyTreSena vétsina tloh.

Literatura
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Podzimni Skola péce o talenty s mezinarodni acasti
MAKOS v datech

Josef Molnér, P¥F UP, Olomouc — Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. Cldnek prezentuje u prileZitosti jubilea vznik a podstatu jiz tra-
diéni konference MAKQOS. Hlavni pozornost je ale vénovdna statistickym tida-
jim o této konferenci, a to osobdm organizujicim a ucastnicim se konference,
mistim kondni, sbornikim z konference atd. Zdiraznén je vijznam konference
pro vznik soutéfe Matematicky klokan v Ceské republice.

S blizicim se podzimem se tazni ptaci houfuji k odletu do teplych
krajin a pracovnici z oblasti péCe o talentované zaky v matematice se
poslednich tficet let chystaji na MAKOS.

Jak to vSechno zacalo? Na setkéni kolegt pracujicich s matematic-
kymi talenty, které se konalo pocatkem 90. let v Modre na Slovensku,
jsme se seznamili s Ffadou organizatort matematickych korespondenc¢nich
seminari. A tak se Josef Molndr a Jaroslav Suréek rozhodli usporadat
Pracovni semindi vedoucich MKS a dalsich pracovniki z oblasti péce o ta-
lenty, ktery se uskutecnil 11.—13. 11. 1992 ve Zlatych Horach—Hornim
Udoli. V nasledujicim roce, konkrétné 1.-5. 11. 1993, se na tomtéz misté
konal prvni ro¢nik podzimni Skoly péce o talenty se zahrani¢ni tucasti
s nazvem MAKOS. Tedy vloni jsme se sesli po t¥icaté na 29. ro¢niku
MAKOSu.

Soucet po¢tu ucastniki v8ech dosavadnich ro¢nika prekrocil tisicovku,
nejvice udastniki (53) bylo hned na tfetim ro¢niku ve Zlatych Horéch,
naopak nejméné (16) na 28. ro¢niku v Cejkovicich v kovidovém roce 2020.
Stoprocentni ucast na v8ech ro¢nicich ma jen Jaroslav Zhouf, jednu ne-
acéast ma hlavni poradatel Josef Molnar, 25 uc¢asti maji Jaroslav Svréek
a Pavel Calabek, 24 setkani absolvovala Jana Vaiikova a 21 Jozef Kali-
nowski z Polska. Dalgi zahrani¢ni ii¢astnici pochézeli ze Slovenska, Bul-
harska, Rakouska, Polska, Ukrajiny a Ruska. Bohuzel desitka ucastniki
si uz dalsi ucast nepripise.

Podzimni skoly, které garantuje olomoucka pobocka J CMF, se konaly
na 19 mistech Ceské republiky, ktera jsou rozmisténa ve 12 krajich (na
svou pfilezitost Gekd kraj Zapadocesky a Praha); pétkrat jsme se se-
gli v Janskych Laznich, ¢tyfikrat ve Zlatych Horach — Hornim Udoli a
na Zadové, dvakrat v éejkovicich. Mezi poradatele jednotlivych setkani
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patii zejména kolegové Jaroslav Svréek, Josef Molnar, Jan Ragka, Pavel
Tlusty, Jaroslav Zhouf, Petr Mazouch a Véra Olsakova.

Na 3. ro¢niku v roce 1994 byla vyhlésena soutéz Matematicky klokan
(dale MK) pro Ceskou republiku, kterd se kona od roku 1995 doposud
a do které se v roce 2019 zapojilo vice nez 405 tisic feSitelt. MAKOS
se tak stal kolébkou a pozdéji i chiivou a platformou pro rozvoj soutéze
Matematicky klokan, a to nejen v CR.

Prubéh kazdého roéniku je zaznamenéan ve sbornicich [2], ze kterych
bylo zjisténo, ze bylo vysloveno celkem 367 prednasek vice nez stovkou
prednasejicich, nejcastéji vystupujicimi byli Josef Molnar (26 x ), Jaroslav
Zhouf (24x), Jaroslav Svréek (23x), Tomas Zdrahal (19x), Pavel Cala-
bek (18x), Jozef Kalinowski (17x), Emil Calda a Petr Rys (13x), Radek
Horensky (12x), Jakub Fischer (11x), Pavel Tlusty, Vladimir Vanék a
Eva Zelendova (10x). ~

Dalsi vyznamni tcastnici: Jan Sula, astredni skolsky inspektor MSMT,
Alena golcova, soucasnéa predsedkyné JéMF, Antonin Vrba, pfedseda
komise pro talenty JCMF, Robert Geretschldger, hlavni poradatel MK
v Rakousku, Pavel Jarek, hlavni pofadatel MK v Polsku, Kiril Bankov,
prezident Svétové federace narodnich matematickych soutézi WENMC,
Svetoslav Jordanov Bilchev, Lev Davidovi¢ Kourliandchik, Alexej Kirilo-
vi¢ Tolpygo a Iliana Tzvetkova, autori publikaci, tiloh a ¢inovnici nérod-
nich i mezindrodnich matematickych olympiad, Jaromir Simsa, predseda
vyboru MO CR, Karel Horak, tajemnik vyboru MO CR, Jakub Fischer,
statutarni zastupce rektorky VSE v Praze.

Letosni 30. ro¢nik MAKOSu se bude konat 28. 9.—-1. 10. 2022 v Kar-
lové pod Pradédem [I].

Do dalsich let si tedy piejme: Ani jeden MAKOS nazmar

Literatura
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Hillova Sifra a linearni diofantovské rovnice
Michal Musilek, UHK, Hradec Kralové

ABSTRAKT. Cldnek je vénovdn Hillové $Siffe, v niZ jsou k Sifrovani a desif-
rovdni vyuzZivdny matice, maticové operace a také operace modulo aplikovand
na jednotlivé proky. Pri Sifrovani se vyuZivd bijekce mnoZiny zbytkd po délent
uréitym prirozenym &islem na mnoZinu znakd pouZité Sifrové abecedy. Pro de-
Sifrovdni je navriZen algoritmus zaloZeny na lustént systému linedrnich diofan-
touskych rovnic. Potencidlné pracné vypocty vyrazné urychli vhodny software.
Motivujici je propojeni matematiky ze 3. stol. n. . s maticovym poctem.

1. Uvod

V roce 1929 popsal americky matematik a kryptolog Lester San-
ders Hill (1891-1961) sifrovy systém zaloZeny na algebraickych operacich
s maticemi. Co miZe mit jeden z nejvyznamnéjsich americkych krypto-
logit prvni poloviny 20. stoleti spole¢ného s feckym matematikem Dio-
fantem z Alexandrie, ktery zil ve 3. stoleti? K odpovédi na tuto otédzku
se dostaneme v zavéru ¢lanku, az se budeme zabyvat desifrovainim textu
ziskaného prostfednictvim Hillovy Sifry.

V tuto chvili si pouze pfipomeneme, Ze diofantovské (téz diofantické)
rovnice jsou neurcité polynomiélni rovnice, které dovoluji proménnym
nabyvat pouze celo¢iselné hodnoty. Protoze jakykoliv diofantovsky pro-
blém prestavuje soustavu diofantovskych rovnic, kterych je méné nez
neznamych, je i ta nejjednodussi linearni diofantovska rovnice rovnici
o dvou neznamych a mé obecny tvar

ax +by =c.

Zajimavou tulohou je také Diofantuv epitaf, z néhoz lze vypocist veék,
kterého se prosluly matematik, pisobici ve slavné egyptské Alexandrijské
knihovné, dozil (viz [I]):

Zde lezi Diofantos, jaky to div,
algebra povi, jak dlouho byl Ziv:
Biih dal mu détsky vek Sestinu Ziti,
dvandctinu pak, neZ vous mohl mit.
Po dalsi sedminé svou Zenu si vzal
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a za pét let otcem syna se stal.

Ach, ubohé to ditée mudrce a pdinal!

Zil dvakrdt mai nez otec a uz mu zvoni hrana!
Jesté ctyri léta do cisel se nofil,

neZ i jeho cas se konecné zavrsil.

Ctenaf snadno nahlédne, Ze v uvedenych verich je pouze jedna ne-
zndma x, tedy se nemuze jednat o diofantovskou rovnici, ale o oby¢ejnou
linearni rovnici

A
6 + 12 + 7 + 2

V intuitivnim feSeni ndm ovSem miize pomoci, ze hledany vék x, kte-
rého se Diofantos dozil, by mél byt z mnoZiny pfirozenych ¢isel a navic
by mél byt beze zbytku délitelny ¢isly 2, 6, 12 a 7. Protoze v3ak 2 a 6 jsou
déliteli 12, stac¢i hledat nejmensi spoleény nasobek &isel 12 a 7. Protoze
jsou navic ¢isla 12 a 7 nesoudélné, jedné se o jejich soucin 12 - 7 = 84.
Ze je Cislo 84 skutecné feSenim dané linedrni rovnice, ovéfime snadno
dosazenim:

84 84 84 84

Z+ 4= Zr4=84
st T tit g 4=8

144+7+124+5+42+4=84

2. Hillova Sifra

Nyni se ale vratme k Hillové Siffe, ktera predstavuje zajimavou apli-
kaci maticového poc¢tu do kryptologie. Pro studenty, ktefi se seznamuji se
zaklady maticového poétu, to mize byt velmi motivujici ukizka vyuziti
prace s maticemi, v ramci niz vyuZiji operace nésobeni matic a vypocet
inverzni matice k dané regularni matici.

Pro prevod pismen otevieného textu budeme potiebovat prevodovou
tabulku, v jejimZ hornim fadku budou pismena Sifrové abecedy a v dol-
nim Fadku jim odpovidajici ¢isla, oznacujici poradi pismene v ramci dané
abecedy. Ackoliv se bézné pri Sifrovani odstrani veskera diakritickd zna-
ménka, v tomto pfipadé pouZijeme nejen pismena latinky bez diakritiky
(A az Z), kterych je celkem 26, ale pfidame také pismena s hacky C,
E, R, S a Z, &m? ziskame abecedu s 31 znaky. Prvociselny pocet znaku

abecedy je pro sifrovani Hillovou 8ifrou vyhodny. Pfevodova tabulka tedy
bude (tab. 1):

95



0123456789 ]10|11]|12]13|14|15

O|P|Q|R|R|[S|S|T|U|VIW|X|Y|2Z]|Z
16 [ 17 |18 {19120 |21 |1 2223242526 |27 |28 (29 |30

Tab. 1: Pfevod pismen Sifrové abecedy na &sla z mnoziny {0,1,2,...,29,30}

Cislovéan{ za¢iajicf nulou je pot¥eba zvolit proto, Ze v dalsich tvahach
se objevi binarni operace zbytek po celociselném délend, kterou budeme
znacit

amodb, a€cZ,beN.

Jako kli¢ pro Sifrovani navrhl Lester S. Hill pouzit ¢tvercovou matici K
radu m, ktera musi spliiovat dvé podminky:

1. Determinant matice a pocet znakii pouzité abecedy jsou nesoudélna
¢isla.

2. Matice je regularni.

V naSem piipadé zvolime heslo DIOFANTOS, takze matice K bude:

DIO 4 10 16
K=|FAN]|=|7 015
TOS 23 16 21

Determinant této matice miizeme vypocitat riiznymi zptusoby, napf.

a) pomoci Sarrusova pravidla,

b) vyuzitim tabulkového procesoru MS Excel — funkce

DETERMINANT(A1;C3),

¢) prostfednictvim maticové kalkulacky na webu

https://matrixcalc.org/cs/.
V kazdém piipadé zjistime, %e determinant matice K je |K| = 2812.
Matice K diky tomu spliuje obé pozadované podminky:

1. Determinant matice a pocet znakil pouzité abecedy jsou nesoudélna
¢isla.

Protoze pocet znaki pouzité abecedy je prvoéislo 31, musel by byt,
v pfipadé soudélnosti, determinant | K| timto danym prvocislem délitelny
beze zbytku. Protoze v8ak 2812 mod 31 = 22, jde o ¢isla nesoudélna.
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2. Matice je regularni.
Matice je regularni pravé tehdy, kdyz jeji determinant je rtizny od
nuly. Matice K je tedy regularni.

3. Postup Sifrovani prostirednictvim Hillovy Sifry
Nyni si prepiSeme do podoby matice také otevieny text urceny k Sifro-
vani. Matice P uZ nebude ¢tvercova, ale obdélnikova. Musi mit ale stejny

pocet tadki, jako je fad ¢tvercové matice K dané zvolenym heslem. Za-
Sifrujeme text MATEMATICKYM TALENTUM ZDAR.

M ETKTEUD 14 5 231223 5 24 4
K=|AMIY ANMA|=]10141028 0 1514 0
T ACMLT Z R 23 0 2 14132329 19

Vlastni Sifrovani probéhne ve tfech krocich. Prvni krok spoé¢iva v na-
sobeni matic K - P. Ve druhém kroku se na jednotlivé prvky vysledné
matice aplikuje operace zbytek po celociselném délent, kde délitelem je
pocet prvku Sifrové abecedy, v naSem piipadé ¢islo n = 31. Tretim kro-
kem je pievod ¢isel z mnoziny {0,1,2,3,...,30} na odpovidajici pismena
podle prevodové tab. 1. Tedy:

4 10 16 14 5 231223 5 24 4
M=K-P=]7 015 0 141028 0 1514 0

23 16 21 23 0 2 14132329 19

424 160 224 552 300 538 700 320
M = |443 35 191 294 356 380 603 313
805 339 731 1018 802 838 1385 491

21 5 7 2521111810
C=Mmodn=Mmod3l=|9 4 5 1515 8 14 3
3029 18 26 27 1 21 21

SEFV SJQI
C=|HDENNGMC
ZZQWXBS S
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Nakonec je zvykem prepsat vysledny Sifrovy text do skupin po péti zna-
cich: SHZED ZFEQV NWSNX JGBQM SICS

4. Pocitacova podpora maticovych vypocta a Sifrovani

Uvedeny maticovy vypocet je vhodnou prilezitosti k procvi¢eni prace
se vzorci v Excelu, tabulkovém procesoru firmy Microsoft. Na obr. 1 jsou
prvky ¢tvercové matice K zapsany do oblasti bunék A1:C3 a prvky ob-
délnikové matice P do oblasti bunék A6:H8. Potom je tieba do levého
horniho rohu oblasti A11:H13, tedy do buiiky A1l zapsat vzorec pro
vypocet prvku matice M = K - P. Tento vzorec vhodné& kombinuje abso-
lutni odkazy, které jsou oznac¢eny symbolem $ pied nazvem sloupce, nebo
radku, s relativnimi odkazy. Kdyz pak tento vzorec rozkopirujeme do celé
oblasti A11:H13 pomoci piikazti Ctrl+R (kopiruj vpravo) a Ctrl4+D (ko-
piruj dold), ziskdme vSechny prvky sou¢inu matic K a P.

A B l C l D E F G H
1,4 [10[16]

2 7 0 15

3 23 16 21

4

5._..

5 145 23 12 23 5 24 4
7014 10 28 0 15 14 0
523/ 0 2 14 13 23 29 19

1[=SA1*AS6+SB1*AST+SCI*ASH

12

Obr. 1: Vytvoreni sou¢inu matic v tabulkovém procesoru MS Excel

Podobnym zpiisobem bychom mohli vypocitat také determinant ma-
tice, kdyZz bychom napf. vytvorili vzorec pro Sarrusovo pravidlo, které
ov8em plati pouze pro determinant matice fadu 3.

Druhou, univerzalnéjsi moznosti je vyuzit vestavenou funkci MS Excel
DETERMINANT(A1:C3).
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Jinou moznosti vyuziti pocitace pro podporu maticovych vypocti je
vyuzit{ webového nastroje Matrix calculator, ktery najdeme na webové
strance https://matrixcalc.org/cs/| a pomoci néhoz zvladneme jak
nasobeni matic, tak vypocet determinantu, viz obr. 2.

Dalsi kroky algoritmu Sifrovani mtzeme implementovat do tabulky
v MS Excel. Velmi snadno aplikujeme na jednotlivé prvky matice ope-
raci modulo, kterd je podobné jako vypocet determinantu vestavénou
funkei, a to MOD(A11;31). Slozitéjsi je nasledny pievod ¢isel z mnoZiny
{0,1,2,3,...,30} na pismena Sifrové abecedy. To je vhodny tukol pro
studenty informatiky v ramci cvi¢eni z pfedmétu programovani, protoze
takovy prevod je mozné implementovat jako makro ve skriptovacim ja-
zyce Visual Basic for Applications.

Matrix calculator

Operace s maticemi v Matice A:

Redeni soustav 4 10 16

linearnich rovnic 7 2] 15

Nalezeni determinantu 23 16 21

Nalezeni vlastnich Buiky | ¢ | + | -

vektor Uréit determinant Urgit inverzni matici

Nezbytna Teorie® Transponovat Ur&it hodnost
Vynasobit 2 Trojuhelnikovy tvar
Diagonaini Tvar Umocnit 2

LU rozklad Choleského dekompoz...

O Zobrazovat desetinny zlomek

—60; 23 “75
4 10 16 (@) 703 1406 1406
99 -71 13
7015 ol— = =
1406 703 703
b
23 16 21 28 83 35

703 1406 1406

Obr. 2: Rozhrani interaktivniho webového nastroje Matrix calculator

5. Postup desifrovani prostirednictvim Hillovy Sifry
Nyni pfichézi na fadu algoritmus pro desifrovani prostiednictvim Hillovy
Sifry. Pfijemce obdrzi Sifrovy text:
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SHZED ZFEQV NWSNX JGBQM SICS

Dale vi, Ze k Sifrovani zpravy byl pouZit kli¢ v podobé ¢tvercové ma-
tice K:

DIO 4 10 16
K=|FAN|=|7 015
TOS 23 16 21

Protoze je desifrovani inverznim postupem k Sifrovani, nevyuzije piimo
matici K, ale musi vypoéitat matici k ni inverzni, kterou oznacujeme K 1.
Inverzni matici vypocteme nejrychleji s vyuzitim tabulkového procesoru
MS Excel, nebo pomoci néastroje Matrix calculator. Vypocet je mozné
provést také tuzkou na papir — pouzit Gaussovu—Jordanovu eliminaéni
metodu. Pro dalsi postup je vhodné zbavit se zlomkii uvnit¥ matice tim,
7e pred ni vytkneme prevracenou hodnotu determinantu |K|. Matici,
ktera vznikne z K ! vytknutim |K ~!|, oznac¢ime L:

4 10 16 - 22 2
K'=|7o015| =[5 L 1 | =
23 16 21 2 8. 35
—240 46 150
= 5gpp | 198 —284 52 =|K7Y-L
112 166 —70

Takto pfipraveny desifrovaci kli¢ aplikujeme na matici Sifrového textu C,
kterou ziskdme prevodem z obdrzeného Sifrového textu:

A=|K-L-C=

—240 46 150 SEFV SJQI
= 551z | 198 —284 52 |- HDENNGMC| =
112 166 —70 ZZQWXBS S
—240 46 150 21 5 7 25211118 10
= ogo | 198 284 52 || 9 4 515158 143 | =

112 166 —70 30291826 27 1 21 21
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—126 3334 1250 —1410 —300 —2122 —526 1638
3162 1362 902 2042 1302 —42 680 2480
1746 —806 354 3470 2952 2490 2870 —202

T 2812

Jests oznacime W = L - C, takZe mtzeme psat A = |[K |- W.

Problém s vyslednou obdélnikovou matici A je ten, Ze neobsahuje &isla
z konefné mnoziny {0,1,2,3,...,29,30}, ale nejriznéjsi zlomky, které
vznikly pii Sifrovani aplikaci operace zbytek po celo¢iselném déleni, kde
délitelem je pocet prvku Sifrové abecedy, v nasem piipadé ¢islon = 31, na
matici vzniklou maticovym nasobenim, kde prvnim operandem byl kli¢,
tedy ¢tvercova matice K (z angl. Key) a druhym operandem otevieny
text, prepsany do obdélnikové matice P (z angl. Plaintext).

7 uvedeného duvodu nemiiZzeme pii deSifrovani ziskat otevieny text
jednoduchym vynésobenim matice W pievracenou hodnotou determi-
nantu matice klite |K~!|, ale pro kazdy prvek w;; matice W musime
hledat feSeni diofantovské rovnice

Wi = NTi5 + |K|yij7 v naSem piipadé w;; = 31x,; + 2812y;;.

Protoze takovou diofatntovskou rovnici musime sestavit pro kazdy z prv-
ki vypoctené matice W = L - C', mizeme strucné psat

W =n-X+|K| Y, v naSem piipadé¢ W =31-X +2812-Y.

Mame tedy systém linearnich diofantovskych rovnic, které jsou na sobé
vzajemné zcela nezéavislé a z nichz kazda ma dvé neznamé, jejichz hod-
notu hledame v oboru celych &isel. Nejedna se tedy o soustavu rovnic!

Jednoduse lze ukazat, ze méa-li linearni diofantovska rovnice s celo¢i-
selnymi koeficienty né&jaké celoCiselné feSeni, pak ma celociselnych feseni
nekoneéné mnoho. Necht je dvojice hodnot [z, yo] rizna od [0, 0] fese-
nim rovnice ¢ = ax + by, pak jsou feSenim takové rovnice také vSechny
dvojice [zg 4+ kbxoyo,yo — kazoyol; k € Z.

Diikaz. Plati

c = axg + byo + kabxoyy — kabzxgyo,
¢ = axg + kabxoyo + byg — kabxoyo,
¢ = a(zo + kbroyo) + b(yo — kazoyo)-
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Pro nami sledovany systém linearnich diofantovskych rovnic, rege-
nych v ramci lusténi, ¢ desifrovani textu vzniklého aplikaci Hillovy sifry
s Sifrovou abecedou s n prvky vSak existuje pravé jedno feSeni kazdé
jednotlivé diofantovské rovnice, pro které hodnota nezndmé y odpovida
jednomu ze znakid dané Sifrové abecedy, a tedy je splnéna podminka
y € {0,1,2,3,...,n — 1}. Lze tedy linearni diofantovské rovnice z da-
ného systému W = nX 4 |K|Y, v naSem p¥ipadé W = 31- X 42812V,
fesit tak, Ze za neznamou y dosazujeme postupné hodnoty z konecné
mnoziny {0,1,2,3,...,n—1}, v nasem piipadé {0, 1,2,3,...,28,29,30},
a hledame takové FeSeni, pro které i hodnota neznamé x vychézi celo-
¢iselna.

6. Pocitacova podpora reseni linearnich diofantovskych rovnic

v ramci Hillovy Sifry

Metoda feSeni lineadrni diofantovské rovnice o dvou neznamych, do-
sazenim za jednu z nezndmych, predstavuje mnozstvi rutinnich vypoctiu
s celymi ¢isly, které by nebylo pfijemné provadét ru¢né. I v tomto pii-
padé nam vypocty vyrazné urychli a zefektivni tabulkovy procesor MS

Excel. Pripravime si v ném tabulku s nékolika radky, jejiz ¢ast vidime
na obr. 3.

A B © D E F G H | J K L M N (o] P Q R S

1 c= -126

2

3 psmeme A B ¢ ¢ D E E F G H I J K L M N O P
4 y= 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17
5 2812,y = 0 2812 5624 8436 11248 14060 16872 19684 22496 25308 28120 30932 33744 36556 39368 42180 44992 47804
6  2812.y-c= 126 2938 5750 8562 11374 14186 16998 19810 22622 25434 28246 31058 33870 36682 39494 42306 45118 47930
7 mod3i= 2 24 15 6 28 19 10 1 23 14 5 27 18 9 0 22 13 4
8

Obr. 3: Vytvoreni nastroje pro desifrovani Hillovy Sifry v tabulkovém procesoru
MS Excel

V radku 1 je vstupni pole s hodnotou ¢&isla ¢, prvku matice W, k né-
muz hleddme pfislusné pismeno otevieného textu, rfadek 2 je prazdny.
Poc¢inaje fadkem 3 jsou pripravena data odpovidajici konkrétnim hod-
notam poc¢tu znaku Sifrové abecedy n = 31 a determinantu matice klice
| K| = 2812. Konkrétné fadek 3 obsahuje vSechny znaky Sifrové abecedy,
v nasem pripadé se jedna o pismena A, B, C, C, D, E, E,F,G H,I1J,
K,L, M,N,0,P,Q,R,R,S,S, T,U,V,W, X, Y, Z aZ. Radek 4 zrcadli
tyto znaky Sifrové abecedy do jejich ¢iselné hodnoty, ktera je postupné 0,
1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23,
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24, 25, 26, 27, 28, 29 a 30, tyto hodnoty pfedstavuji hodnoty neznamé y,
které jsou v ramci tabulky dosazeny do konkrétni linearni diofantovské
rovnice. Radek 5 obsahuje tytéz hodnoty vynasobené determinantem
kli¢e | K| = 2812. Cisla v fadku 6 ziskdme z hodnot v fadku 5 ode¢tenim
¢isla ¢, k némuz hledame odpovidajici znak Sifrové abecedy. A posledni
radek 7 predstavuje test celo¢iselnosti druhé neznamé x. Pokud ma byt
hodnota z celé ¢islo, musi byt hodnota v fadku 6, tj. |K|y — ¢ d&li-
telna ¢islem n. V naSem pripadé 2812y — ¢ musi byt délitelné ¢islem 31.
Opét pouZijeme vestavénou funkci MOD(B6;31), kterou rozkopirujeme
z buniky B7 doprava, tedy do dalsich sloupci C az AF. Regen rovnice
nalezneme v tom sloupci, ve kterém vyjde v fadku 7 zbytek po déleni
nula, tedy tam, kde jsou oba kofeny rovnice celo¢iselné. Abychom fe-
Seni nalezli co nejrychleji, pomiZeme si podminénym formétovanim a
buiiky v fadku 7, které maji hodnotu rovnu nule, barevné zvyraznime.
Na obr. 3 je zvyraznéna bunka P7, kterda odpovida v ramci Sifrové abe-
cedy pismenu M. Cislo ¢ = —126 v matici W tedy odpovidé pismenu M.
Timto zptsobem postupné deSifrujeme vSechna pismena tajné zpravy.
Pro prvnich sedm pismen Sifrového textu postupné dostéavame:

e rovnice
—126 = 31z 1 + 2812y 1
ma FeSeni 1 1 = —1274, y1 1 = 14
e rovnice

3162 = 31:172’1 + 2812?/2’1

ma FeSenf zo1 = 102, y21 =0

e rovnice
1746 = 31zs 1 + 2812y3 1
ma FeSeni 3, = —2030, y31 = 23
e rovnice
3334 = 31z 2 + 2812y, o
ma FeSenf z1 0 = —346, y12 =5
e rovnice
1362 = 31.’172’2 + 2812y2’2
ma FeSeni x99 = —1226, yp 0 = 14
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e rovnice
—806 = 31!@3’2 + 2812y3’2

ma TeSeni x39 = —26, y32 =0

e rovnice
1250 = 31.’171’3 + 2812y1’3

mé FeSeni x; 3 = —2046, y1 3 = 23

Témto ¢islim odpovidaji pismena M, A, T, E, M, A, T. Jestlize prove-
deme vypocet pro vSech 24 prvka matice W, dostaneme otevieny text
zpravy: MATEMATICKYM TALENTUM ZDAR.

7. Metodické a didaktické poznamky

Princip Hillovy Sifry byva v publikacich vénovanych kryptologii zpra-
vidla jen struéné zminén, viz napt. [2]. Proto zéjemci o tento zajimavy
Sifrovy systém nezbyva nez promyslet detaily Sifrovacich a deSifrovacich
algoritmt a jejich moznou implementaci do prostfedi tabulkového pro-
cesoru MS Excel samostatné. Algoritmus navrzeny v tomto ¢lanku vy-
uziva matematiku, kterou studoval Diofantos z Alexandrie ve 3. stol.
n. L., k deSifrovani maticové Sifry, kterou zkonstruovat Lester Sanders
Hill ve 20. stol., a navic urychluje a usnadiiuje rutinni vypocéty vhodnym
vyuzitim digitalnich technologii.

Téma lze zafadit jako rozgifujici do vyuky maticového poctu, at jiz
v ramci dvodniho kurzu matematiky v bakalafském studiu na vysoké
gkole, nebo v matematickém seminafi na gymnaziu, pripadné v kurzu
programovani — pfi praci s dvourozmérnymi poli. Jisté zaujme mate-
maticky talentované studenty a ¢ast z nich povzbudi k hlubsimu z&jmu
o rozmanité aplikace matematiky v kryptologii.

Literatura

[1] Willers, M.: Algebra bez (m)uceni: Od arabskijch matematiki k tajngm Sif-
ram: matematika v kaZdodennim Zivoté: fascinujict ¢isla a rovnice. Grada,
Praha, 2012.

[2] Zelenka, J., Capek, J., Francek, J., Janakovéa, H.: Ochrana dat. Kryptolo-
gie. Gaudeamus, Hradec Kralové, 2003.
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Lze zit bez Abaku?
Alena Vavrova, ZS Kodaiisk4, Praha

ABSTRAKT. Cldnek krdtce referuje o pomérné populdrni hire Abaku. Popisuje
jeji pravidla a hodnoti jeji vliv na skoldky, kterym je primdrné urdéena.

Abaku je scrablova hra, kde se na desce misto slov z pismen skladaji
z Cislic priklady (rovnosti). Ty se tvoii bez pouzivani matematickych
symbolii. Pravidla povoluji zakladni matematické operace, druhou a tieti
mocninu a odmocninu (bez pouziti symbolt). Priklady na desce se ¢tou
zleva doprava a shora doli. Poradi zapisu je:

&islo (operace) ¢islo (rovnéa se) ¢islo

Napiiklad skupina ¢isel 15690 se ¢te 15 - 6 = 90. Piiklady se mohou
Tetézit, navazovat na sebe. Naptiklad uvedena skupina 15690 v sobé jesté
obsahuje 1 +5=6a15—-6=9.

Abaku nenf jen deskova hra. M4 propracovanou metodiku (obr. 1) a
radu dalsich pomiicek, jako jsou karty a kostky. Existuje spousta hravych
aktivit na procvicovani, ktera z Abaku déla vhodné prostredi do vyuky.

Mgr. Alena Vévrové

A3ARK:

METODIKA

o

Obr. 1

MINDOK

Od prvnich chvil, co jsme zacali vyuzivat Abaku pii vyuce, se vedly
diskuse, jak velky vliv m& Abaku na pocetni dovednosti déti. Vznikly na
to téma diplomové préce, byly pokusy testovat dovednosti déti pied a po
néjaké dobé uzivani Abaku. Nic z toho nemélo tak prikazné vysledky,
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abychom mohli jasat, Ze mame super zdokonalujici metodu. A hlavné
nic z toho nestacilo presvédéit zastupy pochybovacii.

Po cca deseti letech vyuzivani Abaku pfi vyuce matematiky na dru-
hém stupni je mozné fFici, Ze jsou rozdily mezi tfidami s vyraznym zapo-
jenim Abaku a tiidami ,,abakem nepolibenymi“. JenZe rozdily to jsou ne-
uchopitelné, statisticky nevyznamné — jedna 8kola, specifické podminky,

desitky déti.

Uvedme pfipad Lenky, zdkyné osmé ti¥idy. Divka mé slabé vysledky,
velmi pomalé osobni tempo. Latka osmé tiidy (vyrazy, rovnice) uz zda-
leka presahuje jeji moznosti, tak radéji séhne po Abaku. Hraje pravidelné

s robotem (obr. 2).

Online hrani umoznuje sledovat fadu parametri, v tomto p¥ipadé byl
nejzajimavéjsi vyvoj pramérného ¢asu potiebného na jeden tah.
Nejdilezit&jsi ale je, ze déti Abaku bavi. Hraji si s ¢isly a utvrzuji si

pozitivni vztah k matematice.

4 - s s

D

P

o

306:260

¢

A2 5z
LENKA Robot 1
STATISTIKY X
DonmANG ABAku  mosoTa - ® =)
( @@ o o ‘ Y LENKA Robot 1
bodd 306 260
‘77777‘7‘77‘7‘777 max skére 3 35
T Y Y ) ) zisk/tah 271 23
. polozeno/tah 277 275
@ @ @ v piiklad/tah 1.77 125
castah GI| s»
& 01000000 eoR R
o o o o poutito 0 3 3
o X oooa los/primér 383 542
= 0= = : - polozeno 1-4 19 9
\ @@ o 0 o o polozeno 59 n 7
\ 0 ‘ 0 o o b2/ 00 00
- >~ - > - bp2u3K 00 010
08 09GOS O0® 0Nk 0 | o
Y 0 N Y Y 0 e pass 0 0
chyba 1 0
0000080 :
-« «» 28.4.

Obr. 2
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Informace o publikacich vydavatelstvi Portal II
Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. V é&ldnku je prezentovdna jedna populdrni matematickd publikace
vydavatelstvi Portdl. Z této publikace jsou prezentovdany konkrétni problémy,
jejich Tesent je ale ponechdno na étendii.

1. Uvod

Tento ¢lanek je pokracovanim ¢lanku [4]. Opét se jedna o prezen-
taci publikace vydavatelstvi Portal. Toto vydavatelstvi vydava mimo jiné
knihy, které popularné prezentuji slavné matematiky a jejich, a nejenom
jejich, matematické poznatky. Na minulé konferenci byly prezentovany
publikace Jakou barvu md medvéd a Prijdou t7i logici do baru.

Nyni je prezentovana publikace geherezcidiny hdadanky a dalsi podivu-
hodné ulohy, kterd obsahuje mnoho matematickych pribéhii, hddanek,
hlavolamu s tkoly k feSeni, mnoho starych historek, a fadu logickych
iloh a paradoxt. Kniha je napsana zabavnou formou, ktera navazuje na
predchozi publikace jinych autort. Ulohy jsou riizné obtiznosti pro zaky
v8ech stupnu skol, ale i pro dospélé ¢tenafe.

V nékolika nasledujicich kapitolach se nebude jednat p¥imo o citované
publikaci, ale o jejich predchidkynich, které byly inspiraci k napséani
sledované knihy.

2. Tisic a jedna noc

Kniha Tisic a jedna noc, nebo v ¢eské verzi Pohddky tisice a jedné
noci, kterou pripravili spisovatel Frantisek Hrubin a ilustrator Jifi Trnka,
ma vsak svij pocatek v davné minulosti.

Jedné se o stfedovékou arabskou anonymni sbirku lidovych pohadek,
bajek, anekdot a dalsich pfibéhii.

Nejstarsi ¢ast sbirky je indického ptivodu ze za¢atku 1. tisicileti. Poté
se dostala sbirka do Persie a v 3. az 7. stoleti pribyly dalsi ¢asti. Na-
sledné v 7. az 13. stoleti sbirku vlastnili Arabové a opét se rozsitila. Do
sbirky byly doplnény i ndméty mezopotamské, fecké, byzantské, zidov-
ské. Pak se sbirka dostala do Egypta a i tam se sbhirka zvétSovala zhruba
do 16. stoleti.
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Originaly sbirky z éry indické a éry perské se nedochovaly, tak se vét-
Sinou uvadi, Ze sbirka je pivodu arabského a Ze vznikala v 7. az 16. sto-
leti. Dvé ilustrace arabského rukopisu sbirky jsou uvedeny na obr. 1 a 2

(zdroj [1]).
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Z Egypta nakonec piivezl sbirku v 17. stoleti francouzsky orientalista
a archeolog Antoine Galland do Pafize a pfrelozZil ji pod nazvem Tisic a
jedna noc.

Jaky je obsah této sbirky? 5
Zakladnim schématem celé knihy je vypravéni moudré a krasné Sa-
hrazad krutému krali Sahrijarovi. Sahrijar byl kdysi oklamén svou man-
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zelkou, ktera se milovala s otroky. Kral nechal otroky popravit a sam
zaneviel na Zeny. Od té doby se kazdy den oZenil s jinou pannou, stravil
s ni noc a rano ji nechal popravit. Po tfech letech uz nebyla ve mésté
zddna panna, tak Sahrijarflv vezir mél privést odnékud dalsi divku. Sa-
hrazad, dcera vezira, chtéla svému otci pomoci. Nabidla se krali, Ze bude
jeho dalsi Zenou, ale Ze mu bude vecer vypravét néjaky pribéh. Kral sou-
hlasil. Sahrazad tedy veler zacala vypravét ptibéh, ktery byl ale delsi
a bylo tfeba u néj premyslet, takze se Sahrazad podaiilo piib&h nedo-
koncit. Kral byl ale zvédavy, jak to dopadlo, tak Sahrazad nepopravil.
Druhou noc Sahrazad piibéh dokoncila a zacala novy, ale opét ho nedo-
koncila. A tak se to délo tisic a jednu noc. Sahrazad mezitim porodila
t¥i syny, tak ji kral nakonec nechal na Zivu.

Sahrazad byla a je mezi ¢tenafi oblibenou a uznévanou postavou,
takze ji ztvarnilo mnoho umélct. Jedno takové dilo je na obr. 3, jejim
autorem je Sophie Gengembre Andersonova.

Obr. 3

3. Tisici druha pohadka Seherezady

V roce 1845 napsal Edgar Alan Poe ironickou povidku Tisici druhd
pohddka §eherezddy reagujici na sbirku Tisic a jedna noc, kde Poe ,,uvadi
véc na pravou miru“.

Poe tvrdi, ze kdyz kralova zloba na Zeny pominula, Ze Seherezada
fekla krélovi, Ze jeji vypravéni o zézracich nebyla tak tuplné pravdiva,
protoze v souCasné dobé jsou jiz popisované zézraky béznou ¢innosti.
Kral se rozzlobil, zastavil Seherezadu, Ze uz to pry nemuze poslouchat.
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A druhy den byla Seherezada popravena. Uvodni strana jednoho vytisku
povidky je na obr. 4 [2].

THE THOUSAND-AND-SECOND TALE OF
' SCHEHERAZADE.

BY EDOAR A. POE.

Truth is stranger than fiction.—0d Saying

AVING had oecasion, lates

nat, & work which (like the
Zohar of Simeon Ischaides)
is searcely known at all, even
in Burope, and which has
never been guoted, to my
knowledge, by any American—if we
excepi, perhaps, the anthor of the * Cu-
American Literature ;" —
having had occasion, I say, to turn over
some pages of the first-mentioned very
remarkable work, I was not a little astonished to
discover that the literary world has hitherto been
strangely in error respecting the fate of the vizier's
daughter, Scheherazade, as that fate is depicted in
the ' Arabian Nights,” and that the denouement
there given, il not aliogether inaccurate, as far ns it
goes, is at least to blame in not having gone very
mach farther.

For full information on this interesting toj 'c, I
must refer the inquisitive reader to the ** T-
ot itself: but, in the mean time, T shall be par-
doned for giving a summary of what I there dis-
covered,

It will be remembered that, in the usual version
of the tales, a certain monarch, having good couse
to be jealous of his queen, not only put her imme-
diately 1o death, but makes & vow, by his beard
and the prophet, to espouse each night the most
Deautiful meéden in his dominions, and the nest
‘morning to deliver her up o the executioner.

Having fulfilled this vow for many years to the
letter, and with a religious punctuality and method
that conferred great eredit upon him as a man of
devout féelings and excellent sense, he was inter-
rupted one afternoon (no doubt at his prayers) by a
visit from his grand vizier, to whose dnughmr, it
appears, there had occurred an idea.

Her name was Scheherazade, and her nien ‘was
that she would either redeem the land from the de-
populating tax upon its beauty or perish, after ihe
approved fashion of all heraines, in the attempt.

Accordingly, and although we do not find it
stated to be Leap-year, (which makes the snerifice
more meritorious,) she depates her father, the grand
‘vizier, to make an offer to the king of her hand.
This hand the king eagerly accepts—he had in-

VOL. XXX.~6

tended to take it ot all events,and had put off the
mater from day to day only through fear of the
vizier)—but, in accepting it now, he gives all par-
ties very distinctly to understand that, grand vizier
or no grand vizier, he has not the slightest design
of giving up one iota of ks vow or of his privilegos.
‘When, thercfore, the fair Scheherazade insisted
upon marrying the king, and did actially marry
him in despite of her father’s cxcellent advice not
to do any thing of the kind—when she would ‘and.
did marry him, Isay, will I nill I, it was with her
beantiful black eyes ns thoroughly open os the na-
ture of the case would allow.

It seems, however, that this politic damsel (who
had been reading Machiavelli, beyond doubt,) had
a very ingenious little plot in her mind. On the
might of the wedding she contrived, upon I forget
what specious pretence, to have her sister oecupy &
couch sulliciently near that of the royal pair to ad-
mit of easy conversation from bed to bed; and, &
little before cock-crowing, she took carc to awaken
the good monarch, her husband, (who bore her
none the worse will because he intended to wring’
her neck on the morrow,)—she managed to awake
him, T say, (although, on account of o eapital con--
science and an casy digestion, he slept well,) by
the profound interest of a story (about a rat and «
black cat, I think,) which she was narrating (all in
an under-tone, of course, ) to her sistor.  When the
day brake, it so happened that this history was not
altogether finished, and that Scheherazade, in the
nature of things, could not finish it just then, since -
it was high time for her to get upand be bow-
strung—a thing very little more pleasant than hang-
ing, only a trifle more genigel.

“The king's curiosity, however, prevailing, I am

. sorry 1o say, even over his sound religious pri
ples, induced him for this ance to pastpone the ful-
filment of his vow until next morning, for the
purpose and wilh the hope of hearing that night
how it fared in the end with the black cat (a black
cat T think it was) and the rat.

The night having arrived, however, the lady
Scheherazade not only put the finishing stroke to
the black cat and the rat, (the rat wos blue,) bu
before she well knew what she was about, found
herself deep in the intricacies of a narration, having
reference (if I am not altogether mistaken) to &
pink horse (with green wings) that went, in &
violet manner, by clockwork, and was wound up

. 61

Obr. 4
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4. Seherezadiny hadanky

Kniha ma cely nazev S'eherezddmy hddanky a dalsi podivuhodné 1lo-
hy [3] (v origindle The riddle of Scheherezade). Jejim autorem je Ray-
mond M. Smullyan. Kniha byla napsana v roce 1997. Pfedni strana jeji
obalky je na obr. 5.

Raymand Smullyan '%‘Ja

SEHEREZADINY
HADANKY

a dalsf podivuhodné tlohy

Raymond Smullyan byl americky matematik, logik a filosof, zacinal
vSak jako kouzelnik.

Prezentovana kniha vysla v ¢eském jazyce v nakladatelstvi Portal v le-
tech 2004 a 2020. V publikaci je 235 logickych problému, které jsou za-
jimavé ¢asto vtipnym reSenim.

Smullyan chtél uverejnit mnoho logickych problému a hadanek ve své
kniZce a chtél n&jakym zajimavym zptsobem upoutat pozornost na tuto
knizku, proto cely text ponofil do pohadky, ktera je pokracovanim jeho
dvou pfedchudcu.

Smullyan v avodu své knizky tvrdi, Zze ,ziskal dalsi material Jeto-
takéine, kde je opét vse o Seherezadé uvedeno na pravou miru“. Pry
Seherezada nebyla popravena. Tedy Seherezada zde pokracuje ve vypra-
véni dalsich, hlavné logickych piibéht. Smullyan popisuje Seherezadu
jako ,,Zzenu s tak tzasnym logickym myslenim, Ze by ji mohli zavidét i ti
nejvétsi myslitelé nasi doby*.

Kniha je rozdélena na dvé ¢asti. V prvni ¢asti pokracuji pfibéhy od
tisici tfeti do tisici tfinacté noci, ve druhé ¢asti prezentuje Seherezada
moderni logické tlohy. Kniha méa tento obsah:
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Kniha prvni: Nejvétsi hadanky Seherezady
Kapitola I Zdroj

Kapitola IT V ni se vyprdvi, jak Seherezdda krdle bavila behem tisici tieti
noct

Kapitola IIT V' ni se vyprdvi, jok Seherezdada krdle bavila béhem tisici
cturté noci

Kapitola IV Tisict éturtd noc, v niz Seherezdda vyprdvi nékteré hadanky
z ddvngjch dob

Kapitola V Tisici Sestd noc, ve které davd Seherezdda rizné ulohy z prav-
dépodobnosti

Kapitola VI Tisici sedmd noc, ve které Seherezdda vyprdvi o dobrodruz-
stvich nekterjch ze ctyriceti Alibabovych loupeznikii

Kapitola VII V niZ Seherezdda béhem tisici osmé noci vypravi nékteré
dalsi hddanky a svd vyprdveni uzavird chytrym matematickym po-
stirehem

Kapitola VIII V ni se popisuje Seherezddino dzasné vYprdvéni o maz-
distech a ahrimanovcich

Kapitola IX Tisici desdtd noc, v niZ Seherezdda vyprdvi dalsi pribéhy
o mazdistech a ahrimanovcich

Kapitola X V ni se vyprdvi, jak Seherezdda behem tisict jedendcté noci
bavila krdle nékterymi specialitami

Kapitola XI Seherezddiny hadanky béhem tisict dvandcté noci

Kapitola XII Tisici trindctd noc, v niz Seherezdda vypravi piibéh o Al-
-Chizrovi

Kapitola XIII Zdsadni otdzka

Epilog

Pozndamka: Mazdisté uctivaji perského boha Ahuru Mazdu, ktery je bo-
hem dobra a vzdy mluvi pravdu, Ahrimanovci uctivaji perského boha
Ahrimana a vzdy lZou.

Kniha druhé: Od Seherezady k moderni logice
Kapitola XTIV Donucovact logika

Kapitola XV Pravoruké a levoruké donucovdni
Kapitola XVI To nejlepsi z donucovact logiky
Kapitola XVII Nestdli lhari
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Kapitola XVIII éz’nsky, nebo japonsky?
Kapitola XIX Oron a Set

Kapitola XX Kterd osobnost?

Kapitola XXI No to snad ne

Kapitola XXII Zdbavné logické hry
Kapitola XXIII Neékteré gidelovské hdadanky
Kapitola XXIV Neékteré zvldstni paradoxy

Tii dlohy z této knihy jsou na obr. 6-8. Regeni dloh nechavéme &te-
nafim k samostatnému feSeni.

1. Co to je?

,Vzneseny krali," zacala Seherezada, ,,dovol, abych ti nejprve dala
jednu hadanku: Co to je, co je vétsi nez Allah? Mrtvi to jedi; a kdyz
to jedi zivi, zemfou."

»No, pockej!" rekl kral. ,, Ta hadanka nema odpovéd! Nic neni
vétsi nez Allah a je rouhani fikat néco jiného!*

,Ja se nerouham," odpovédélala Seherezada, ,,a ty jsi pravé ekl
spravnou odpovéd'."

,O €em to mluvis?" zeptal se kral.

Jaka je odpovéd na Seherezadinu hadanku?

Obr. 6

3. Jak to dokazali?

,Péknél" rekl kral, kdyz se dozvédél reseni. . Rekni mi dalsi hadanku."

,Dobra," Fekla Seherezada. ,,Dva velbloudi stali a divali se opaé-
nym smérem Jeden se dival presné na vychod a druhy presné na
zapad. Jak se mohli vidét, aniz by chodili a otaceli se? Oni dokonce
ani nepohnuli hlavou.”

»Hmm,*“ rekl kral, ,, myslim, Zze tam muselo byt n&jaké zrcadlo."

+Ne," Fekla Seherezada, ,byli uprostfed pousté a na mile daleko
nebyla zadna zrcadlici plocha.”

., Tak to nevim," rekl kral.

Jak to dokazali?

Obr. 7
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76. Mazdisté a ahrimanovci

,Doslechla jsem se, vzneseny krali, o jednom podivném mésté v Persii
nebo pobliz Persie, v némz je kazdy obyvatel bud mazdista, nebo
ahrimanovec."

., Co to znamen4, co jsou zac?" zeptal se kral.

»Mazdisté uctivaji perského boha Ahuru Mazdu, jenz je bohem
dobra; naproti tomu ahrimanovci uctivaji zlého perského boha Ahri-
mana. Mazdovci vzdycky mluvi pravdu — nikdy nelzou. Ahrimanovci
nikdy nemluvi pravdu — vzdycky Izou. Vsichni ¢lenové jedné rodiny
jsou vzdy stejné viry. Tedy v kterékoli dvojici bratréi jsou oba bud
mazdisté, nebo oba ahrimanovci. Nedavno jsem slysela pribéh o dvou
bratrech tohoto mésta, Bahmanovi a Pervizovi, kterych se jednou
kdosi zeptal, jestli jsou zenati. Odpovédéli takto:

Bahman: ,Oba jsme zenati.*

Perviz: ,Nejsem Zzenaty.’

Je Bahman Zzenaty, nebo ne? A co Perviz?"

Obr. 8

4. Zavér

Na zavér ukdzeme obalky dalsich dvou knih napsanych Raymondem
Smullyanem, a to knihy Jak se jmenuje tahle kniZka? vydané v nakla-
datelstvi Portal a knihy Ddma s tygiikem a dals$i logické hrdtky (obr.
9 a 10, str. . Viele doporucujeme jejich pfec¢teni. Problémy v nich
uvedené ¢tenare jisté pobavi a mnohé i poudi.
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