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UVODEM

Uvodni slovo k jedenactému setkani

V letosnim roce 2024 probéhl jiz jedenacty ro¢nik konference Ani je-
den matematicky talent nazmar. Tato konference se od svého podatku
koné jako bienale, ale v roce 2021 tuto frekvenci narusil covid, takze
se setkani piivodné probihajici v lichych letech presunula na sudé roky.
Presnégjsi data tykajici se této konference nasleduji v tvodni prednasce.

Konference Ani jeden matematicky talent nazmar je tematicky ori-
entovana na talentované zaky v matematice a prirodovédnych oborech.
V predchozich letech §lo obsahové prevazné o matematiku, v tomto roce
byl patrny posun témat do piirodovédnych oblasti, hlavné v8ak zacala
dominovat oblast informatiky, coZz odpovida vyvoji spole¢nosti pravé
timto smérem.

Na konferenci zaznéla fada zajimavych a podnétnych prednések. Cast
konferen¢niho ¢asu byla také vénovana dvéma stolnim hram, viz nésle-
dujici pfispévky.

Prednasky byly vénovany veku zakt prvniho stupné zékladni skoly az
studentt vysokych skol.

Konference méla tradi¢ni prubéh. Popaté v historii se organizace i
finan¢ni podpory ujala Univerzita Hradec Kralové, konkrétné Piirodo-
védecka fakulta, a Kralovéhradecka pobocka J CMF.

Konference jako obvykle probihala ve vyborné pratelské atmosféie pii
jednani i béhem traveni volného casu.

Nezbyva, nez se opét t&sit na pristi konferenci Ani jeden matematicky
talent nazmar.

Jaroslav Zhouf



UVODNI PREDNASKA

10 konferenci Ani jeden matematicky talent nazmar
Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. Cldnek rekapituluje uskutecnéngch 10 konferenci Ani jeden ma-
tematicky talent nazmar. Dozvime se zde, kdy se konference konaly, kdo je
organizoval, kolik ucastniki konference mély a Fadu dal§ich informaci.

1. Uvod

Pred vice nez 20 lety se komunita pfevazné uditeld, ktefi ucili na
matematiku talentované zaky a organizovali pro né nejriznéjsi soutéze —
¢imz vlastné vychovavali budouci vyznamné matematické odborniky a
také budouci ucitele, ktefi budou vychovavat opét nové matematické
talenty — rozhodla usporéddat novy typ konference, a to pravé s uvedenou
tématikou. Ucastniky konference byli a jsou vétsinou ucitelé zakladnich,
stfednich i vysokych gkol.

Bylo rozhodnuto, Ze se prvni konference usporada v Hradci Kralové.
Tam tato konference postupné zdomacnéla, takze se tam doposud konaly
vSechny jeji ro¢niky.

Postupné se ukazalo, ze jde o dulezitou konferenci, proto bude dobré
na ni zavzpominat a upozornit na zajimavé skutecnosti, které se ji tykaji.
Jelikoz podstata a vyznam této konference je nasnadé, vénuje se ¢lanek
hlavné tomu druhému pohledu, tj. statistickym tdajim.

2. Prvni konference

Prvni konference se uskutec¢nila 24.-26. 4. 2003, tedy Slo o tfidenni
konferenci, a to ve étvrtek, v patek a v sobotu. Mistem konani byla
Stiedni zdravotnicka skola Hradec Kralové.

Konference byla podpofena grantem GAUK 316/2001/A-PP/PedF,
jehoz Tesitelem byl autor tohoto ¢lanku, proto konferenci i zahajil.

Pocet ucastniki této prvni konference bylo 109.

Konference méla tuto strukturu: jedna plenarni pfednaska (Jif{ Ma-
res, Zaci nadani a talentovani na matematiku), 30 kratsich piispévki
paralelné v 5 mistnostech, 4 dilny.



Nasledné po skonceni konference byl Pedagogickym centrem HK vy-
déan sbornik v po¢tu 220 kust. Jeho editorek byl Jaroslav Zhouf, coz mu
jiz ztistalo i pro vS8echny sborniky dalsich konferenci.

Na zavér konference bylo rozhodnuto, ze konference bude nadale ve
formé bienale. A také byl ustanoven programovy vybor pro dalsi ro¢niky:
Jaroslav Zhouf, Vladimir Burjan, Robert Geretschlaeger, Frantisek Ku-
fina, Josef Molnar.

3. Druha, treti a ¢tvrta konference

Dalsi t¥i konference se konaly v terminech 14.-16. 4. 2005, 3.-5. 5.
2007 a 16.-18. 4. 2009, slo tedy také o tfidenni konference.

Programovy vybor mél vyse uvedené slozeni, organizacni vybor v téch-
to roé¢nicich tvorili: Lenka Takadova (SOU obchodni), Michal Musilek
(Stfedni zdravotni 8kola) a Nada Pourova (Stfedni zdravotni skola). Or-
ganiza¢nimi institucemi byly Pedagogicka fakulta UK Praha (PedF UK),
JCMF, Stiedni zdravotnicka skola HK, Pedagogické centrum HK. Mis-
tem konavani byla opét Stiedni zdravotnicka skola Hradec Krélové.

Zajimavym momentem byly vzdy v patek dopoledne oteviené hodiny
na ZS a SS v Hradci Kralové. A také pateéni spolecensky vecer — vzdy
s pfednéskou Emila Caldy.

Podty ucastnikii byly: 85 (2. konference), 118 (3. konference), 73 (4. kon-
ference). Vydavatelem sborniku byla PedF UK Praha.

Poc¢ty vydanych sbornika byly: 150 (2. konference), 160 (3. konfe-
rence) a 120 (4. konference). Vydavatelem sborniku byla stale PedF UK
Praha v ramci granti GAUK, jejimz TeSitelem byl Jaroslav Zhouf.

4. Pata a Sesta konference

Terminy konéni téchto konferenci byly 8.-9. 4. 2011 a 10.-11. 5. 2013.
Zde je vidét podstatna zména oproti predchozim konferencim, a to zkra-
ceni ze tif dnt na dva dny (patek a sobota). Tato zména se udrzela uz
u vSech nasledujicich konferenci.

Programovy vybor se nezménil, malinko se zménil organiza¢ni vybor
na pouhou dvojici Lenka Takacova (SOU obchodni) a Michal Musilek
(PfF UHK a pobotka JCMF). Organiza¢ni instituce se také malinko
obménily, a sice PedF UK Praha, SUMA JCMF, Skolské zafizeni Kra-
lovéhradeckého kraje.

Mistem konani se poprvé stala Univerzita Hradec Kralové (UHK),
a tak to zustalo do soucasnosti. Podstatnou zménou bylo vypusténi ote-



vienych hodin na ZS a SS. A uZ se téz nekonal spolecensky veder. A tak
to ztistalo i nadale.

Pocty ucastnika byly: 45 (5. konference) a 45 (6. konference).

Pocty vydanych sbornikii byly: 100 (5. konference) a 100 (6. konfe-
rence). Vydavatelem sborniku se opét stala PedF UK Praha, protoZe to
bylo stale v ramci grantu GAUK.

5. Sedma a osma konference

Terminy konani téchto konferenci byly 5.-6. 6. 2015 a 26.-27. 5. 2017.

Programovy vybor se nezménil, zménil se organizaéni vybor na dvojici
Iva Vojkivkova (Fakulta Informatiky a managementu UHK) a Michal
Musilek (P¥F UHK a pobocka JCMF) Organizétorské instituce se po-
zménily na Pobocku JCMF HK, PrF a FIM UHK.

Pocty ucastnika byly: 20 (7. konference) a 26 (8. konference).

Poc¢ty vydanych sbornikii byly: 100 (7. konference) a 150 (8. konfe-
rence). Vydavatelem sborniku se stalo vydavatelstvi Gaudeamus, UHK.

6. Devata a desata konference

Devata konference se konala 24.-25. 5. 2020. Desata konference se
méla konat v roce 2021, napadl nas ale covid, takze se tato konference
o rok posunula na termin 27.-28. 5. 2022.

Programovy vybor se ztencil na dvojici Jaroslav Zhouf, Josef Molnar.
Organiza¢ni vybor se nezménil, organizatorské instituce také ne.

Pocty ucastnika byly: 28 (9. konference) a 37 (10. konference).

Pocty vydanych sborniki byly: 150 (9. konference) a 150 (10. konfe-
rence). Vydavatelem bylo opét fakultni vydavatelstvi Gaudeamus, UHK.

7. Zavér

Z uvedenych udaju je vidét, jak se priubéh konference Ani jeden ma-
tematicky talent nazmar vyvijel a proménoval.

Konference si neustale udrzuje pomérné velky ohlas mezi uciteli a
ostatnimi odborniky, které fandi matematice a vychové svych nasledov-
nikt. Doufejme, Ze to takto bude i nadéle. Souc¢asna 11. konference mé ve
svém programu mnoho zajimavych pirispévki. Proto ji i dalsim ro¢nikim
prejme stale pozitivni hodnoceni.

Literatura

[1] Deset sbornikii konference Ani jeden matematicky talent nazmar, 2003—
2023.
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DALSI PREDNASKY

Aplikace Mattecoach
Eligka Berankova, PfF UP, Olomouc

ABSTRAKT. Cilem cldnku je predstavit aplikaci Mattecoach, kterd nabizi no-
vou formu online doucovdni matematiky pro vSechny Ziky zdkladnich a stred-
nich skol. Cldnek predstavi historii aplikace, jeji fungovdni a pFinosy pro Zdky
a soucasné i pro studenty ucitelstvi matematiky v Ceské republice.

1. Uvod

Matematika je neodmyslitelnou souc¢asti zdkladniho a stfedntho vzdé-
lavani, pri¢emz ¢asto predstavuje vyzvu nejen pro zaky, ale i pro ucitele.
Pravé proto je zésadni hledat efektivni zpisoby, jak tuto vyzvu prekonat
a podpofit zéky v jejich rozvoji. Aplikace Mattecoach pfinasi moderni
feSeni pro efektivni douc¢ovani, které je dostupné, flexibilni a anonymni.
Projekt si klade za cil zptistupnit kvalitni matematické doucovani Siroké
skupiné zaki.

2. Aplikace Mattecoach

Aplikace Mattecoach [4] byla spusténa v roce 2009 ve Svédsku s cilem
poskytnout online podporu v matematice zdktim zakladnich a stfednich
skol. Projekt je vysledkem spolupréce tii svédskych univerzit: Linkoéping
University, KTH Royal Institute of Technology (Stockholm) a Chalmers
University of Technology (Goteborg). V roce 2023 byla aplikace spusténa
také ve Skotsku, kde je realizovana na University of Edinburgh. Vznik
anglické verze [3] umoznil zpFistupnit aplikaci studenttim po celém svété.
V roce 2024 byla naviazana spoluprice mezi $védskymi univerzitami a
Univerzitou Palackého v Olomouci, diky ¢emuz se projekt rozsitil do
Ceské republiky a nabizi Zaktim zékladnich a stFednich skol podporu pii
studiu matematiky v ¢esting. Ceska verze aplikace byla spusténa v fjnu
2024 a je dostupné na webovych strankach [5].

Stejné jako ve évédsku, i v Cesku aplikace poskytuje sluzby zdarma.
Tento pristup reflektuje zakladni filozofii projektu: zajisténi rovného p¥i-
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stupu ke vzdélani bez ohledu na socioekonomické podminky studentt.
Ceska verze aplikace funguje od pondéli do ¢tvrtka v ¢asovém rozmeszi
17.00-20.00 podle $védského modelu, ktery se osvédcil jako efektivni.

3. Prace s aplikaci Mattecoach

Aplikace Mattecoach je urcena zékim zakladnich a st¥ednich gkol,
ktefi chté&ji zlepsit své dovednosti v matematice. Z4ci mohou aplikaci vy-
uzit k opakovani na test, k feSeni konkrétniho prikladu nebo i v pripadé,
ze chtéji probrat celou kapitolu, se kterou si nevi rady nebo na ni ve
skole chybéli. Bez ohledu na to, zda maji pocit, Ze jsou pozadu a potie-
buji pomoci nebo zda mifi na nejvyssi znamky anebo je zajimé néjaka
kapitola, kterou ve 8kole jeSté neprobirali. V této souvislosti muze byt
Mattecoach i néstrojem a prilezitosti pro podporu matematicky nada-
nych zaki, ktefi mohou aplikaci vyuzit k prozkoumani novych témat ve
spolupraci s kou¢i. Za dobu svého fungovani pomohla aplikace vice nez
70 000 zaktm pii studiu matematiky [2].

Samotné doucovani probihé prostfednictvim chatu a interaktivni ta-
bule, coz nabizi moznost anonymni a personalizované pomoci. Pouzivani
chatu a sdilené tabule také umoziuje flexibilitu pfi poskytovani pomoci
s matematikou odkudkoli, kde ji Zaci potfebuji. Vyuziti chatu nabizi
kou¢tim moznost komunikovat s vice zaky najednou, a kazdy zak tak
miiZze pracovat vlastnim tempem. K textu v chatu a na tabuli se mohou
zéci béhem konverzace vracet a diky tomu se vice orientuji v probira-
ném tématu. Platforma [5] je dostupna na v8ech zafizenich s webovym
prohlize¢em (PC, Mac, tablety, mobilni zafizeni).

Jednim z klicovych rysii aplikace Mattecoach je jeji flexibilita a uzi-
vatelska pifvétivost. Zaci mohou anonymné a jednoduse vstoupit do sys-
tému. Sta¢i zadat své jméno (mtiZze byt i smyslené), ro¢nik, lokalitu a
téma, které potfebuji konzultovat. Nasledné jsou propojeni s koucem,
ktery jim prostfednictvim chatu a sdilené tabule poméahé porozumét za-
danému problému. Tento model umoznuje efektivni a personalizovanou
vyuku v bezpeéném online prostiedi.

Prumérna délka jedné konverzace €ni 48 minut [1], coZ poskytuje
dostatek Casu nejen na vyreSeni problému, ale také na pochopeni sou-
visejicich matematickych konceptii. Koucové navic dbaji na to, aby zak
aktivné premyslel a postupné si osvojil postup feseni. Koucové se ne-
snazi vyfesit dlohu za zaka, ale kladou diiraz na to, aby zjistili, ¢emu
zék jiz rozumi a kde nastal problém. Poté zika vedou k tomu, aby si
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na spravny postup pfisel sam. Tento pristup pomaha zaktm lépe pocho-
pit matematické koncepty a rozvijet jejich schopnost samostatné fesit
problémy.

Sluzby doucovani zajistuji vysokogkolsti studenti uéitelstvi matema-
tiky na Pfirodovédecké fakulté Univerzity Palackého v Olomouci, ktefi
kombinuji odborné znalosti s didaktickymi dovednostmi ziskanymi bé-
hem svého studia. Kouc¢ové také prochézeji specidlnim Skolenim zamé-
fenym na online vyuku matematiky a kouc¢ovéni, coz zaruCuje vysokou
kvalitu poskytovanych sluzeb. Koucové jsou pfipraveni fesit tlohy vSech
drovni obtiZznosti, od jednoduchych rovnic po komplexni matematické
koncepty a radi zakim pomohou s jakymkoli matematickym problémem.

Projekt Mattecoach sleduje t¥i klicové cile:

1. Podpora zakt: Poskytnuti kvalifikované a dostupné pomoci v ma-
tematice pro zaky zakladnich a stfednich skol.

2. Rozvoj budoucich ucitela: Ptilezitost k rozvoji didaktickych i od-
bornych kompetenci v prostiedi online vyuky pro studenty ucitel-
stvi matematiky.

3. Vyzkum: Prostor pro zkoumani efektivity online metod vyuky a
inovaci v oblasti vyuky matematiky.

V soucasnosti se Mattecoach zaméfuje vyhradné na matematiku, avsak
dlouhodobou vizi je rozsifeni podpory i na dalsi pfedméty a zahrnuti vy-
sokoskolské matematiky. Tim by aplikace mohla oslovit §irSi spektrum

~ive

studentii a stat se jesté uziteénéjsim néstrojem ve vzdélavani.

4. Zavér

Mattecoach predstavuje inovativni platformu, ktera propojuje flexibi-
litu online metod s personalizovanou odbornou podporou zakiu a profe-
sionalnim rozvojem budoucich uciteli. Rozsifeni projektu do Ceské re-
publiky otevird nové moznosti pro posileni podpory zakt i modernizaci
pedagogické praxe budoucich uditelit matematiky. Aplikace nejen zlep-
Suje dostupnost vzdélavani, ale zaroven prispiva k vyzkumu a inovacim
v oblasti vzdélavani.

Podékovdni

Tento ¢lanek vznikl za podpory projektu Ukazatel P — pedagogické
studijni programy 2024, PrF UPOL.
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Hypotéza zjednotenia
Pavol Danc¢anin

ABSTRAKT. Prdca Hypotéza zjednotenia (HZ) pozostdva z dvoch éldnkov:
Hlavolam a Hypotéza zjednotenia v kocke. V ¢&lanku Hlavolam je navrhnuty
mechanizmus, ako vysvetlit princip konstantnej rychlosti svetla. TieZ je tu
ponuka velmi jednoduchého vysvetlenia gravitdcie. V éldnku Hypotéza zjedno-
tenia v kocke je opisand snaha zjednotit princip Sirenia sa svetla a gravitd-
cie na zdklade rovnakého principu, t.j. v sustave spojenej so svetelnou vinou
by v obidvoch pripadoch — na horizonte udalosti ¢iernej diery aj mimo gravi-
tacného pola iernej diery — mala pdsobit rovnakd, nazvime ju , relativistickd
zotrvacénd“ alias gravitacnd sila. Este by bolo dobré dodat, Ze princip ekvivalen-
cie gravitacnej a relativistickej zotrvacnej sily moze byt ten novy, jednoduchy
fyzikdlny princip, ktory v predslove spomina fyzik Viadimir Balek.

1. Predslov od fyzika Vladimira Baleka

Autor chce opisat gravitatné pdsobenie novym sposobom, inak ako sa
opisuje vo vieobecnej teorii relativity (VITR). Netvrdi, Ze sa VTR nezho-
duje s pozorovaniami, ¢oze je spravne, pretoze sa zhoduje, ale domnieva
sa, Ze nie je dostato¢ne ,zjednotenéd‘, pretoze neposkytuje jednotny opis
gravitatného pdsobenia a Sirenia svetla. Takto vSeobecne povedané, je to
pravda. Uz Einstein sa pokiusal o zjednotenie VTR s klasickou elektrody-
namikou, ktora opisuje svetlo ako elektromagnetické vlnenie, a v sticas-

nosti sa povazuje za najvacsi otvoreny problém fyziky zjednotenie VTR
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s kvantovou mechanikou, do ktorej patri opis svetla ako pridu foténov.
Mnohi si myslia, Ze toto zjednotenie by malo byt zaloZené na nejakom
novom fyzikdlnom principe, rovnako jednoduchom a nézornom, ako je
princip ekvivalencie vo VTR. Teorii strun, ktora je v sti¢asnosti najvaz-
nejsim kandidatom na jednotni teériu vSetkych interakcii, taky princip
chyba.

2. Uvodné ivahy Pavla Danéanina

V HZ navrhujem takyto fyzikdlny princip. Je to princip ekvivalencie
gravitacnej a relativistickej zotrvac¢nej sily. Tento princip demonstruje
myslienkovy experiment:

Povedzme, ze mame raketu s neobmedzene vykonnymi motormi, ktora
dokdZzeme dodévanim energie udrzat na horizonte udalosti ¢iernej diery —
raketa mé zapnuté motory. Raketa tu zotrvava zarovno so svetelnou
vlnou, ktora odtialto nemdze uniknat. Na pozorovatela v rakete posobi
gravitaéné sila na horizonte udalosti ¢iernej diery.

Kedze gravita¢né posobenie je univerzalne (rovnako ovplyviiuje vietky
procesy ), situdcia sa nezmeni, ani ked si odmyslime ¢ernu dieru; raketa
so zapnutymi motormi d'alej zotrvava zarovno so svetelnou vlnou, aviak
pohybuje sa pri tom rychlostou ¢ v otvorenom priestore. Na pozorova-
tela v rakete dalej posobi rovnaka sila, ale pretoze ¢iernej diery tu niet,
nie je to gravitacn sila, ale teraz je to, nazvime ju ,relativisticka zotr-
vatna® sila poésobiaca pri rychlosti ¢. Tymto pomenovanim chcem tuto
silu posobiacu pri stalej rychlosti ¢ odlisit od klasickej zotrva¢nej sily
posobiacej na telesa pri zrychleni.

Plati vztah, Ze gravita¢na sila na horizonte udalosti je ekvivalentna
relativistickej zotrvacnej sile posobiacej pri rychlosti c. Vyplyva z toho
zjednotenie principu gravitacie a elektromagnetizmu; gravita¢na sila po-
sobiaca na horizonte udalosti ¢iernej diery je vlastne relativisticka zotr-
vacné sila posobiaca v ststave pohybujucej sa rychlostou c. Je to uplne
jednoduché, sila, ktora by poésobila na teleso na horizonte udalosti, po-
sobila by nan aj pri rychlosti ¢ mimo gravita¢ného pol'a a naopak.

Co je vlastne ta relativistickd zotrvatna sila, ktord pri zotrvacnom
pohybe, pri nizsich rychlostiach ako ¢, nemozeme zaznamenat? HZ pred-
pokladé, Ze tato sila pri rychlosti ¢ naozaj pésobi. Tym sa rychlost ¢ lisi
od nizgich rychlosti. Jednoducho povedané, podla HZ sa teleso zarovno
so svetelnou vlnou nemoéze pohybovat zotrvacne. To je zakladna téza, na
ktorej stoji HZ.
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Klasickd mechanika aj Specidlna teodria relativity (STR) vyustuje do
paradoxu. Podla STR, keby kozmonaut letel rovnomerne priamodiaro
rychlostou ¢, drzal by svetelni vinu v ruke. LenZe ststava pohybujtca sa
rovnomerne priamocdiaro rychlostou ¢, je podla klasickej mechaniky aj
STR zotrvacné, teda beztiazova a v nej sa svetlo §iri tak, ako v pokojovej
sustave, rychlostou c¢. V tom spoéiva logicky paradox: bud svetelnd vinu
kozmonaut drzi v ruke, alebo sa vzhladom nafitho pohybuje rychlostou ¢
ako v pokojovej sustave. Riesenim tohto paradoxu je mdj myslienkovy
experiment: sdistava spojené so svetelnou vinou nie je zotrvacna, ale je
ekvivalentné ststave zotrvavajucej na horizonte udalosti ¢iernej diery.
Vtedy kozmonaut drzi svetelnt vinu v ruke. Z toho vyplyva zjednotené
vysvetlenie principu graviticie a pohybového zdkona Sirenia sa svetla.
V stistave spojenej so svetelnou vlnou v obidvoch pripadoch plati: na
horizonte udalosti ¢iernej diery aj pri rychlosti ¢ mimo gravita¢ného pola
posobi rovnaka relativisticka zotrvacna, alias gravitacné sila.

Co sa tyka experimentalneho overenia HZ, to je problém. V stcasnosti
nemame prostriedky, ako ju overit. Je to ¢isto teoretickd koncepcia. Ide
v nej o princip, ¢ je pohyb foténu zotrvaény alebo nie.

Jadrom HZ je analdgia medzi elektromagnetickou a gravita¢nou ener-
giou, elektromagnetické energia fotonu versus gravitacné energia Ciernej
diery. Tieto energie sii opacne orientované a na horizonte udalosti sa
vyrovnavaju. Foton sa udrzuje na horizonte udalosti svojou elektromag-
netickou energiou. Touto energiou sa udrziava pri rychlosti ¢ aj mimo
gravita¢ného pola ¢iernej diery, ¢o znamena, Ze pohyb foténu nie je zo-
trva¢ny! Na zaklade toho v kapitole Hlavolam navrhujem mechanizmus,
ako vysvetlit princip konStantnej rychlosti svetla.

Elektromagneticka energia fotonu je, tak ako gravitaéna energia hmoty,
nieco iné ako kineticka energia zotrva¢ne sa pohybujiceho telesa. Na roz-
diel od telesa, ktoré si udrzuje stalu rychlost kinetickou energiou, fotén
sa udrzuje pri konStantnej rychlosti ¢ vo vSetkych inercialnych susta-
véach svojou elektromagnetickou energiou, analogickou, ako je gravitacna
energia hmoty.

Celé to vysvetlim na priklade. Fyzik Vladimir Balek prirovnava foton
ku gul'dcke, kotulajicej sa po hladkom vodorovnom stole, zachovéavajicej
si stalu rychlost zotrva¢nostou — kinetickou energiou. Je to jednoduché a
néazorné, vystihuje to jeho pohlad na problém. V ¢om je podla HZ roz-
diel? Moze si gul'dcka, kotulajica sa po stole, zachovat zotrvacnostou (ki-
netickou energiou) rovnaku konstantna rychlost v kazdej inercialnej sa-

9 A 9 A

stave, tj. vzhladom na stojacu gulocku aj guldcku kotulajicu sa oproti?
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Nemoze! To plati aj pre foton. Plati mechanizmus opisany v kapitole Hla-
volam: Foton ma vzhladom na co-moving ststavu (t.j. spolupohybujtcu
sa inercialnu sustavu) vacsie zrychlenie ako vzhladom na pokojovi su-
stavu. Tymto spdsobom si svetlo zachovava rovnomernu rychlost ¢ vo
vSetkych inercialnych sustavach. Rovnako sa guldc¢ka, kotulajuca sa po
stole, neudrzi zotrvaénostou (kinetickou energiou) na horizonte udalosti
Giernej diery. To isté plati pre foton. Foton méa hybnost, mé teda aj
hmotnost tak ako teleso, gravitacia posobi aj nain. Ale na rozdiel od te-
lesa nema kinetickt energiu, ale ma elektromagneticki energiu, ktora je
opana ako gravitatné energia. Fotén sa udrziava na horizonte udalosti
svojou elektromagnetickou energiou, tou istou energiou nadobida rych-
lost ¢ pri emitécii a tou istou energiou si zachovéava konStantni rychlost ¢
vo vSetkych inercidlnych ststavach.

Podrobnejsie HZ rozoberam s fyzikom Vladimirom Balekom v mojej
knihe [T].

3. Hlavolam

Zo Specialnej teorie relativity vyplyva, Ze s rychlostou rastie zotrvacna
hmotnost objektu, preto na jeho d'alSie zrychlenie treba vynakladat stale
viac energie. Tato predikcia je experimentalne dobre potvrdena v jadro-
vej fyzike. Napriek tomu relativistickd dynamika Speciélnej teorie relati-
vity vyustuje do paradoxu.

Maéame teleso, na ktoré zaéneme posobit silou a budeme mu trvalo do-
déavat rovnaki energiu. Predstavme si, Ze je to raketa, ktorej sme zapli
motory. Vo vniitri rakety je pozorovatel, ktory v ruke drzi pingpongovii
lopticku. Pretoze rakete dodavame energiu, ktorou vyvolame jej zrych-
lenie vzhladom na pokojovi (zotrvaénu vztaZnu) sistavu, na lopticku
v rakete posobi zotrvacné sila, povedzme 10 N. Energia, ktorou pdso-
bime na raketu, rakete udava zrychlenie, ktoré je spoc¢iatku v Case stéle,
ale ako rastie jej rychlost, rastie jej zotrva¢na hmotnost a jej zrychle-
nie vzhladom na pokojovii stastavu stale klesa. Na pingpongov lopticku
vSak stale posobi rovnaka sila 10 N ako pri Starte rakety. Povedzme, Ze
raketa uz dosiahla rychlost blizku rychlosti ¢ a jej rychlost vzhladom na
pokojovi ststavu uz takmer nerastie. Co sa stane, ked pozorovatel pusti
pingpongovu lopti¢ku?

7 hladiska klasickej mechaniky, ale tieZ $pecialnej teorie relativity, na
lopticku posobi sila 10 N, takZe by mala padat k podlahe rakety so zrych-
lenim tomu tmernym. Ako sa to vSak prejavi z hladiska pozorovatela
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v pokojovej sistave, ked zrychlenie rakety vzhladom na pokojovii st-
stavu je iba zanedbatelné? Udrzi si lopticka zotrvaénostou vzhladom na
pokojovi stustavu rychlost, ktora mala raketa v momente, ked ju pozoro-
vatel pustil? Potom by mala padat k podlahe rakety len s velmi malym
zrychlenim — s tym zrychlenim, ktoré ma raketa vzhladom na pokojovii
sastavu. Alebo bude lopticka padat k podlahe rakety so zrychlenim tamer-
nym sile 10 N, ktoré by mala pri Starte rakety, a s tymto zrychlenim, ak
zanedbame nepatrné zrychlenie rakety vzhladom na pokojovi sdstavu,
bude zaostavat za raketou a stracat rychlost aj vzhladom na pokojovii
sastavu?

3.1. Fyzik Martin Scholtz — Riesenie hlavolamu

Fyzik Martin Scholtz stru¢ne povie: Vasa dvaha je spravna, ale para-
dox neexistuje. Zrychlenie nie je absolttna veli¢ina a zavisi od pozorova-
tela, takZe jeden to uvidi tak, druhy onak. A podrobnejsie to rozobera
takymto zpésobom:

Uvaha, ktort prezentujete v prilozenom dokumente, je zaujimavé a
dobre osvetluje problém zrychlenia v Specialnej teorii relativity (éTR).
Je to vSak Standardna tloha a nepredstavuje paradox. V pokrodilejsich
ucebniciach relativity ju najdete pod nézvom ,Rindlerove stradnice
alebo ,Rindlerov priestoro¢as“ (Rindlerov priestorocas je oby¢ajny Min-
kowského priestorocas, ale zapisany v suradniciach urychleného pozoro-
vatela).

Ako ste spravne poznamenali, v STR nemoze pozorovatel zrychlovat
s kongtantnym zrychlenim vo¢i inercidlnej siistave, inak by dosiahol rych-
lost svetla. Ale aj tak méa dobry zmysel hovorit o konStantnom zrychleni.
A to presne v tom zmysle, ako ste napisali. Ak raketa bude vynakladat
konstantny vykon, v rakete bude posobit zotrvaéna sila konstantnej vel-
kosti, ¢o zodpovedé ststave pohybujicej sa s konsStantnym zrychlenim.
Ak si zvolime jedného konkrétneho inercidlneho pozorovatel'a, vo¢i nemu
sa zrychlenie rakety bude zmensSovat z dovodov, ktoré ste uviedli. Ale
mozeme si predstavit, ze v kazdom Case existuje inercidlny pozorovatel,
ktory mé v danom ¢ase rovnaki rychlost ako urychlovana raketa. TakZze
povedzme, Ze raketa spojite prechadza rychlostami 0, 1, 2, 3 m/s vo&i po-
vodnému pozorovatelovi. Existuju vSak dalsi pozorovatelia, jeden z nich
sa pohybuje konstantnou rychlostou 1 m/s, druhy 2 m/s atd. Voci kaz-
dému z nich sa raketa pohybuje s meniacim sa zrychlenim, ale zaroven
v kazdom ¢&ase existuje prave jeden pozorovatel, voci ktorému je v da-
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nom Case raketa v pokoji. Preto zavadzame pojem ,,spolupohybujica sa
inercidlna ststava“ (anglicky co-moving, neviem to lepsie prelozit); je
to inercialna sustava, ktord ma v jednom konkrétnom okamihu rovnaku
rychlost ako raketa. Hned v dalsom okamihu uZ to platit nebude, pre-
toze raketa zrychli, zatial ¢o inercidlny pozorovatel sa pohybuje stale
rovnakou rychlostou. V tomto d'alsom ¢ase v8ak existuje iny pozorova-
tel, ktory je v tomto ¢ase co-moving s raketou, ale zase len na okamih.
Snad je to jasné.

TakZe rovnomerne zrychleny pohyb rakety je taky, ze raketa ma kon-
Stantné zrychlenie voci spolupohybujicej sa inercidlnej stistave v kazdom
dase. To presne zodpoveda tomu, Ze pozorovatel v rakete pocituje kon-
Stantnu zotrvaéni silu.

No a teraz k pingpongovej lopticke. Z hladiska rakety je to jasné.
V momente, ked kozmonaut pusti loptic¢ku, lopticka sa pre neho stane
(na okamih) spolupohybujtcou sa inerciadlnou sistavou, a teda raketa sa
voci nej pohybuje so zrychlenim, aké by mala pri Starte, tak ako voci
kazdej spolupohybujicej sa inercidlnej ststave.

Inercidlny pozorovatel, voéi ktorému je uz zrychlenie rakety prak-
ticky zanedbatelné, ale, samozrejme, uvidi nie¢o iné. Pre neho sa raketa
uz pohybuje skoro rovnomerne priamociaro, zrychlenie je skoro nulové.
Kozmonaut pusti lopticku, ktora sa tym stane inercidlnou ststavou, ale
ma4 rovnaku rychlost ako raketa (je co-moving), takZe pre pozorovatela
na zemi je lopticka prakticky v pokoji voci rakete a ich vzajomné zrychle-
nie je skoro nulové. Az po chvili si v§imneme, Ze raketa predsa len trochu
zrychluje a bude za sebou pingpongovii lopticku nechévat.

Nie je v tom Ziaden paradox. Neviem, ¢i Vas tato odpoved uspokojila.
V podstate ste na fiu prisli sdm, ja len hovorim, ze v tom nie je ziaden
roZpor.

3.2. Pavol Dancanin — Ako je to teda so svetlom

Princip konstantnej rychlosti svetla podla mojho nazoru vyplyva z jed-
noduchého predpokladu:

Vzhladom na co-moving ststavu pohybujicu sa v smere Sirenia sa
svetla mé svetlo vacdsie zrychlenie ako vzhladom na pokojovu siustavu.
Takto si svetlo zachovava konStantnu rychlost ¢ v obidvoch sustavach.

Skasim to objasnit trochu sirgie:

Svetlo sa sprava tak ako zrychleny objekt, na ktory posobi sila —
podobne ako raketa, ktorej dodédvame konstantnd energiu. Pri vyssej
rychlosti je jej zrychlenie vzhladom na pokojovi stustavu uz ,,takmer®,
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alebo vobec Ziadne, ale vzhladom na co-moving ststavu mé rovnaké
zrychlenie, aké mala pri Starte vzhl'adom na pokojovu siistavu.

Povedzme, ze mame raketu s neobmedzene vykonnymi motormi, ktora
dokdZeme dodévanim energie udrzat zarovno so svetelnou vlnou zachy-
tenou na horizonte udalosti éiernej diery. Ked si ¢iernu dieru odmyslime,
tato raketa sa bude pohybovat zarovno so svetelnou vlnou rychlostou ¢
v otvorenom priestore. Pri rychlosti ¢ sa vSak dodévanie energie rakete uz
neprejavuje jej zrychlenim vzhl'adom na pokojovi sustavu, ale jej stalou
rychlostou ¢. Vzhladom na co-moving stistavu méa vSak zrychlenie rovné
gravitacnému zrychleniu na horizonte udalosti ¢iernej diery.

Ked svetlo (raketa) Startuje z pokojovej sistavy, tato je preii na mo-
ment co-moving sistavou, voci ktorej jeho zrychlenie je rovné gravitac-
nému zrychleniu na horizonte udalosti ¢ernej diery, resp. rychlost c je
ekvivalentna gravita¢nému zrychleniu na horizonte udalosti ¢iernej diery.
Ked vzhladom na pokojovi ststavu dosiahne rychlost ¢, udrzuje si tato
rychlost svojou energiou (v pripade rakety dodévanou energiou).

Ako je to so Sirenim svetla vzhladom na dve telesa pohybujtce sa
zotrvacne voci sebe? Mame teleso A, ktoré povazujeme za pokojové, a
teleso B, ktoré sa vzhladom nan pohybuje zotrva¢ne v smere $irenia sa
svetla. Cim viidsiu ma teleso B rychlost v smere Sirenia sa svetla, tym
viac je to pre svetlo co-moving sustava, voc¢i ktorej je jeho zrychlenie
vacsie oproti pokojovej sustave — telesu A. Tymto spdsobom vicsieho
zrychlenia vzhladom na co-moving siistavu, oproti pokojovej ststave, si
svetlo zachovava konstantnu rychlost ¢ vzhladom na v8etky zotrvacne
sa pohybujuce telesa, bez ohladu na ich vzajomny pohyb, teda v kazdej
inercialnej sustave. Ako si to predstavujem, vysvetlim na obr. 1.

Teleso A povazujeme za pokojové, teleso B sa vzhladom nan pohybuje
zotrvatne v smere Sirenia sa svetla rychlostou v = 100 km/s.

Teleso B je pre svetlo viac co-moving sistava, voéi ktorej je zrychlenie
svetla vicsie oproti pokojovému telesu A; teleso B zotrva¢ne zaostéva,
pada za svetlom s vA¢8im zrychlenim ako teleso A. Rozdiel v zrychleni
vyjadruje sila F,.] — relativistickd zotrvacnd sila — je to sila, ktorou teleso
zaostava, pada za svetlom. (Tato sila podla méjho nazoru spoésobuje
relativistické javy: dilataciu ¢asu v pohybujicej sa stustave z hladiska
pokojovej stistavy, kontrakciu dlzky pohybujucej sa ststavy a narastanie
zotrva¢nej hmotnosti pohybujticeho sa telesa.)

F,.e11 je sila vyjadrujica pad telesa A za svetlom. Z obr. 2 je zrejmé,
7e pokojové teleso A zotrvaCne zaostava, pada za svetlom zo vSetkych
stran do stredu, ¢o sa prejavuje ako gravitacna sila Fg.
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svetelna vina

Obr. 1: Princip kon$tantnej rychlosti svetla

Tymto sposobom mozeme zaroven vysvetlit, preco je gravitaéna hmot-
nost telesa ekvivalentna jeho zotrvacnej hmotnosti. Je to preto, Ze sila,
ktorou posobi svetlo na teleso (teleso padé za svetlom) z jednej strany,
je presne rovnaka, akou nan posobi z druhej strany.

F,.c12 je sila vyjadrujuca zrychlenie pohybujiceho sa telesa B vzhla-
dom na svetlo v smere proti Sireniu sa svetla. Z obr. 2 je zrejmé, ze
teleso B je pre svetlo viac co-moving stustava a zotrva¢ne zaostava, pada
za svetlom s vaA¢Sim zrychlenim ako pokojové teleso A. Tymto sposobom
si svetlo zachovava konstantna rychlost ¢ vzhladom na obidve telesa.

Fzrell = Fg
Fzrel2
A B
v =100 km/s
svetelna vina svetelnd vina

Obr. 2: Princip zotrvacnosti a gravitacie
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Ako som uviedol, tymto spdsobom vadsieho zrychlenia vzhladom na
co-moving sustavu oproti pokojovej stustave si svetlo zachovava kon-
Stantna rychlost ¢ vzhladom na v8etky zotrvacne sa pohybujtce teles4,
bez ohladu na ich vzajomny pohyb, teda v kazdej inercialnej sustave.

Podl'a mojho nazoru pohyb svetla nemoze byt zotrvacny. Zotrvaény
pohyb si nemoéZe zachovat konstantna rychlost v kazdej inercialnej su-
stave — tj. vzhladom na stojace teleso aj teleso pohybujuce sa zotrvacne
oproti!

3.3. Michelsonov—Morleyov pokus s interferometro

Interferometer je zariadenie skladajtce sa z dvoch navzajom kolmych
rovnako dlhych ramien — ramena x a ramena y, ktoré st spojené v bode S,
a zo zdroja svetla pred bodom S a tienidla za nim. V bode S je polo-
priepustna dosticka, ktora Cast svetla odrazi do ramena y a ¢ast prepusti
do ramena x. Na konci ramena x je zrkadlo X, ktoré vrati svetlo spét
do bodu S, a na konci ramena y je zrkadlo Y, ktoré takisto vrati svetlo
spat do bodu S. V bode S svetlo, ktoré prislo z ramena x, interferuje
so svetlom, ktoré priglo z ramena y. Ak centralny lu¢ prejde vzdiale-
nost Ly medzi bodmi S a X a spat a vzdialenost Lo medzi bodmi S
a Y a spit v rovnakom Case, interferencia je konstruktivna a v mieste,
kde centralny la¢ dopadne na tienidlo, sa bude nachadzat stred svetlého
interferen¢éného prazku. Ak sa ¢asy zmenia tak, Ze sa budu 1igit o polo-
vicu periody svetla, interferencia bude destruktivna a v danom mieste sa
bude nachédzat stred tmavého interferenéného prazku. Pruzky sa teda
posunu o Sirku jedného priizka. Vo vSeobecnosti plati, Zze ¢im viac sa
zmen{ rozdiel ¢asov, tym je posunutie vicsie.

Ak interferometer aj so zdrojom vzhladom na pokojovu ststavu stoja
a vzdialenost L sa rovné vzdialenosti Lo, vysledok sa da predpokladat:
svetlo prejde obe vzdialenosti v rovnakom ¢ase a pruzky budi v zédkladnej
polohe. Ale ¢o ak sa interferometer vzhladom na pokojovu ststavu vzd a-
Tuje v smere osi 27 Vzdialenosti, ktoré musi svetlo prekonévat pri svojom
pohybe tam a spét v ramenach interferometra, sa zmenia a jednoduchym
vypoc¢tom sa da ukazat, ze vzdialenost Ly v smere pohybu interferometra
bude vacsia ako vzdialenost Ly v smere kolmom na pohyb interferometra.
Malo by tu preto dojst k interferenénému posunu. Michelsonov—Morleyov
pokus v8ak ukazal, Ze k Ziadnemu interferenénému posunu nedochadza.
Svetlo sa &iri rovnako, ako ked je interferometer vzhladom na pokojovii

DTento text sformuloval fyzik Vladimir Balek.
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stistavu nehybny. V teoérii relativity sa to vysvetluje tym, Ze rameno x
sa pri pohybe interferometra skrati v dosledku relativistickej kontrakcie
dlzok.

Podrobne o experimente hovori napr. [2, s. 304-306].

3.4. Moje vysvetlenie

Svetlo sa spréava ako zrychleny objekt, na ktory posobi sila (podobne
ako raketa so zapnutymi motormi). Vzhladom na co-moving sustavu
pohybujtcu sa jeho smerom méa vicsie zrychlenie ako vzhladom na po-
kojovi ststavu. Tymto spdsobom si zachovava konstantna rychlost c,
ked je interferometer vzhladom na pokojovi sistavu nehybny, aj ked sa
od nej vzdaluje. Ak sa interferometer vzdaluje vzhladom na pokojovi
stustavu v smere Sirenia sa svetla v osi x, je to pre svetlo viac co-moving
ststava, vzhladom na ktort je jeho zrychlenie vacsie ako v smere kolmom
na pohyb — v osi y. Vzdialenost Ly a Lo tak v oboch pripadoch (ked je
interferometer vzhladom na pokojovu ststavu nehybny, aj ked sa od nej
vzdaluje) svetlo prejde v rovnakom case a k Ziadnemu interferenénému
posunu nedochédza.

4. Hypotéza zjednotenia v kocke

4.1. Bod 1

Ako definovat zotrvaény pohyb? Zotrva¢ny pohyb si vyZaduje impulz,
dalej si nevyzaduje posobenie sily. Svetlo impulz (dany jeho hybnostou)
odovzdava, ked je emitované (vyZziarené) a impulz odovzdava, ked narazi
do telesa.

Tento jav demonstruje experiment: Ked v tmavej miestnosti zasvie-
time baterkou na papierovu vrtulku, dopadajice fotény ju roztocia. Plati
to aj naopak. Keby sme mali svietiacu vrtulku, emitovanim foténov by
sa roztocila.

To mé spolo¢né s telesom, napr. gulkou vystrelenou z pusky. Cim sa
1i8i? Zrychlenie z nuly na c je ekvivalentné gravitacnému zrychleniu na
horizonte udalosti ¢iernej diery. Cierna diera je fyzikalny objekt, ktorého
gravitacia je taka silna, ze pohlti aj svetlo. V uréitej vzdialenosti od
stredu ¢iernej diery gravitacia vyrovnava energiu svetla, takZe na tejto
hranici svetlo nie je ani pohltené ¢iernou dierou, ale ani neuniki von.
Tato hranica sa vola horizont udalosti ¢iernej diery.
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Pri tomto zrychleni moéZzeme povedat, Ze svetlo méa pri emitécii rych-
lost ¢ hned. Gravita¢né zrychlenie na horizonte udalosti ¢iernej diery
je ekvivalentné rychlosti ¢ preto, lebo pri tomto zrychleni ¢ierna diera
stopne fotén. Opacne to znamené, ze svetlo mé pri tomto zrychleni rych-
lost ¢ hned'. Na zaklade tejto ekvivalencie méa fotén pri emitéacii rychlost ¢
okamzite. Gravita¢né zrychlenie na horizonte udalosti nie je nekone¢né,
pretoze pod horizontom udalosti je vicsie. Myslim si, Ze ziadne neko-
ne¢né gravitatné zrychlenie realne neexistuje; podrobnejsie o tom piSem
v Bode 4. Na rozdiel od telesa, ktoré nadobtda rychlost impulzom, svetlo
nadobuda rychlost ¢ svojou elektromagnetickou energiou, ktoré je analo-
gicka, presnejsie opacné ako gravitacna energia hmoty. Pohyb svetla nie
je zotrvacny!

Poznamka: Foton ma hybnost, ma teda aj hmotnost. Rozdiel medzi
foténom s nulovou pokojovou hmotnostou a telesom je ten, Ze foton sa
pri stalej rychlosti ¢ udrzuje svojou elektromagnetickou energiou. Teleso
sa pri stalej rychlosti, Tubovolne nizsej ako ¢, udrzuje zotrvacne, teda
kinetickou energiou.

4.2. Bod 2

Telesu modzeme dodat impulz, ale zotrvaéne sa na horizonte udalosti
neudrzi. To isté plati pre fotéon. Fotén sa na horizonte udalosti nemoze
udrzat zotrvacne! Na horizonte udalosti sa nemoze ni¢ udrzat zotrvacne,
ani foton s nulovou pokojovou hmotnostou. Foton méa hybnost, ma teda
aj hmotnost, aj nai pésobi gravitacia. Gravitacia napr. zakrivuje drahu
svetla. Aj na svetlo posobi gravitacia, ako na objekty s nenulovou po-
kojovou hmotnostou, ale fotéon sa udrziava na horizonte udalosti svo-
jou elektromagnetickou energiou, tou istou energiou, ktorou nadobudne
rychlost ¢ pri emitécii. Touto energiou sa udrziava pri rychlosti c¢. (Bod 3
z toho vyplyva.)

Poznamka: Ak sa fotén udrzi pri rychlosti ¢ zotrvacne v inercialnej
ststave mimo gravita¢ného pola, udrzi sa zotrvaéne aj na horizonte uda-
losti ¢iernej diery. Podl'a mia foton, ktory méa hybnost, a teda aj hmot-
nost, sa nemoze udrzat zotrvacne na horizonte udalosti Ciernej diery,
preto sa nemoze zotrvac¢ne udrzat pri rychlosti ¢ ani v inercialnej siustave
mimo gravita¢ného pola.

4.3. Bod 3

Zotrvaény pohyb si nemozZe zachovat konStantnu rychlost v kazdej
inercialnej sastave! Podla HZ svetlo sa sprava ako zrychleny objekt, na
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ktory pésobi sila; vzhladom na co-moving stastavu (pozri kapitolu Hla-
volam) méa vacsie zrychlenie ako vzhladom na pokojovu sustavu. Tymto
sposobom vysvetlujem princip konstantnej rychlosti svetla. Je to dané
tym, Ze svetlo sa udrziava pri rychlosti ¢ svojou elektromagnetickou ener-
giou (je to té energia, ktora ho udrZi na horizonte udalosti), podobne ako
energia hmoty budi gravitacné pole.

gpeciélna tedria relativity (STR) vychadza z principu konstantnej
rychlosti svetla, kapitola Hlavolam princip konStantnej rychlosti svetla
vysvetlTuje. Myslim, Ze by sa z toho mali dat odvodit relativistické javy,
ktoré sa d'alej pokisim intuitivne objasnit. Lorentzove transformacie by
sa mali dat nahradit tymto mechanizmom.

STR zamietla Galileiho transformécie platné v klasickej mechanike a
pre vypocet relativistickych javov pouziva Lorentzove transformaécie.

Kapitola Hlavolam vychédza z mojho myslienkového experimentu (po-
zri tiez Bod 5): Méame raketu s neobmedzene vykonnymi motormi, ktort
dokézeme dodéavanim nekone¢nej (¢o je v8ak relativny pojem vyplyva-
juci z limitnej rychlosti svetla) energie udrzat zarovno so svetelnou vlnou
na horizonte udalosti ¢iernej diery. Ked si ¢iernu dieru odmyslime, tato
raketa sa bude pohybovat rychlostou ¢ v otvorenom priestore. Dodéva-
nie energie rakete sa vSak uZ neprejavuje jej zrychlenim vzhladom na
Tubovolnt zotrva¢nu ststavu, ale jej konstantnou rychlostou c.

Teraz si to rozoberme na priklade vzajomne zotrvaéného pohybu dvoch
telies. Teleso A povaZzujeme za pokojové, teleso B sa pohybuje vzhladom
nail v smere pohybu modelovej rakety rychlostou v = 100 km/s. Te-
leso B je pre raketu viac co-moving ststava ako teleso A. Z tohto dovodu
raketa m4 vzhladom nan vicsie zrychlenie — teleso B zaostava, pada za
raketou s vac¢sim zrychlenim oproti telesu A. Z hladiska pozorovatela
pri telese A sa toto viiésie zrychlenie (ak raketu nahradime svetelnym
signalom) prejavuje narastanim zotrva¢nej hmotnosti telesa B, dilaté-
ciou ¢asu a kontrakciou dizky v ststave spojenej s telesom B. Kontrak-
ciu dizky som v kapitole Hlavolam (v ¢asti 3.3) vysvetlil na vysledku
Michelsonovho—Morleyho pokusu s interferometrom.

Najnaro¢nejsie je objasnit neaditivny zékon skladania rychlosti:

Mame pokojovi sistavu s dvomi elektronovymi delami, delom A a
delom B, namierenymi proti sebe. Delo A vystreli elektréon x rychlos-
tou 0,9¢. Zaroven s tym vysle svetelny signél. V tom istom case delo B
vystreli elektron y tiez rychlostou 0,9¢. Elektron x je pre svetlo viac co-
moving objekt ako delo A, preto svetlo ma vzhladom nan vicsie zrychle-
nie. Elektron y sa pohybuje opaénym smerom, svetlo mé preto vzhladom
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nai mensie, ale nenulové zrychlenie. KedZe elektrony sa vzhladom na
seba pohybuju zotrvacne, svetlo sa medzi nimi pohybuje rychlostou c.
Ich vzajomna rychlost musi byt teda mensia ako ¢! Zrychlenie svetla
vzhladom na elektréony sa spoéitava, ¢im rastie ich vzajomnéa rychlost.
Pridavat (pripocitavat) sa moze len pod (menej ako) zrychlenie na hori-
zonte udalosti, pokial méa platit limitn4 rychlost svetla.

Dodatoé¢ne mi napadol jeden Specificky pripad mechanizmu opisaného
v kapitole Hlavolam. Mame dve telesa padajice do ¢iernej diery pohybu-
juce sa vzhl'adom na seba zotrvaéne v smere padu. Teleso A povaZujeme
za pokojové, teleso B sa vzhladom nan pohybuje v smere proti padu,
rychlostou povedzme 1 km/s. Poziadavka je, aby svetelna vlna na hori-
zonte udalosti mala vzhladom na vSetky pohlcované telesa, bez ohladu
na ich vzajomny zotrva¢ny pohyb, vZdy rychlost c. Podl'a kapitoly Hla-
volam na teleso B by mal mat horizont (svetelna vlna) véicsie zrychlenie
ako na teleso A. Gravitacia by mala viac zrychlovat co-moving teleso B
ako pokojové teleso A. Malo by to platit aj pre gravita¢né pole Zeme.
Toto by sa mozno dalo overit experimentom, nejakym velmi presnym
meranim. Zo Specialnej tedrie relativity ani vSeobecnej tedrie relativity,
takyto jav nevyplyva.

7Z kapitoly Hlavolam vyplyva, Ze pokial sa raketa pohybuje zarovno so
svetelnym signalom, st si ekvivalentné — d4 sa nahradit jedno druhym.
Rozdiel je len v tom, Ze raketa mé nenulovi pokojovi hmotnost, a preto
sa musi udrziavat pri rychlosti ¢ odovzdavanim energie prostrediu za-
pnutymi motormi a fotén méa nulovi pokojovi hmotnost, ¢o znamena,
ze sa udrzuje pri rychlosti ¢ vlastnou energiou.

Co je ta vlastna energia, to vysvetlujem analégiou medzi energiou
fotonu a energiou hmoty Ciernej diery, ktora budi gravitacné pole. Fotén
ma elektromagnetickt energiu a ¢ierna diera gravitaénii energiu. Tieto
energie sl opacne orientované, na horizonte udalosti sa vyrovnavaju.
Tato analdgia je jadrom mojej hypotézy. Ak sa foton udrzi neobmedzene
dlho na horizonte udalosti svojou elektromagnetickou energiou (a to sa
udrzi), potom by tato analdgia mala platit. Touto energiou fotén na-
dobuda rychlost ¢ pri emitacii a touto energiou si udrzuje konStantni
rychlost vo v8etkych inercidlnych sustavach. Analogia spociva aj v tom,
7e CGierna diera, ked budi gravitaéné pole, energiu nemina, rovnako ju
nemiia ani foton/svetelna vina Sirenim sa do priestoru. Preto ma foton
nulovi pokojovi hmotnost. Raketa s nenulovou pokojovou hmotnostou
musi energiu prostrediu odovzdéavat zapnutymi motormi, preto sa jej
energia mina. (Jednoduchsie sa moja analogia da chapat aj ako analogia
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medzi svetelnou vlnou a ¢iernou dierou, obr. 3a, 3b. Tuto analégiu som
objavil presne pred 27 rokmi, myslim, Ze to bolo v roku 1997, v tre-
tom ro¢niku $tudia na univerzite. Odvtedy bojujem s mainstreamovou
fyzikou.)

4 &?

— QO — —CH telesa
/ zdro™\ G

(3

Obr. 3a: Svetlo sa $iri vzhladom na vSetky telesa konstantnou rychlostou ¢

svetelna vlnaj

Ciernej diery
Obr. 3b: Horizont udalosti ¢iernej diery pohlcuje hmotu konstantnou rychlos-
tou ¢

4.4. Bod 4

7 vysSie uvedenej analogie vyplyva analégia medzi $frenim sa svetla a
pohlcovanim hmoty ¢iernou dierou, obr. 3a, 3b (&o je kontroverzny bod).
Horizont udalosti sa spréava ako svetelna vina — vzhladom na pohlcované
telesa mé rychlost c. (S tymto suhlasi aj recenzent fyzik V. Balek.) To
v8ak, mojimi slovami povedané, znamena, ze horizont udalosti pohlcuje
hmotu rychlostou ¢. Podl'a STR rychlost ¢ je limitna, ¢o znamené, Ze ju
nie je moZzné dosiahnut, preto horizont udalosti by mal pohlcovat hmotu
len rychlostou mensou ako c. Ziadne teleso, ob, jekt s nenulovou pokojovou
hmotnostou, nemoze padat pod horizont udalost{ rychlostou c. To podla
mila nie je spravne. Limitna rychlost svetla podl'a mojho nazoru plati iba
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po horizont udalosti, kde energia ¢iernej diery vyrovnava energiu svetla.
Pod horizontom udalosti ma ¢ierna diera viac energie ako svetelna vina,
preto svetlo pohlti. Z tohto jednoduchého dévodu rychlost ¢ neméze byt
limitna! VAadsia energia vyvinie vacsiu rychlost, preto pod horizontom
udalosti ¢ierna diera pohlcuje hmotu rychlostou vaésou ako c¢. Hmota
Giernej diery mé vzhladom na pohlcované telesa rychlost vacsiu ako ma
svetlo!

Z limitnej rychlosti svetla vyplyva, Ze na hmotu &iernej diery posobi
nekoneéne vel'ka sila, a mala by preto skolabovat do bodu. Ako som uvie-
dol, realne rychlost svetla nemusi byt, a ani by nemala byt limitna (kedZe
Cierna diera pod horizontom udalosti svetlo pohlti), preto si myslim, Ze
hmota ¢ernej diery si moze zachovat urcity rozmer. Je to vlastne tak tro-
chu zacarovany kruh. Pokial hmota ¢iernej diery spoéiva v singularite
(bode), rychlost pohlcovanych telies nie je vzhladom na ¢o porovnavat,
pretoze porovnavat sa da len rychlost telesa vzhladom na iné teleso,
ktoré nutne musi mat rozmer. Ale keby si hmota ¢ernej diery zachovala
rozmer ¢o i len zrnka maku, pohybovala by sa vzhladom na pohlcované
telesa rychlostou vic¢sou ako ¢ — vi¢Sou ako ma horizont udalosti! Tym
padom by rychlost ¢ nebola limitn& a hmota ¢iernej diery by si mohla
zachovat rozmer. Treba roztat tento gordicky uzol. Najjednoduchsie je
vychédzat z toho, Ze limitn4 rychlost svetla prestava platit na horizonte
udalosti, kde energia Ciernej diery vyrovnava energiu svetla. Tu pohl-
cované telesa dosiahnu rychlostou c¢. Pod horizontom udalosti je vécsia
energia, preto Cierna diera tu pohlcuje hmotu rychlostou vicgou ako c.

Ziadne nekonecné gravitainé zrychlenie realne neexistuje! STR poéita
s limitnou rychlostou svetla, preto nekoneéné gravita¢né zrychlenie vy-
vodzuje na horizonte udalosti, kde gravitacia ¢iernej diery stopne svetlo.
Vagcsie gravitacné zrychlenie je v8ak pod horizontom udalosti. Najvacsie
gravitaéné zrychlenie je na povrchu hmoty Ciernej diery. To je vSak tiez
relativne, lebo existuji rozne hmotné Cierne diery.

4.5. Bod 5

Aky je vas postoj k mojmu nasledujucemu myslienkovému experi-
mentu? Znazorfiuje ho obr. 4a, 4b. Vyplyva z toho vysvetlenie gravitécie:
gravitacné sila je relativisticka zotrvac¢na sila.

V obr. 4a je urobeny myslienkovy experiment: Ponorime raketu na
horizont udalosti ¢iernej diery a dodavame jej (nekonecni ?77) energiu,
aby sa tam udrzala — raketa ma zapnuté motory. Raketa tu zotrvava
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zarovno so svetelnou vlnou, ktora odtialto nemdZe uniknut. Na pozoro-
vatela v rakete posobi gravitacna sila F,; na horizonte udalosti ¢iernej
diery (hu); tato silu oznacujem F,(hu).

horizont udalosti
Ciernej diery

svetelna vina _ \,

Cierna diera

Obr. 4a

*
D

otvoreny priestor

svetelna vina

/

c otvoreny priestor

% -
Obr. 4b

Ked si odmyslime ¢iernu dieru (obr. 4b), situicia sa nezmeni: raketa
so zapnutymi motormi d'alej zotrvava zarovno so svetelnou vlnou, avsak
pohybuje sa pri tom rychlostou ¢ v otvorenom priestore. Na pozorovatela
v rakete dalej posobi rovnaka sila, ale pretoze iernej diery tu niet, nie
je to gravita¢na sila, ale teraz je to relativistickd zotrva¢né sila Fzrel
posobiaca pri rychlosti ¢, tito silu ozna¢ujem F,.q(c). Tato ststava je
ekvivalentné extrémne zrychlenej sustave (UPE). Plati Fy(hu) = Fjei(c).
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Mo6j myslienkovy experiment:

KedZe pod horizontom udalost{ ¢iernej diery je vadésia (silnejsia) gravi-
tacia a na udrZanie telesa je potrebné viac energie, teoreticky (!) mozeme
raketu na horizonte udalosti udrzat dodanim kone¢nej energie. Dalej je
to vec Cistej logiky. Gravitacia rovnako ovplyviuje svetelnd vlnu aj ra-
ketu, takZe ked si ¢iernu dieru odmyslime, situacia sa nezmeni, na raketu
aj na svetlo d'alej posobi rovnaké sila ako na horizonte udalosti, len teraz
sa raketa pohybuje rychlostou ¢ zarovno so svetelnou vinou v otvorenom
priestore. Kedze Giernej diery tu niet, teraz je to relativistickd zotrvacnd
sila. Svetlo prekonéva tuto silu svojou energiou, raketa dodavanou ener-
giou. Silu vyrovnava sila. Preto sa svetlo sprava ako zrychleny objekt,
na ktory posobi sila (pozri Bod 3). Tymto pomenovanim chcem tuto
silu posobiacu pri stalej rychlosti ¢ odlisit od klasickej zotrvacnej sily
posobiacej na telesa pri zrychleni.

Akceptujete moj myslienkovy experiment, alebo nie? V ¢om sa mylim?

Z myslienkového experimentu vyplyva tieZ predpoved, Ze teleso (ra-
keta) sa rychlostou ¢ nemoze pohybovat zotrvaéne. Na dosiahnutie rych-
losti ¢ by sme mu museli dodat energiu, ktoré by ho udrzala na horizonte
udalosti, zarovno so svetelnou vlnou. Po vypnuti energie by sa stalo zo-
trva¢nou ststavou, spadlo by z horizontu udalosti a stratilo by rychlost ¢
— svetlo by sa potom vzhladom nan Sirilo tak ako v pokojovej sistave.
Padla aj otazka: Na aku rychlost teleso spomali po vypnuti energie? To
neviem. Predpoklad je len jeden, Ze sa rychlostou ¢ (zarovno so svetelnou
vlnou) neméze pohybovat zotrvacne.

4.6. Bod 6

V HZ sa snazim rozsirit princip ekvivalencie vo v8eobecnej teodrii re-
lativity (VTR) o moj princip ekvivalencie medzi gravitatnou a relativis-
tickou zotrva¢nou silou.

VTR stoji na Einsteinovom principe ekvivalencie gravita¢nej a zotr-
vacnej sily. Tento princip vyplyva z dvoch faktov:

1) Posobenie gravitacnej sily rovnako ako zotrva¢nej sily je univer-
zalne — ovplyviuje rovnako vSetky fyzikalne procesy.

2) Gravitatna hmotnost telesa je rovna jeho zotrva¢nej hmotnosti, ¢o
znamena, Ze gravita¢na sila, ktorou je teleso pritahované k inému telesu,
je rovna jeho odporu vodi zrychleniu.

Einsteinov princip ekvivalencie umoziuje skimat gravitaéna silu ako
zotrva¢ni silu. VTR potom opisuje gravitaciu ako zotrvacnost telesa
v zakrivenom priestorocase.
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Pre HZ je smerodajné, ¢i je suistava pohybujica sa rychlostou ¢ zotr-
vafné, a teda beztiazova, alebo v nej pdsobi relativisticka zotrvacna sila
ekvivalentna gravitacnej sile na horizonte udalosti ¢iernej diery. Podla
klasickej mechaniky aj STR by sustava pohybujica sa rovnomerne pria-
modiaro, hoci aj rychlostou ¢, mala byt zotrva¢na, a teda beztiaZova.
Podl'a HZ stuistava pohybujica sa rychlostou ¢ zotrvacne je kontradikcia.
Svetlo sa v nej totiz siri rovnako ako v pokojovej stustave, preto zotrva¢na
ststava nemoZe byt spojena so svetelnou vinou.

Vysvetlim to tak, aby to pochopilo dieta. Keby sa kozmonaut v ra-
kete pohyboval rovnomerne priamodiaro rychlostou ¢, podla klasickej
mechaniky aj STR drzal by svetelnd vinu v ruke. Lenze podla klasickej
mechaniky aj STR ststava pohybujtca sa rovnomerne priamociaro je
beztiaZzova a v nej sa svetlo &iri tak ako v pokojovej stistave, teda vzhla-
dom na kozmonauta mé rychlost c¢. V tom spoéiva logicky paradox! Bud
kozmonaut svetelnit vinu drzi v ruke, alebo sa vzhladom na neho pohy-
buje rychlostou c. Jedinym rieSenim je, Ze pri rychlosti ¢ raketa nie je
zotrvacéna, a teda beztiazova ststava, ale v nej posobi relativisticka zotr-
vacéné sila, ekvivalentné gravita¢nej sile posobiacej na horizonte udalosti
¢iernej diery. Vtedy kozmonaut drzi svetelnt vinu v ruke. RieSenim je
teda mo6j myslienkovy experiment — stistava spojena so svetelnou vlnou
nie je zotrva¢na, ale je ekvivalentna stistave zotrvavajicej na horizonte
udalosti.

Ststava spojena so svetelnou vlnou je bud

A) sustava zotrvavajica na horizonte udalosti ¢iernej diery, alebo

B) extrémne zrychlena ststava, alebo

C) ststava pohybujtca sa rychlostou c.

Ekvivalenciu tychto troch stastav nazvime univerzalny princip ekviva-
lencie (UPE).

7 toho vyplyva nasledujtce zjednotenie:

a) Na horizonte udalosti ¢iernej diery pdsobi na teleso gravitacna sila.

b) Na horizonte udalosti extrémne zrychlenej stustavy podsobi na teleso
zotrvacni sila.

¢) V sustave pohybujicej sa rychlostou ¢ by mala na teleso posobit

relativistickd zotrvacéna sila.

Vo v8etkych tychto troch pripadoch je to rovnaké sila — preto hypotéza
zjednotenia. Keby sme akceptovali UPE, bola by to baza pre zjednote-
nie graviticie, zotrva¢nych sil a pohybového zakona Sirenia sa svetla —
relativistickej zotrvacnej sily.
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Poznamka: Samozrejme, nemame energiu, ktorou by sme dokézali te-
leso udrzat a) na horizonte udalosti ¢iernej diery, b) na horizonte uda-
losti extrémne zrychlenej stistavy, alebo ¢) urychlit ho na rychlost c. Ale
ked'Ze pod horizontom udalosti ¢iernej diery je eSte silnejsia gravitacia,
¢o podla mna znamend, Ze rychlost svetla nie je realne limitna, vaésiu
rychlost mé4 vzhladom na pohlcované telesa hmota ¢iernej diery, hypote-
ticky mozeme o sistave spojenej so svetelnou vlnou uvazovat. Nasledne
skimame vlastnosti tejto stustavy. Vo vSetkych troch pripadoch a) na
horizonte udalosti ¢iernej diery, b) na horizonte udalosti zrychlenej sa-
stavy, ¢) aj pri rychlosti ¢, by v nej mala posobit rovnaka relativisticka
zotrvacéna sila.

5. Zhrnutie

Jadrom HZ je analogia medzi elektromagnetickou energiou fotonu a
gravita¢nou energiou telesa. Na horizonte udalosti ¢iernej diery sa tieto
energie vyrovnavaji, ¢o znamend, Ze na foton posobi relativisticka zotr-
vacné sila, alias gravitacna sila. A gravita¢na sila je vlastne relativisticka
zotrvacna sila posobiaca pri rychlosti c.

Rychlost ¢ sa 1i8i od niz8ich rychlosti tym, Ze pri nej posobi relativis-
tickd zotrvaéna sila, ktort je nutné kompenzovat energiou.

Ak sa foton udrzi svojou elektromagnetickou energiou na horizonte
udalosti ¢iernej diery neobmedzene dlhy ¢as (¢o sa udrzi), tato analogia
by mala platit! Touto energiou fotén nadobuda rychlost ¢ pri emitécii a
touto energiou sa udrZuje pri rovnomernej rychlosti ¢ vo vSetkych iner-
cidlnych sastavach.

Zakladné tézy su:

1. Zrychlenie z nuly na c je ekvivalentné gravitaénému zrychleniu na
horizonte udalosti. Na zaklade tejto ekvivalencie mé svetlo pri emi-
técii rychlost ¢ hned. Gravita¢né zrychlenie na horizonte udalosti
nie je nekone¢né, lebo pod horizontom udalosti je vicsie.

2. Fotdén sa udrziava na horizonte udalosti svojou elektromagnetic-
kou energiou, tou istou energiou, ktorou nadobudne rychlost ¢ pri
emitacii.

3. Svetlo sa udrziava pri konStantnej rychlosti ¢ vo v8etkych inercial-
nych sustavach svojou elektromagnetickou energiou, tou energiou,
ktord ho udrzi na horizonte udalosti — pohyb svetla nie je zotr-
vacny! Energia svetla je analogicka s energiou hmoty telesa, ktoréa
budi gravita¢né pole, presnejsie elektromagneticka energia svetla je

32



opacne orientovanéd ako gravita¢na energia, na horizonte udalosti
Giernej diery sa tieto energie vyrovnavaju.

4. Gravitacna sila na horizonte udalosti je relativisticka zotrvac¢na sila
posobiaca v ststave s rychlostou ¢. Limitna rychlost svetla prestéva
platit na horizonte udalosti, kde gravitacia stopne svetlo.

5. Plati UPE: V sustave spojenej so svetelnou vlnou su vo vSetkych
troch pripadoch a) na horizonte udalosti ¢iernej diery, b) na ho-
rizonte udalosti extrémne zrychlenej sustavy aj ¢) pri rychlosti ¢,
rovnaké podmienky — posobi tam rovnaka sila.

HZ je alternativa k STR aj VTR. Je to zjednotenie elektromagnetizmu
a gravitdcie.
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Tymové matematické soutéze a turnaje jako efektivni
prvek pripravy na matematické olympiady

Maksym Dreval, FJFI CVUT7 Praha

ABSTRAKT. O matematickijch soutéZich a turnajich se éasto hovoi jako o efek-
tivnim ndstroji aktivizace a motivace Zdkid 1. a 2. stupné zdkladnich Skol. Pro-
toZe hra je ptirozenou d¢innosti déti mladsiho a stredniho Skolniho véku, za-
clenéni matematickych her do vijukovych aktivit podporuje tvotivost a zdajem
o matematiku. Tento ptispévek se vSak zaméfuje predevsim na to, jaké pFi-
nosy mohou matematické soutéZe nabidnout z hlediska pripravy nadanijch Zdki
starstho Skolniho véku na matematické olympiddy, jak je mohou motivovat a
podpofit jejich seberozvoj. Diskutujeme rovnéz nékolik formdtd matematickych
soutézi, které muze ucitel organizovat béhem vyucovacich hodin, v matematic-
kijch krouZcich nebo v ramci mimoskolnich aktivit.
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1. Uvod

,Standardni® stfedoskolskd matematika ¢asto nuti zaky aplikovat pevné
dané algoritmy pfi feSeni tloh — FeSime rovnice, pouzivame dané vzorce
¢i pravé pred chvili ukdzané véty. Pfitom miize nékdy chybét vysvét-
leni jejich podstaty, puvodu a davodu, pro¢ vlastné funguji. To je ¢asto
zpusobeno bud nedostatkem ¢asu, nebo tim, Ze dané koncepty pochéazeji
z kapitol vysokoskolské matematiky. Cim starsf nasf zaci jsou, tim vice
¢asu travime struénym vysvétlovanim novych matematicky tézsich témat
a rychlym jejich procvi¢ovanim na sadé standardnich tkoli, coz vyrazné
omezuje prostor pro jiné aktivity. Jak si za téchto podminek muZzeme
dovolit s nimi hrat? NemiiZeme pfece promarnit drahocenny c¢as!

Nadani Zéci si pfitom mohou vytvorit mylny dojem, Ze matematika
spociva predevsim v peclivém pocitani a aplikaci standardnich krokd na
standardni alohy. To je mtze rychle vést k pocitu nudy, ztraté skute¢ného
zdjmu o matematiku a oslabeni motivace se zlepSovat, protoze maji pocit,
Ze jsou jiz ,,aspé&sni“ bez vétsiho usili.

Matematické olympiddy mohou pomoci oteviit ,novy svét“ — ma-
tematiku, kde ¢asto predem nevime, jaky pfistup ndm pomiize tlohu
vyfesit, a kde je prostor pro objevovani a diskuzi. Nicméné i v matema-
tickych olympiadéach se ¢asto pfedpoklada, Ze student musi alohu vyftesit
sam, bez jakékoli spoluprice a komunikace s jinymi zaky, a ,,uhadnout®
jediny spravny postup (moznéa s ndkterymi mirnymi modifikacemi) ve-
douci k jediné spravné odpovédi.

Realny svét vsak takto ¢ernobily neni — ve vétSiné situaci bézného
Zivota TeSime nestandardni tkoly v aktivni spolupraci s prateli a kolegy.
Casto si ani pfedem nedokiZeme pfredstavit, kam nas ta ¢i ona cesta
dovede.

2. Pro¢ maji tymové matematické hry a soutéZe smysl i pro starsi
stredoskolaky

Ve starsi vékové skupiné stfedogkolaki se namisto ,,obycejné hry“ do-
stava do popredi potieba sebeidentifikace, seberealizace a formovani ade-
kvatniho sebehodnoceni. Pravé v téchto oblastech mohou matematické
hry a turnaje sehrat zasadni roli.

Starsi zaci pfirozené ¢asto mezi sebou soutézi. Matematické hry mo-
hou byt efektivnim zpusobem, jak vyuzit jejich sklon k soutéZivosti,
k uceni, procvi¢ovani a seberozvoji. Soutézni prvky podporuji snahu pie-
konavat dosavadni uspéchy a sméfovat k lepsim vysledkim. Hry zaroven
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umoziuji zaktim adekvatné porovnat své schopnosti s ostatnimi, iden-
tifikovat své silné a slabé stranky a naplanovat dalsi kroky v osobnim
rozvoji.

Matematické hry ¢asto vyzaduji kombinaci logického uvazovani, pla-
novani a strategie. Tyto dovednosti jsou kli¢ové nejen pro matematiku,
ale i pro FeSenf problému v bézném zivoté. Jednim z dilezitych cila sou-
téz{ Casto je sezndmeni s pokrocilej§imi tlohami a tématy véetné téch,
které nejsou béznou soucasti skolni latky. Takové netradi¢ni tkoly rozvi-
jeji kreativni mysleni a schopnost ,,pfemyslet mimo Sablonu®“. Studenti
se uci aplikovat své znalosti v novych a ne¢ekanych situacich a intenzivné
mohou slouzit jako ,,odlehéeny trénink* na slozitéjsi ulohy, naptiklad ty
ze statnich a mezinarodnich olympiadd. Hravé prostfedi pomahé zmirnit
stres a obavy z mozného netuspéchu, které mnozi studenti pii naro¢néjsich
ukolech pocituji. Tim poskytuji bezpecné&jsi prostor pro uéeni se z chyb,
opakovani pokust a postupné zdokonalovani. Jak uvidime dale, nékteré
forméaty matematickych her navic vyzaduji dlouhodobou soustfedénost
a vytrvalost pfi feSeni tkola.

Tymové matematické soutéze navic prinaseji benefity, které nejsou
na prvni pohled ziejmé. Uspéch v tymovych hrach je podminén efek-
tivni komunikaci a spolupraci. Pravidla tymovych soutéZzi jsou nejcastéji
zmiize zvladnout vSechny tlohy sam, ¢asto ani nestihne hloubavé precist
viechna zadani. Casovy limit a naro¢nost tloh vedou studenty k tak-
tickému, v rdmci turnaju i strategickému, dlouhodobéjsimu plénovani.
Musi zejména zvazit, kdo se bude vénovat konkrétnim tloham a s kym
bude diskutovat svoje napady o moznych postupech feseni. Takova dis-
kuze CGasto piinasi rozmanité pohledy a pfistupy, které by jednotlivce
mozné ani nenapadly pii individualnim feSeni. Tyto situace uéi zaky
zvladat konflikty, které mohou pii diskuzich vznikat, a uvédomovat si
dilezitost prinosu kazdého tucastnika tymu. To podporuje rozvoj odpo-
védnosti, sebevédomi a schopnost prekonévat narocné vyzvy. Tymové
soutéZe zlep$uji dovednost prioritizace a efektivniho FeSeni problémii.
Studenti ziskavaji 8irsi perspektivu na matematické vyzvy a seznamuji
individualni olympiadni soutéze, kde mohou vyuzit zkuSenosti z ruznych
pristupti a strategii.
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3. Nékolik priklada tymovych matematickych soutézi

Pfedstavme nyni nékolik piikladt tymovych matematickych soutézi,
které nejenze mohou povzbudit zajem o matematiku ve t¥idé, ale zdroven
se efektivné podileji na pripravé nadanych a jiz motivovanych zakt na
matematické olympiady vyssich trovni.

Matematicky koloto¢, Matematicka regata a Matematicky boj ziskaly
popularitu v rdmci matematického olympiadniho hnuti ve vychodni Ev-
ropé, zejména v Rusku, na Ukrajiné a v Bélorusku, béhem poslednich
nékolika desetileti. Cilem téchto soutéZi neni pouze, jak tomu moderné
tikame, gamifikace, ale predevsim podpora tymové spoluprace, budovani
herni strategie, rozvoj kreativniho a kritického mysleni. Forméat Mate-
matického boje vznikl podle dostupnych zdroji v Sedesatych letech mi-
nulého stoleti v Leningradu [I]. Matematické regaty se poprvé konaly
v Moskvé v devadesatych letech [2]. Na rozvoji téchto i mnoha dalsich
soutézi se podileli nejen stiedoskolsti ucitelé-nadSenci, ale také mate-
matické fakulty vedoucich univerzit. Béhem let pravidla téchto soutézi
prosla mnoha tpravami.

Na Ukrajiné sehrava klicovou roli v integraci riiznych matematickych
soutézi do kontinudlniho procesu piipravy nadanych zaka na matema-
tické olympiddy Bogdan Rublyov, doktor fyzikidlné-matematickych véd a
profesor katedry vypocetni matematiky Kyjevské narodni univerzity Ta-
rase Sevéenka. Pod jeho vedenim a za podpory tymu zapalenych ucitela
a studentl vznikl celostatni systém, v jehoZz rdmci se talentovani Zzaci
z riznych mést Ukrajiny celoro¢né tcastni rozmanitych matematickych
aktivit a turnaja [3].

3.1. Matematicky koloto¢

Matematicky koloto¢ je tymova soutéz, které se ucastni tymy zaku
0 4-6 ¢lenech, pricemz pocet tymu neni omezen. Délka soutéze a pocet
taloh se mohou pfizptlisobit okolnostem, standardné vSak trva koloto¢
60-120 minut. Pro kazdou ze dvou etap — tzv. vychozi a zdpoctovou — se
pfipravuje samostatny soubor tkoli, obvykle ¢itajici 20 tloh. VSechny
tymy ftesi ulohy ve stejném poradi, porota kontroluje pouze spravnost
odpovédi.

Na zacatku soutéze se cely tym nachazi ve ,fronté“ na vychozi etapé
prechézi do zapoctové etapy. Kazda dalsi spravna odpovéd na vychozi
etapé umoznuje poslat dalgiho ¢lena tymu (nasledujicitho v pofadi) na
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zapoctovou etapu. Chybna odpovéd na vychozi etap& nemé Zadnou pe-
nalizaci, avSak pocet dostupnych tloh na této etapé je omezeny.

Ucastnici na zapoctové etapé spolupracuji na feSeni tzv. zapoctovych
dloh. Za spravné odpovédi tym ziskava body nasledujicim zptsobem:
3 body za prvni spravnou odpovéd v fetézci, kazda nasledujici spravna
odpovéd v Fetézci je hodnocena o 1 bod vice (tj. 4, 5, 6 bodu atd.).
Chybna odpovéd na zapoétové etapé znamené 0 bodt za danou odpo-
véd, preruSeni fetézce rostoucich bodii (novy fetézec zacne opét od 3
nebo 5 bodu v zévislosti na délce predchoziho fetézce) a navrat jednoho
ucastnika na vychozi etapu na konec ,fronty* (obr. 1).
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Obr. 1: Pohyb dcastniki Matematického kolotoce

Body se ziskavaji pouze na zapoctové etapé. Proto je cilem tymu vy-
vést co nejvice ¢lent z vychozi do zapoctové etapy, aby mohli svymi
spravnymi odpovédmi vytvorit co nejdelsi Fetdézec bodu za zapodtové
dlohy. Tym, ktery nasbird nejvice bodi, se stava vitézem. Ukazka ta-
bulky vysledki je na obr. 2.
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Obr. 2: Forméat tabulky vysledka Matematického kolotoce

Do tloh matematického kolotoce se obvykle zafazuji relativné jedno-
dussi olympiddni tlohy. Tyto tlohy mohou byt provokativni, coz zna-
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mena, ze na prvni pohled se zZaktim muZe zdat, Ze odpoveéd je ziejma,
které zahrnuji rizné moznosti kombinaci prvka. Z geometrickych tloh
jsou pro koloto¢ ideélni ty, které umoziuji riazné odpovédi v zavislosti
na poloze bodu v roviné (nebo prostoru).

Nékolik piikladi tloh vhodnych pro Matematicky kolotoc:

1. Stavebni spole¢nost dostala povoleni ke kaceni lesa, ale ekologové
protestuji. Na to mluvéi spole¢nosti reagoval uklidnénim vefejnosti:
99 % stromi v lese tvorii borovice. Pokidcime pouze borovice a po
kéaceni jejich ¢ast bude 98 %.“ Jaké procento vech stromt chce
firma pokacet?

2. Osm bodt lezi v roviné a tvoii obdélnik (viz obr. 3). Kolika zptsoby
1ze sestrojit trojihelnik, jehoz v8echny vrcholy jsou zvoleny z téchto
bodu?

(] 0] ] (]
Obr. 3: Ilustrace k tloze 2

3. Honzik vynésobil vSechny délitele nékterého pfirozeného ¢&isla a
takto ziskal ¢islo H. Tomasek zvétsil kazdy z téchto déliteli o 1 a
vynasobil takto ziskana ¢isla, ¢imz dostal ¢islo T'. Ukézalo se, ze H
déli T'. Pro které dvojice ¢isel H a T je to mozné?

3.2. Matematickd regata

Matematické regaty se obvykle tcastni mensi tymy o 3-5 ¢lenech,
pocet tymu je libovolny. Standardni doba trvani regaty je 120-180 mi-
nut, avsak jeji formét lze snadno prizpusobit naptiklad délce vyucovaci
hodiny. Kromé verze s olympiadnimi tlohami lze Matematickou regatu
vyuzit také k opakovani, systematizaci a zobecnéni latky ur¢itého tématu
z bézného skolniho kurikula.

Matematicka regata se sklada ze 3-5 kol s postupné se zvySujici ob-
tiZznosti. V kazdém kole tym spole¢né fesi 3 dlohy, pfi¢emz vSechny tymy
dostavaji stejny soubor tloh. Po uplynuti ¢asu kola tymy odevzdéavaji
nejen odpovédi, ale i postupy feSeni. Hned po kazdém kole nasleduje
rozbor spravnych postupt feSeni. Soucasné s rozborem jini ¢lenové po-
roty kontroluji spravnost odevzdanych feSeni a na zavér rozboru zverej-
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nuji vysledky kola. Pokud oprava feSeni trva déle, mtze byt dokoncena
v priibéhu kola nésledujiciho, vysledky se pak vyhlasuji dodate¢né.
Bodové hodnoceni tloh se v kazdém nasledujicim kole zvySuje o 1 bod
(napf. 3-4-5—... bodi). Zaroveh se postupné prodluzuje i ¢asovy limit
jednotlivych kol, a to obvykle o 2-5 minut (napf. 5-7-10-15—... minut).

Celkové skore tymu je souc¢tem bodi za v8echny tulohy ve vSech kolech
(obr. 4).

1. kolo 2. kolo 3. kolo
Tym 2
1. /2. /3. | 4. |5 |6.|7.|8 |09
3|13|3|4|0|2|5|5]|0
0 1 3 0 4 4 5 2 1
02|01 414 |5|5]|5

Obr. 4: Forméat tabulky vysledki Matematické regaty

Do tloh olympiadni verze Matematické regaty se zaclenuji tlohy zé-
kladni a stfedni obtiZznosti, které lze vyreSit a struéné popsat postup
jejich feSeni béhem planovaného ¢asového limitu jednotlivého kola.

Dva piiklady tloh vhodnych pro Matematickou regatu:

4. Ve tridé je 33 zaku, soucet jejich veku je 430. Dokazte, Ze soucet
veki 20 nejstarsich z nich nebude mensi nez 260. (Predpokladejme,
7e vék kazdého zaka je pfirozené Cislo.)

5. Zaci v trojahelniku ABC' sestrojili osy vnitinich ahlé u vrcholi
A a B a téznici z vrcholu C. Body jejich vzajemnych priseéika
vytvorfily pravouhly rovnoramenny trojihelnik. Najdéte velikosti
thlu trojuhelniku ABC.

3.3. Matematicky boj

Matematicky boj ma podobu plnohodnotné matematické diskuze. Uci
nejen zvladani nejtézsich olympiadnich tloh, ale také dovednost vykladat
a obhajovat své feSeni, korektné argumentovat a opodstatnéné oponovat.
Matematickému boji ¢asto Tikaji, Zze je prinikem matematiky, sportu a
divadla. Ve zkracené verzi jej lze uspofadat v ramci hodin matematického
krouzku, zatimco plné verze muze trvat témér cely den.

Matematického boje se ucastni sudy pocet tymu, z nichZz kazdy ma
6-12 ¢lent. Prvni faze soutéze, tzv. pfiprava, spo¢iva v tom, ze kazdy tym
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obdrzi od poroty stejny seznam 8-10 olympiadnich tuloh rizné obtiznosti
(obvykle od stfedni po vysokou). Na jejich feseni maji tymy 2—4 hodiny.

Po pfipravé se tymy setkavaji ve dvojicich pfi tzv. souboji. Hlavni
¢ast Matematického boje zac¢ina duelem kapitand, ktefi vystoupi k ta-
buli. Porota jim zada relativné jednoduchou tlohu nebo kratkou hru
s matematickou strategii. Kapitani pfemysleji samostatné bez moznosti
konzultace se svym tymem. Jakmile jeden z kapitdnti oznami, Ze méa
odpovéd, duel kondi. Pokud kapitdn odpovi spravné nebo vyhraje hru,
jeho tym ziskédva préavo rozhodnout, zda v prvnim kole zavola jiny tym
k predstaveni feSeni konkrétni tlohy, nebo zda neché volani na soupefi.
V piipadé nespravné odpovédi ¢i prohry duel automaticky vyhravéa druhy
kapitan.

Samotny souboj se sklada z nékolika kol. Kazdé kolo za¢ina vyzvanim
tymu-odpiirce na konkrétni tlohu ze seznamu tloh, které tymy feSily
béhem piipravy. Jiny tym pak musi pfednést svoji verzi postupu Feseni
nebo muZe vyuZit tzv. ovéfeni volani (pozada volajici tym, aby predlozil
své FeSeni). Reénik (ve standardnim pfipadé zastupce volaného tymu,
piip. pfi ovéfeni volani zastupce volajictho tymu) ma za tkol jasné a
bezchybné predstavit postup FeSeni ulohy, zatimco oponent (zastupce
druhého tymu) se snazi odhalit chyby, nepfesnosti ¢i nespravné zavéry,
musi zkontrolovat spravnost a tplnost odpovédi.

Za kazdou nalezenou chybu ziskava oponent polovinu bodii, které tato
,dira‘ predstavuje; druhou polovinu mize obdrzet fe¢nik, pokud spravné
opravi chybu. Pokud fe¢nik chybu neopravi, svoji verzi feseni této ,,diry*
miiZze nabidnout i oponent. Diskuze mezi fe¢nikem a oponentem ma byt
vécné, zdvorila a podpofené presvédcivymi matematickymi argumenty.

O pridéleni bodi rozhoduje porota, ktera se diskuze piimo neucastni,
ale dohlizi na pravidla. Na konci kazdého kola porota rozdéli mezi tymy
celkem 12 boda. Pokud v8ak pfedlozené feSeni nebo jeho ¢ast nebyly
spravné a oponent to nedokaze prokazat, ¢ast z téchto boda nemusi byt
pridélend — tyto body si ponechava porota. Recnik miize za bezchybny
vyklad ziskat pro svij tym vSech 12 bodii, zatimco oponent mtize obdrzet
maximalné 6 bodu za piesvédéivou oponenturu.

V nésledujicim kole bude na nékterou ze zbylych tloh volat jiny tym.
Standardné i dale se v kazdém kole poradi volani st¥ida. Pokud se ovSem
v pribéhu ovéfeni volani zjistilo, ze v tomto kole tym vyzyval k Feseni
ulohy, na kterou nemél ani koncept feSeni, v pristim kole musi volat
znovu a tim marné ztraci 6 bodi. Kazdy ¢len tymu mize byt u tabule
maximalné dvakrat (af uz jako Fe¢nik, nebo oponent). Duel kapitant
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se do tohoto poétu nezapocitava. Kazdy tym ma béhem celé soutéze
pravo na Sest 30vtefinovych prestavek. Pfestavku miZze oznamit kapitan
v jakémkoli okamziku diskuze. To je jediny cas kola, kdy se fe¢nik a
oponent mohou poradit s ostatnimi ¢leny svych tymua. Vitézem se stava
tym s vySSim sou¢tem bodii za vSechna kola. Ukazku protokolu matema-
tického boje (obr. 5).

Tym A TymB Porota
Sno/i Cislo dloh Sno/Ei
Jméno/cislo y Jméno/cislo .
¢lena tymu Body Body ¢lena tymu Zbylé body

A4 4 12 B10

A7 6: B2
A2 12 1. \ 0 B2 0

Soucet -> - <- Soucet
Obr. 5: Protokol Matematického boje
4. Zavér

Na etapé planovani, v pribéhu a po ukonceni matematickych sou-
téz{ vzdy vznikd obrovské mnozstvi pedagogickych situaci. Tyto situace
se Casto stavaji podnétem k dalsimu profesnimu rozvoji ucitele. Na jeho
mistrovstvi zalezi, zda tymové matematické soutéze ziistanou pouze dob-
rym prvkem gamifikace, nebo zda vyznamné ovlivni i motivaci a indivi-
dualni vzdélavaci trajektorie zaka.

Matematické hry se starsimi zaky pomahaji podpofit spolupraci, pii-
spivaji k hlubsimu pochopeni uéiva a rozvoji tvorivosti a kritického mys-
leni. Ruznorodé matematické soutéze mohou tvorit celistvy prvek — ma-
tematicky turnaj, ktery se miiZze stat inspiraci pro zédky na cely akade-
micky semestr ¢i rok. Talentovanym zaktm zajisti efektivni a smyslupl-
nou piipravu na dalsi matematické akce, véetné matematickych olympiad
ruznych drovni.
kych soutézi patii nasledujici:

e Jak prizpusobit forméat matematické soutéZe realiim na své skole?
e Jak vytvofit vhodny soubor uloh, ktery nebude piili§ jednoduchy,
ale pfiméreny aktualnim znalostem a schopnostem zaka?

e Jak stanovit korektni cile p¥i organizaci matematické hry?
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Jak rozdélit zaky do tymu? Jak se mé zvolit kapitan?

e Jak udélat soutéz prinosnou jak pro slabsi, tak i pro silnéjsi zaky?

Kdo muze byt ¢lenem poroty?

Jak spravné provést reflexi po matematické soutézi? Jak hodnotit
vysledky?

Tyto otazky si zatim povolime nechat oteviené. Asi neexistuje univer-
zalni navod — kazdy ucitel to udéla tak, jak to umi nejlépe. Neni v tom
krasa ucitelské profese?
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Rozhledy matematicko-fyzikalni
Lubomira Dvofakova, (vedouci redaktorka), FJFI CVUT, Praha

ABSTRAKT. Rozhledy matematicko-fyzikdlni (RMF) jsou nejlepsim casopisem
pro stredoskolské studenty se zdjmem o matematiku, fyziku a informatiku a je-
jich ucitele. Samozrejmé toto vyjadient berte s nadsdzkou, ale urcité md smysl
pravidelné casopis ¢ist nebo do néj také prispivat.

éasopis mé za sebou jiz témér stoletou historii. Vznikl pod nazvem
Rozhledy matematicko-pfirodovédecké v roce 1921 jako pfiloha Casopisu
pro péstovani matematiky a fyziky vydavaného JCSMF (Jednotou ces-
koslovenskych matematiki a fyziki). V roce 1957 ziskal dnesni nazev.
Vychazel pravidelné i béhem valky, delsi preruSeni nastalo az v letech
2002-2005. Kulaty 100. ro¢nik a s nim spojené oslavy nas ¢ekaji v roce
2025. O této historii se mizeme dozvédét vice napf. v [I]. V tomto ¢lanku
se ale budeme zabyvat soucasnou podobou tohoto ¢asopisu.
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Obr. 1: Obalky RMF poslednich let. Autorem obélky je vytvarnik Bohuslav
Sir.

Hned na zadatku uvedme, Ze Casopis vychazi ¢tyfikrat rocné (brezen,
Gerven, zafi, prosinec) a je dostupny online zdarma na strankach [2]. Cle-
nové JCMF (Jednoty ceskych matematikt a fyzika) si mohou pfedplatit
papirova ¢isla za 200 K¢ ro¢né, dostavaji je pak postou. Cisla od roku
2019 jsou dostupna na [2] a od roku 2005 na strankach [3].

Podle mého minéni se nam daifi plnit ¢asopis zajimavymi a kvalit-
nimi ¢lanky (pravidelné i v angli¢ting), které prochézeji recenzi a jejichz
autory jsou c¢asto i sami stredoskoldci! Neni ovem jedinou tlohou ¢aso-
pisu, aby otiskoval zajimavé ¢lanky. Rovnéz davame prostor pozvankam
na akce, jako jsou soutéze, olympiady, tabory, pfednéasky, exkurze, kore-
sponden¢ni seminéfe, akce vysokych Skol pro stfedoskolaky, a zpravam
z téchto akci. Predstavujeme netradi¢ni zdroje pro studium a vyuku
M, F, I, jako jsou videa, internetové sbirky tloh, online pfednéasky a
pokusy. Obéas otiskneme rozhovor se zajimavymi osobnostmi a recenze
knih, o kterych se domnivame, Ze si zaslouzi pozornost nasich ¢tenait.
Pravidelné nahlizime do historie matematiky a fyziky. Zaroven ale re-
agujeme na aktuélni témata, at uz to byl v minulosti covid a s nim
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souvisejici modely Sifeni epidemii ¢i téma online vyuky, nebo aktualni
objevy z fyziky a matematiky, o nichZ se snazime informovat.

V ¢asopise je otevieny prostor pro napady zvenci. Nevihejte a kontak-
tujte nas narozhledy@jcmf.cz, pokud pracujete na zajimavém projektu
a chcete se podélit se ¢tenari o pékné vysledky nebo organizujete akci
pro stfedoskolaky nebo tocite videa pro zajemce o M, F, I nebo délate
cokoliv jiného, co si zaslouzi pozornost ostatnich stfedoskolakii ¢i stie-
doskolskych pedagogii.

Tésime se na spolupraci se vSemi zajemci o matematiku, fyziku a
informatiku a na jejich dobré napady, které od nich vzejdou pro dalsi
rozvoj naSeho asopisu, a samoziejmeé se také tésime na nové ¢tenare!
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Unikovky v matematice s poéitacem i bez néj
(v ucebnicich SPN)

Pavla Hanzalova, Gymnézium F. M. Pelcla, Rychnov nad Knéznou

ABSTRAKT. Tento p¥ispévek pojedndvd o tinikovijch hrdch v hodindch mate-
matiky. Je zaméren na zdkladni principy a rizné typy Sifrovacich a unikovych
her, kde jsou vyuZity matematické problémy. Ty mohou byt zarazeny do béiné
hodiny nebo je lze vyuZit jako dopliikové aktivity pro nadané Zdky (zdleZi na
stupni obtiZnosti). Soucdsti jsou i rizné praktické ukdzky (prevdiné z chystané
interaktivni ucebnice Matematika pro 6. rocnik od nakladatelstvi SPN), a to
jak digitdlné , zpracovanych unikovek®, tak i her, kde postaci ,tuzka a papir®.

1. Uvod

Dnes se ve 8kolach jiz bézné setkdvame s procvicovanim uciva hravou
formou. U¢itelé vyuzivaji razné kvizové aplikace, tvoii si vlastni hry a
materidly, kterymi by svou hodinu ozvlastnili a pfiblizili détskému pii-
stupu ziskdvani novych informaci a procvicovani jiz osvojenych doved-
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nosti. Jednou z téchto metod je i vyuziti Sifrovacich a inikovych her. Na
internetu miiZeme najit mnoho inspirace, ale pfi jejich tvofeni a predklé-
déani zdkam je dualezité dbat i na pestrost a celkovou promyslenost tak,
aby se tato aktivita nestala pouhym nadhodnym klikinim a odhadovanim
vytouzeného vysledku.

Unikové hry zaroveii mohou rozvijet mnoho dilezitych kompetenci
a podporovat rozvijeni ¢tenairské, pocitacové i digitdlni gramotnosti. Je
ziejmé, Ze ucitel, ktery chce tuto metodu pouzivat, by mél mit na paméti,
co presné je jeho cilem — nauédit porozumeéni textu, zopakovat u¢ivo hra-
vou formou, pfedlozit novy problém, zafadit do vyuky trochu pohybu,
nebo naopak vyuzit pocita¢, nechat zéky feSit samostatné nebo v nich
podpofit chut pracovat v tymu; dale na jak dlouhou dobu mé tnikovka
byt a zda ji mé pri dostate¢ném cCase vytesit kazdy, nebo to neni pod-
minkou.

2. Unikové hry obecné

Unikové hry miizeme charakterizovat jako dobrodruznou aktivitu, kdy
acastnici hledaji indicie a pfedméty potiebné k feSeni hadanek, které
vedou k cili. Tim je ,,inik z mistnosti“. Velmi ¢asto hie dodava napéti
Casové omezeny interval, za ktery je nutné hru dokondéit.

Existuje nékolik rtznych forem, ve kterych se v dnesni dobé mizeme
s inikovymi hrami setkat. Velmi popularni jsou tinikové mistnosti nebo
organizované soutéze. Pokud ale hrac¢i nechtéji za hrou cestovat do kon-
krétniho mista, lze si ,,anikovky“ zahrat i ve formé brozurek, knizek nebo
v posledni dobé ve velké mife vznikajicich deskovych hrach. Velki ne-
vyhoda této aktivity je, Ze je ve vétsiné pripadu lze hrat pouze jednou,
protoZe pii dalsim hrani (pokud nejde o propleteny piibéh s riznymi
konci) jiz chybi prvek prekvapeni a FeSeni dil¢ich tkola postrada nutnost
napadu a kreativity.

Unikové hry, ackoli jde o pomérné novodobou zalezitost — prvni ofi-
cialni unikova hra vznikla v Japonsku v roce 2007 (viz [6]), maji své
kofeny v mnoha jinych (jiz davno znamych) aktivitach:

e LARP: Jedna se o role-playing game (tzv. zivé hrani roli). Lidé se
na okamzik stavaji nékym jinym (bytost{ ve fiktivnim svété, oblibe-
nou postavou z filmu ¢ knihy), a prozivaji tak nové, v oby¢ejném
svété nékdy nemozné piibéhy. Casto se jedna i o nékolikadenni
akce, které organizuje skupina vedoucich, ktefi davaji ramec pii-
béhu a koriguji déni v pfedem dohodnutém ohrani¢eném prostoru.
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e Textové hry: Jde o jedny z prvnich pocitac¢ovych her, kde zélezelo
na tom, jak se ¢lovék rozhodne, a podle toho se odvijel cely pfibéh.
Velmi podobna je i tisténa verze, ktera se oznacuje jako gamebook
(Gtenal se rozhoduje, co se v dgji stane, a podle toho preskakuje
na predepsanou stranu knihy).

e Dobrodruzné soutéze: I dnes jsou velmi popularni soutéze, kde je
nutné resit hlavolamy. Mohou probihat v jedné mistnosti, ale mo-
hou byt spojeny i s pfekonavanim piirodniho terénu. Nékteré z nich
miZzeme znat jako Sifrovaci hry (dalsi stanovisté ziskame vylusté-
nim hadanky, kterou ziskdme na startu ¢i jiném diléim stanovisti),
jejichz cilem je dojit do cile s co nejmensim po¢tem napovéd (po-
kud jsou dostupné) v co nejrychlejsim case.

e Interaktivni grafické adventury: Jedné se Casto o rozsahem mensi
pocitacové hry, kdy hra¢ prozkoumava prostiedi a snazi se ziskat
napovédy nebo predméty, které mu umozni postup ve hie.

e Hon za pokladem: Asi nejpouZivanéjsi hrou je tzv. hon za pokla-
dem, jehoz pravidla mohou byt velmi riizné, ale cil je jasny — dostat
se k pokladu. K tomu hraci maze slouzit tfeba jen mapa nebo sada
raznych napovéd. Tuto hru ¢asto vymysli i rodi¢e pro své déti —
napovédou muze byt tfeba i jen obrazek, ktery znazoriiuje misto,
kde mé dité hledat dalsi indicii. Do této kategorie by se dala zafadit
i stale oblibené aktivita geocaching.

e Interaktivni divadlo [3]: ,Jde o divadlo ve vychové, hraje se v§ude
tam, kde je problém, tzn. ve Skolach, v détskych domovech, spe-
cidlnich zafizenich, ve véznicich, v domech pro seniory apod. In-
teraktivni divadlo spojuje prvky dramatu a interakce s divikem.*
V ramci predstaveni herci na zakladé divackych rozhodnuti pred-
lozi FeSeni konkrétniho pfedstaveného problému.

e Tematicky zabavni prumysl: Jedna se o popularni televizni soutéze.
Jako priklad miizeme uvést jiz mnoho let vysilanou soutéz Pevnost
Boyard nebo i soutéZe o preziti (napiiklad Survivor) [4].

Unikové hry lze délit podle nasledujicich kritérii [2]:

e Zaméteni pribéhu: Dilezitou soucésti anikovych her je zasazeni do
néjakého pribéhu. Pro mladsi hrice je mozné se inspirovat pohad-
kou, kniznim pfib&hem nebo fantasy. Existuji i hry s hororovou
tematikou, dobrodruzné, akéni nebo kriminalni.
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éasovy limit: Existuji hry, které jsou ¢asové omezené (od desitek
minut, pfes hodiny, az po dny), ale i takové, které zadny limit
nemaji.

Poéet hraci: Unikovou hru lze projit i v jednom hradi (nékteré
jsou urceny pravé pouze pro jednoho), ale mnohem popularngjsi
jsou pro tymy (2 az 5 hraci).

Obtiznost: Uréujeme ji podle procenta tspéSnosti hrac¢t. Mazeme
ji ale také odhadnout na zakladé slozitosti dil¢ich tkolu. Nejcastéjsi
déleni je na zacatecniky, pokrocilé a experty.

Vybaveni: Nékteré hry si vystaci s aplikaci, po¢ita¢em nebo papi-
rem a tuzkou. Pokud ale chceme priitbéh hractim zpestfit, je mozné
vyuzit i vhodné fyzické komponenty, jako jsou napiiklad kryptexy,
zamky s kli¢i, truhly nebo ve hrach situovanych do moderni doby
i ¢ipy. Hru je také mozné doplnit audiovizualni technikou, ktera
velmi dobfe navozuje atmosféru.

Pribéh: Nejjednodussim systémem je linearni pribéh hry (jednot-
livé diléi tkoly na sebe navazuji a postupné vedou k cili — na obr. 1
popsané jako sequential). Velmi dobfe se hodi jak na kratsi, tak na
dlouhotrvajici hry. Druhym principem, ktery se velmi ¢asto obje-
vuje v Sifrovacich hrach na startu pro oddéleni tymd, je vice dil¢ich
tkoli, z nichz je potfeba alespon nékteré vyftesit, aby se tym dostal
k FeSeni dalsiho ukolu (na obr. 1 popsané jako open). Pokud tyto
dva pristupy zkombinujeme, miiZe vzniknout pestra skala dalsich
moznosti, jak pribéh koncipovat. Pokud hru vytvaiime, je vzdy
nutné prabéh peclivé naplanovat a prizpusobit ¢asovym i prosto-
rovym moznostem.
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Obr. 1: Ruazné pfistupy k prabéhu hry [7]
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3. Unikové hry ve vzdélavani

Unikové hry se ve vzdélavani vyuzivaji nejen k motivaci, predstaveni
nebo opakovani uéiva. Rozvijime jimi také mnoho kompetenci a gramot-
nosti [1]. Zde je nékolik diivodi, pro¢ tuto metodu zaradit do vyuky:

Kompetence k feSeni problémi: Hra ¢asto obsahuje fadu raznych
ukolt (nékdy i velmi netradi¢nich), které mnohdy poskytuji diléi
cile a zak musi premyslet ve vétsi roving, aby ziskal finalni vysledek.
Nékteré ulohy kladou velké naroky na kreativitu fesiteli a pfedpo-
kladaji zdolani riznych (prevazné intelektualnich) prekazek.
Kompetence komunikativni: Pokud pracuji Zaci v tymu, je potieba
komunikovat. Musi se domluvit na strategii, zjistit své silné a slabsi
stranky a vyuzit je ve svlij prospéch.

Kompetence socialni a personalni: Pokud je hra pro vice hraca, je
jasné, ze se zaci u¢i pracovat v tymu. Prochézi fazi brainstormingu,
rozdéleni si prace i vzajemné spoluprace na jednom problému. Bé-
hem hry musi zvladnout napéti, spravné si zorganizovat ¢as. Vza-
jemné se mohou naucit motivovat k praci, podporovat nebo jednat
shovivavé v pripadé nezdaru.

Kompetence digitalni: Nékteré tnikové hry vyuzivaji moderni tech-
nologie, rizné aplikace a zafizeni. Nékteré jsou tvoreny piimo pro
hru na pocitaci. Pokud je to pravidly povoleno, mohou hrac¢i vyu-
zivat internet pro vyhledavani informaci.

Ctenarskd gramotnost: Jak jiz bylo psano, nedilnou soucasti hry je
zasazeni do pribéhu. Nékteré jsou navrzené tak, ze pribéh slouzi
pouze jako motivaéni ¢ast (pro¢ se vlastné dostat ven, pro¢ zacit
Fesit), nekteré jsou pribéhem protkany celé, a mohou mit dokonce
vice zavéri, podle toho, jak je hra¢ v feSeni tispésny, nebo podle
toho, jak se rozhodne v pripadnych dialozich.

Informatické mysleni: Regenf problému se skldada z jeho popisu,
analyzy a hledani efektivniho feSeni, coZ je vlastné definice infor-
matického myS8leni. Pokud zak nalezne vhodny postup, pak jej sys-
tematicky opakuje, ¢imz rozviji mysleni algoritmické.

P1i tvorbé, ale i vybéru tnikové hry do vyucovaci hodiny je velmi
dilezité zohlednit pét vyznamnych faktori: cil hry, vyukovy cil, peda-
gogicky pristup, mechanika hry a odpovidajici obtiznost. Ve by mélo
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vést k tomu, aby Zaci zkuSenosti ziskané béhem hry mohli aplikovat i
v realném svéts (viz obr. 2).

Existuje jiz mnoho vytvorenych didaktickych inikovych her v riznych
jazycich. A. Veldkamp (2020) a kolektiv ve své studii predkladaji velmi
podrobnou reSersi existujicich cizojazy¢nych tnikovych her zamérenych
do vyuky [7].

Player

Real world

Persuasive goal

Transition Transfer

Learning
goal

S 1 :[’

Game goal [+

Game Pedagogical
mechanics approach
Game world

Obr. 2: Schéma popisujici vztahy mezi zkuSenostmi v realném a hernim svété

18]

4. Unikové hry v matematice

Témér ve vSech tnikovych hrach se vyskytuji rizné logické ulohy, sifry
nebo tkoly, jejichz soucésti je préce s &isly, utvary nebo télesy. S mate-
matickymi pfiklady si mazeme velmi dobfe vyhrat. Vyuzit lze vysledky
piikladt, které ur¢i poradi pismena v abecedé nebo porovnavaji ¢isla, kde
dostaneme tii znaky, které potfebujeme pii morseovce. Na stiedni Skole
muzeme vyrokovou logiku spojit s binarni soustavou. KdyZz nechceme
prilis kombinovat, lze pouzit jen piiklad s nékolika moznostmi, které na-
bizeji rizna pismena potiebné k vylusténi koédu. Osobné si myslim, ze
matematika je idedlnim predmétem pro zafazeni pravé takové aktivity.
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5. Priklady z praxe

Pfi tvorbé vlastni inikové hry je vhodné nejprve vyzkouSet nékolik
jiz vytvorenych a nabrat v nich inspiraci. Je dilezité si uvédomit, Ze ne
vS8echno bude fungovat presné tak, jak si predstavujeme. Nékteré principy
mohou byt pro zaky prili§ ndro¢né nebo mohou vyzadovat jiny druh
mySleni, ktery zatim neznaji. Je vhodné si pfipravit i systém napovéd
tak, aby ucitel zaky pii feSeni podpofil a dal jim moznost dojit do konce.
Ty mohou byt dostupné v rdmci samotné hry, nebo dostupné u ucitele.
Zaci by si méli zvyknout, Ze cilem nemusi nutné projit bez napovédy, ale
hlavné se dostat na konec.

Koncept hry by mél zahrnovat promysleni nasledujicich t¥i bodi:

e Motivace: Pomoci pfibéhu (miize byt velmi jednoduchy, ale mize
se proplétat i celou hrou) motivovat Zaka k tomu, aby chtél pokra-
Covat ve hie, aby byl zvédavy, co ho ¢eké, a chtél splnit tkoly ke
splnéni hry.

e Systém hry: Dilezité je promyslet si pribéh hry a jednotlivé ulohy.
Dulezité je myslet na ¢asovou narocnost i obtiznost tloh.

e Odména: Tou je zcela jisté samotny cil hry, ale je mozné pridat i
néco dalstho (bonbony, diplomy, medaile apod.).

6. Motivace: prostiedi a atmosféra

Sedite na turdé Zidli, pfed vami obycejnd stard lavice. Strohé vybaveni
mistnosti, pripomind nemocnicni zarizeni. Patrné uZ opusténé, protoZe
nikde neni nic slyset — moznd jen tikot hodin na sténé. Mdte hlad, necitite
se tu pohodIné, chcete ven. Ale nejste tu sami. BohuZel ne zrovna mile
vyhliZejici pani, stojici pred vdmi, situaci nezpiijemni. Vsimnete si, Ze
v lavici se vdli néjaky stocenyj listecek. Patrné ho tu nechal nékdo pted
Vdmi. Néco, co nemél nikdo jing vidét? Tajnd zprdva? Co tam je asi
napsdno?

TEXT NA LISTECKU:
Uz ti to doslo?

Téma je jen kryti!
E-ucebnice a unikovky. . .
Clovéce, premyslej!

Kromé ptibéhu je v digitalni podobé diilezité zvolit i vhodny obréazek
prostredi (obr. 3). V ném mohou byt skryté interaktivni prvky, mohou
tam byt postavy, které mezi sebou mohou vést rozhovory, ve kterych
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muze byt naznacen zptsob, jak hrou tuspésné projit. Obrazky mizete
pouzit z internetu, nechat je vygenerovat umélou inteligenci nebo pouzit
vlastnoru¢né kresleny obréazek (lze pouzit i vytvor od zaki, zcela jisté je
to pot&si).

am d;j!?

ZPET NA
ZACATEK
PRIBEHU

DVERE
DO NOVE
INSPIRACE

Obr. 3: Ukéizka ru¢né kresleného prostiedi hry upraveného pocita¢ovym pro-
gramem a smérova¢ vytvoreny v online programu Canva.com

7. Systém hry a ikoly

Samotny systém hry miize byt rizné obtizny, podle cilové skupiny
(je hra uréena pro vSechny zéky, nebo jen pro ty, ktefi uz maji praci
hotovou, a tudiz umfi rychleji pocitat a o¢ekava se od nich i netradi¢ni
mysleni). Na tkoly je moZné pouzit jakoukoli matematickou latku. Na
obr. 4 je vidét graficka Sifra, kde po vyznaceni &isel, které jsou délitelné
péti, vznikne pismeno L.

53 105 | 17 | 9 53 105 | 17 9
27 |45 | 63 | 36 27 | 45 | 63 36
124 | 135 | 23 | 116 124 | 135 | 23 116
6 9% (32 |7 6 90 32 7
42 15 | 65 | 118 42 15 | 65 118

Obr. 4: Ukazka jednoduché grafické sifry (zadani a FeSeni)

Ukoly mohou byt ale zakryty i piimo v mistnosti. Na obr. 5 je vidét
ukazka mistnosti. Kdyz se do ni zak poprvé dostane, jsou vidét pouze
bila ¢isla. Kdyz zék klika na kachlicky na podlaze, za¢nou se zobrazovat
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¢isla, a postupné tak cely priklad. Také je potieba objevit kli¢. Pokud
priklad vypocitame, ziskdme na misté kli¢e jedno konkrétni ¢islo. Podle
tohoto ¢isla zvolime dvefe, a dostaneme se tak do dalsi mistnosti.

Obr. 5: Priklad pfimo v mistnosti

8. Odmeéna

Prvni odménou je prekonéni vsech tkold a zvlddnuti cile. Obcas neni
na $kodu tymy podpofit i fyzickym predmétem. Tim muZe byt néco, co
zaktm vydrzi (viz obr. 6), napiiklad diplom nebo t¥eba medaile vytvo-
Fené na 3D tiskdrné (pokud v ramci roku Zaci absolvuji vice her, miize
zaky motivovat i sbératelsky duch).

Obr. 6: Ukazka odmén, které vydrzi
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9. Zavér

Rada bych podpofila ucitele k vyuzivani této aktivity. Zaroven je v8ak
mit na paméti jejich kvalitu a také Castost vyuzivani, aby se ze zadbavy
nestalo néco bézného (v ramci kazdé hry by mél byt vidy novy mecha-
nismus, néco neocekavaného).

Pokud byste chtéli tnikové hry tvofit, je mozné vyuzit napiiklad MS
PowerPoint nebo tieba online graficky editor Canva.com. Hru je mozné
zaradit nejen jako opakovani uciva, ale z vlastni zkuSenosti vim, Ze je to
skvéla aktivita pro poznavani $koly nebo jejiho okoli (neni pot¥eba digi-
talni prostiedi, tkoly sta¢i rozmistit na rizné mista ve skole, ke kterym
vede mapa nebo dil¢i Sifry), k podpofeni tymové prace na vyleté nebo
pfi projektovém vyucovani.

Podékovani. Tento prispévek vznikl diky podpoie SPN — Pedagogické
nakladatelstvi, a. s.
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Digitalni kompetence s podporou dynamického
matematického software ve vyuce na zakladni skole

Miroslava Huclova, KMT FPE ZCU, Plzeit

ABSTRAKT. Cldnek se zameéruje na rozvoj nové klicové kompetence v oblasti
digitdlnich technologii béhem zdkladniho vzdéldvdni. Vénugje pohled na adaptaci
dynamického matematického systému do vjuky, a tim zatazent digitdlnich kom-
petenct do vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace. Praktickd cdst uwvddi
vyuZiti GeoGebra Classroom pro vjuku geometrickjch témat v ucivu Uhel a
jeho wvelikost. Diskutovdny jsou metody tvorby a metodika vijuky jednotlivich
appleti ucitelem a jejich zaclenéni do vyuky. To umoznuje interaktioni a vi-
zudiné atraktivni zpisob ucent. Souddsti jsou i ndméty pro praktické nastaveni
appleti tak, aby doslo k efektivni vijuce v této oblasti.

1. Uvod

Digitalni kompetence jsou na zékladnich gkolach zasadni pro piipravu
zakl na pozadavky moderniho digitdlniho svéta, coz je kli¢ové nejen pro
jejich budouci profesni aspéchy, ale i pro osobni rozvoj. Tyto kompetence
pokryvaji Sirokou skalu dovednosti od zékladniho ovladani pocitace az
po pokro¢ilé vyuZzivani informaé¢nich a komunika¢nich technologii (ICT).
Aktualizace Skolntho vzdélavaciho programu (QVP) je nezbytna pro inte-
graci téchto dovednosti do vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace.
Implementace zmén v kurikuldrnich dokumentech ve vSech zakladnich
Skoléch predstavuje zasadni krok vpted k za¢lefiovani modernich techno-
logii do vzdélavaciho procesu a je nezbytné pro efektivni vyuku digital-
nich kompetenci [2].

2. Vyuka matematiky s vyuzitim digitalnich zarizeni

Nasledujici text poskytuje pohled na praktické aspekty vyuky v kon-
krétni zakladni skole a muze slouzit jako inspirace pro sborovny, predsedy
a Cleny pfedmétovych komisi matematiky, metodiky ICT, stejné jako pro
vedeni 8kol. Je zde predstavena fada nastroju a strategii, které tato skola
implementovala za tcelem efektivniho vyuZivani digitalnich kompetenci
b&hem vyuky. Detailné je popsan zpiisob, jakym jsou aplikace a moderni
technologie zaclenény do vzdélavaciho procesu v dané oblasti. Vyuziti
takto nastavenych nastroji, technologii a aplikaci umoznuje plnéni cila
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stanovenych v platnych kurikularnich dokumentech a podporuje moderni
piistupy k vyuce.

Ve vzdélavaci oblasti Matematika a jeji aplikace je v uvadéné skole
od treti tiidy zavedena systematickd vyuka s vyuzitim digitalnich zari-
zeni. Zaci maji k dispozici pocitatové ucebny s desktopovymi PC nebo
iPady pfimo ve svych t¥idach. Kazdy zak méa osobni pristupovy ucet ke
gkolni doméné, coz mu umoznuje piihlasovat se do pocitacové sité skoly,
vyuZzivat cloudové sluzby Microsoft 365 a komunikovat pomoci skolniho
e-mailu. Zaci rovnéz vyuzivaji 8kolni informaéni systém Skola OnLine.

Od ¢tvrtého ro¢niku jsou zéci vybaveni dovednostmi potfebnymi pro
samostatné vyuzivani téchto platforem a aplikaci. Do konce patého roc-
niku si Zzaci osvoji schopnosti, jako hodnocen{ taplnosti dat, vyhledavani
informaci, tvorba jednoduchych tabulek a graft pomoci platformy Excel.
Pro zpracovani informaci v tabulkovych kalkulatorech jsou schopni vyu-
zivat data z webovych stranek statnich organizaci, napiiklad z Ceského
statistického afadu nebo podobnych statistickych zdroju. K feseni prak-
tickych ¢i slovnich tdloh a problémi pak vyuzivaji standardni nastroje
operacnich systémt, jako je kalkulacka, nebo aplikace na iPadech.

Tento integrovany piistup k digitdlnimu vzdélavani vede k rozvoji
klicovych digitalnich kompetenci, které jsou nezbytné pro uspéch zaku
ve stéle vice digitalizovaném svété.

Na druhém stupni zakladni Skoly se Zzaci v ramci tematického oboru
Cislo a proménnd uéi efektivné vyuzivat digitalni nastroje, jako je tabu-
lovy kalkulator, kalkulacka opera¢niho systému a také pokrocilé systémy
pro symbolické vypocty, napiiklad Microsoft Math Solver a Wolfram Al-
pha. Tyto nastroje jim umoznuji hloubéji proniknout do abstraktnich
matematickych koncepti a efektivné feSit matematické problémy.

V oblasti Zavislosti, vztahy a prace s daty se zaci nau¢i manipulovat
s daty pomoci ruznych tabulkovych kalkulatori, vyuZzivat data statnich
uradi, provadét vypocty s pouzitim vzorcu a t¥idit data podle ruznych
kritérii. Tato dovednost je klicova pro rozvoj analytickych schopnosti
zaka a pfipravu na dalsi akademické a profesni vyuziti.

Pro tematicky obor Geometrie v roviné a v prostoru je zavedeno
vyuzivani dynamického matematického software Geogebra, coz zakum
umoziuje interaktivné prozkoumévat geometrické koncepty a resit ilohy
odpovidajici jejich ro¢niku. V oblasti prostorové geometrie se vyucuje
s vyuzitim modelovaciho software, jako je Thinkercad nebo Sketchup,
doplnéného o modul 3D Waterhouse pro praktické modelovani. Tyto mo-
derni technologie umoziuji zdktim nejen lépe vizualizovat a porozumét
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geometrickym tvartim, ale také rozvijet kreativni a projektové dovednosti
pfi navrhu a realizaci vlastnich 3D modeld.

3. Utivo ,,Uhel a jeho velikost s vyuZitim digitalnich technologii
Praktickd ¢ast se zabyva konkrétni vyukou v 6. roéniku na 31. ZS
v Plzni v tematickém oboru Geometrie v roviné a prostoru ve vzdélavaci
oblasti Matematika a jeji aplikace. V této kapitole jsou formulovany kon-
krétni pozadavky na pedagogické dovednosti uciteld, které jsou nezbytné
pro efektivni vyuc¢ovani tohoto predmétu. Kromé teoretickych zakladi
jsou zde stanoveny specifické pozadavky na tvorbu a tpravu interaktiv-
nich appleti, které jsou integralni souc¢asti moderniho piistupu k vyuce
geometrie. Dale kapitola podrobné popisuje metodiku vhodnou pro zapo-
jeni zaki a zefektivnéni jejich ucebniho procesu. Specialni pozornost je
vénovana praktické realizaci vyuky a konkrétni praci zaki, coz umoziiuje
lepsi pochopent, jak teoretické principy proménit v praktické dovednosti.

3.1. Rdmec digitdlnich kompetenci ucitelii

Pro u¢innou tvorbu a tpravu appleti v dynamickém matematickém
software je nezbytné, aby ucitelé matematiky disponovali digitalnimi
kompetencemi. Jako teoreticky zaklad pro zaclenéni digitalnich techno-
logii do vzdélavaciho procesu byl vyvinut na trovni Evropské komise
ramec digitalnich kompetenci DigCompEdu [1]. Ramec identifikuje Sest
klicovych oblasti digitalnich kompetenci, které by méli ucitelé ovladat.
Tyto kompetence zahrnuji schopnost vytvaret a upravovat digitalni ob-
sah, efektivni digitalni komunikaci a kolaboraci, pochopeni vyuzivani
digitalnich technologii a platforem s dirazem na kybernetickou bezpec-
nost a ochranu osobnich udaji, tvorbu matematickych tloh a scénaira
podporujicich kritické mySleni a FeSeni problémt a nakonec schopnost
vyuzivat digitdlni technologie pro individualizaci vyuky, sledovani po-
krokt a poskytovani zpétné vazby [2].

DigCompEdu rdmec dale definuje trovné zpusobilosti, od novacka
(A1) pres objevitele (A2) a praktika (B1) az po odbornika (B2), lidra
(C1) a prukopnika (C2), umoziujici u¢iteltim objektivné hodnotit a roz-
vijet své digitalni dovednosti. Tento audit lze provést na metodickém
portalu RVP.CZ pod nazvem Profil U¢itel 21, kde mohou uéitelé identi-
fikovat své soucasné kompetence a stanovit cile pro svij dalsi rozvoj [5].
Takovy pfistup nejen podporuje profesni rozvoj uciteld, ale zasadné pii-
spiva k vyraznému zlepSeni kvality matematického vzdélavani.
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3.2. Nastaveni aktivity, tvorba a metodika appletii

Pfed zahajenim vyuky na platformé GeoGebra Classroom je zésadni
peclivé pripravit a nastavit jednotlivé aktivity, aby tvofily soudrzny celek
odpovidajici u¢ebnimu planu. U¢itelé by méli aktivné vyuzivat webovou
platformu Geogebra.org pro tvorbu, ukladani a sdileni matematickych
projektt a vzdélavacich materiali v cloudu. Pro vyuziti této platformy
byla vyvinuta pro zaky ukazkova aktivita, obsahujici sérii postupné na-

tak, aby byly pfistupné vSem zaktm a tém nadanéjsim poskytovaly roz-
sitené priklady, pfinasejici po dokonceni zakladnich tkola dalsi vyzvy.
Metoda nastaveni téchto aktivit klade dtraz na vyuziti funkci dyna-
mického softwaru, které podporuji rozvoj dovednosti a znalosti zaku.
Podrobny popis tikolt a aktivit umoziuje uciteli maximéalné vyuzit moz-
nosti GeoGebra Classroom a zaroven zajistuje, Ze si zaci osvoji kli¢ové
koncepty a dovednosti potifebné pro tspésné zvladnuti uciva.

Sada iiloh 1: Uhel a jeho velikost

Uvodni tloha zobrazuje thel v roving (obr. 1). Zdk miiZe s ramenem
thlu manipulovat a ménit velikost hlu. Pozoruje zménu jeho velikosti a
vztah k bodum, které jsou v roviné umistény. Jedné se o zakladni tlohu,
ve které se zak seznami s ihlem, ramenem a vrcholem thlu. Dalsi aloha
zahrnuje manipulaci s thlem tak, aby véta, kterou zak priradi, byla prav-
diva. Uloha jiz vyzaduje spojeni znalosti a dovednosti o velikosti thlu.
Navazujici tloha graduje. Barvé thlu je pfifazena véta, ktera zahrnuje
nejen text o velikosti thlu, ale i vztah bodu k uhlu. Zak opét manipuluje
ihlem a body tak, aby véta byla pravdiva. Posledni applet této sady
ukladéa zaktm doplnit text o ramenech thlu a jeho vrcholu. K ovéfeni
znalosti této sady jsou stanoveny otézky na velikost ihli. Otézky piimo
souviseji se zjisténymi skutec¢nostmi z predchozich iloh.

Digitdlni kompetence ucitele pro nastaveni appletu

Ucitel pro tvorbu applett prvni sady sestrojuje thly, zndzoriiuje jejich
velikost, vklada text s editaci tthld a propojuje pole pro interaktivni na-
staveni vztahu se zobrazovanym thlem. Didakticky zadavéa tulohy podle
barev textu, spravné edituje body. Ulohy zadava podle naro¢nosti, kte-
rou stupfiuje. V posledni geometrické tloze sady vyuziva moznosti pro-
ménné a vstupniho pole, propojuje objekty a vklada zaskrtavaci tlacitka
pro zobrazeni spravné odpovédi. Sada tloh je ukoncena souborem oté-
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zek, jejichz odpovédi jsou v kontextu ziskanych znalosti uvedenych tloh.
V pokroéilém nastaveni appletu je vhodné zohlednit rozliseni obrazovky
(1920 x 1080) a zobrazit ikony pro reset konstrukce.

Cerveny hel je tupy o velikosti 104°
bod A nalezi Ghlu a, bod | nenalezi Ghlu a.

Obr. 1: Uhel a jeho velikost — feeni tilohy pomoci manipulace

Poznamka: rozliSeni obrazovky je stejné u vSech dalsich dloh. Je zavislé
na technickém vybaveni pocitacové ucebny, v niz vyuka probiha.

Sada viloh 2: Osa tihlu
Dalsi aloha zahrnuje sadu piikladt na osu thlu a konstrukei osy thlu

(obr. 2).
VB O N S)P NN

Obr. 2: Uhel a jeho velikost — prace zéka v GeoGebra Classroom
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Ulohy graduji v obtiZnosti feSeni. V prvnim tkolu maji zaci zadan
thel a sestrojenou jeho osu. S vyuzitim nastroje Uhel maji zmé&fit ahly,
které vzniknou sestrojenim osy thlu. Pfi spravném feSeni zjistuji, ze thly
jsou shodné. Osa thlu rozdéli thel na dva shodné thly. Manipulaci ra-
meny tuto skuteénost ovéruji. Druhy kol této sady Fesi zaci s vyuzitim
vSech néstroju. Nastroj Osa whlu jim umozni sestrojit osu daného thlu.
V nastaveni edituji druh a tloustku ¢ary dle ziskanych pravidel pfi ry-
sovani. Tieti applet graduje. Zaci sestrojuji osu thlu. Maji k dispozici
vSechny nastroje vyjma nastroje Osa thlu. Zaci tedy musi rysovat osu
ihlu tak, jak jsou zvykli s vyuzitim tradi¢nich rysovacich pomitcek z ho-
din. Vyuzivaji kruzitko, prisecik, polopfimku. Vzniklé druhy ¢ar edituji.
Tim dochézi v této sadé v posunu dovednosti od manipulace s objekty
po ziskavani udaji o objektech.

Digitdlni kompetence ucitele pro nastaveni appletu

Utcitel pro tvorbu téchto appleti vytvori sadu tkoli na osu tdhlu.
V nastaveni voli vhodné barvy, texty, edituje druhy ¢ar figury. Vyuziva
spravnou typografii sazby uhld a propojuje pole. Zp¥istupni zZakim jen
nastroje, které jsou nutné pro feSeni dané dlohy. V pokrocilém nastaveni
zobrazuje v prvni tloze nastroj Ukazovdtko a Uhel. V druhé tloze kom-
pletni menu (zde zak vyuZiva nastroj Osa whlu). Treti tloha méa omezené
nastroje (chybi néastroj Osa whlu). V konstrukei tedy vyuZiva nastroje
a postupy, které odpovidaji tradi¢nimu rysovani z hodin matematiky a
znadmym rysovacim pomuckam (trojihelnik s ryskou, pravitko, kruzitko).

Sada iiloh 3: Vedlejsi a vrcholové iihly, souhlasné a stiidavé iihly

Posledni sada zahrnuje tlohy pro ovéfeni znalosti vedlejsich, vrcholo-
vych thla a souhlasnych, stfidavych ahla [4] (obr. 3). V téchto tlohéach
vzdy zék manipuluje s objekty a ziskava informace o vlastnostech dané fi-
gury. Prvni dkoly jsou na vlastnosti vedlejsich a vrcholovych dhli, druhé
ikoly na vlastnosti souhlasnych a st¥idavych thli. Kli¢ové je pozorovani
pii manipulaci s dhly. Zak vyuziva manipulace k ovéfeni ziskanych zna-
losti. Prifazuje spravné véty a vztahy jednotlivym figuram. Sady jsou
ukonc¢eny souborem otazek, jejichz odpovédi jsou v kontextu ziskanych
znalostmi ptredchozich sad tdloh.

Digitdlni kompetence ucitele pro nastaveni appletu

Ucitel pro tvorbu prvniho appletu této sady sestroji vedlejsi a vrcho-
lové thly, oznadi jejich velikost. Vlozené textové véty propojuje s polem.
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Edituje vhodné druhy c¢ar, vyuziva barev. Vhodné edituje jejich vlast-
nosti, oznaceni a druhy ¢ar tak, aby odpovidaly zadavanému oznadceni ve
vyuce. Vyuziva své didaktické predpoklady k vyuce tak, aby figura byla
pro zaka zietelna, oznacena v kontextu jeho znalosti.

V pokrocilém nastaveni obou tloh zobrazuje jen reset konstrukce.

Souhlasné ahly

a=p

Stridavé ahly
a=y
71°=71°

Obr. 3: Souhlasné a st¥idavé tihly — zadani tlohy pro manipulaci s objekty dle
spravnosti

4. Podminky realizace a ovéreni uciva

Pripadové studie se tcastnili zaci 6. roéniku (VI. B a VI. C) v celko-
vém poctu 43 zaki. Zaci méli pripraveny tkoly v GeoGebra Classroom.
Odkaz pro sdileni byl uloZen na sitovém disku gkoly. Po aktivaci je moZno
vyzkouSet popisovanou roli Zaka a plnit uvedené ukoly [6].

Role ucitele v této fazi vyuky, ktera je realizovana v pocitacové ucebné,
je roli poradce a mentora. Sleduje praci zakdu, je poradcem dil¢ich tkold.
Na interaktivni tabuli je znazornéna ¢innost pribéhu prace zaki (dopo-
ruceno v této fazi skryvat jména).

4.1. Hodnocent ¢innosti Zdka, zpétnd vazba

Na zakladé zkuSenosti z vyuky je prace hodnocena nésledujici hodinu.
Utitel vyuziva zobrazovaciho zafizeni ve tfidé a demonstruje zakum je-
jich ¢innost, tispésné vyteSené ulohy a chyby, kterych se v jednotlivych
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tlohach dopoustéli. Cinnost provadi se skrytymi jmény. Zarovenn ihned
modeluje spravna feseni. Hodnoceni probiha formativné, vede k celko-
vému pohledu na ucebni latku. Nasledné generuje zakim novy Clas-
sroom. Odkaz dava zaktm prostiednictvim Skolniho informacéniho sys-
tému k dispozici a k dobrovolnému domécimu procviceni.

5. Zavér

Uvedeny pfiklad dobré praxe pfinasi pohled na konkrétni feseni tloh
v zavéru uéiva Uhel a jeho velikost v 6. ro¢niku zakladni gkoly s vyuzitim
digitalnich zafizeni. Lze konstatovat, Ze ucitel musi byt schopen efektivné
pracovat s digitalnimi technologiemi, aby mohl plné vyuzit potencial
téchto néastroji ve vzdélavani. Integrace digitalnich technologii do vyuky
poté prinasi fadu vyhod, jako jsou motivace zékt, personalizované uceni
a priprava na digitalni, dovednosti nezbytné pro soucasny svét préce.
Utitelé timto pfispivaji k lepsimu a poutavéjsimu vzdélavacimu prostiedi
pro své zaky.
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Archa 21

Karel Janecek, Science21, Praha

ABSTRAKT. Cldnek pojedndvd o projektu Archa 21, coZ je vzdéldvaci projekt,
ktery ma zvysovat obcanské sebevédomi a mnoho dalsich obcanskiyjch zmén.

Motto: Kde svétlo je, tma odchdzi bez boje.

Jan Amos Komensky

1. Uvod

Archa 21 je dlouhodoby vzdélavaci projekt, jenz prispiva k zasadnim
pozitivnim zménam na osobni i spolefenské drovni a tim k proméné
vSestranné hluboké krize do nové civilizacni éry osobni svobody i od-
povédnosti, individuélni tvofivosti i spoluprace. Tym Archy 21 odvazné
ukazuje mozné cesty k ristu osobni sily lidi, ob¢anského sebevédomi a
svobodné obcanské iniciativy, pravé tak jako k posileni lidi vici apatii,
strachu, manipulaci a ovladani v dobé nevyhnutelnych, zasadnich spole-
¢enskych zmén.

Archu 21 inicioval, financuje a na jeji praci se podili Karel Janecek.
Jde o ryze ob¢ansky projekt.

2. O co usilujeme

NasSe tsili v tomto projektu je zaméfeno na tyto aktivity:

e poctivé a nekompromisni poznani rozsahu a hloubky spole¢enské a
civiliza¢ni krize a jejich p¥i¢in,

e nalézani skuteénych, systémovych pozitivnich vychodisek z krize,

e poukazani na spoleéné kofeny i feSeni problémii v rtznych spole-
¢enskych oblastech, a to na zédkladé univerzalistického, syntetického
pristupu, ktery ¢asto pfinasi synergii a prilom v feSenich slozitych
situaci,

e piibyvani védomych, svobodnych a aktivnich lidi, odolnych svou
osobni silou vicéi nevyhnutelnym zménédm a krizim, posileni lidi
v ob¢anské sebedtivéie a spoluprici, zvyseni odpovédnosti za sebe
sama a nespoléhani na stat,

e zvySeni odolnosti vi¢i apatii, strachu, manipulacim, rozdé&lovani
spole¢nosti a predsudkim viéi lidem s jinymi nézory tak, aby se
lidé pti dalsich krizich chovali védomeéji a pevnéji nez za covidu, aby

62



neopakovali destruktivni stereotypy mysleni, p¥istupti a chovani
(neduvéra, izolace, strach, nekriticka poslusnost, zavislosti, ... ),

e propojovani lidi pripravenych ke zméné nebo uz vefejné aktivnich
itéch prave se ,,probouzejicich, praveé tak jako uz existujicich ohni-
sek obcanské aktivity, to v8e pro dosaZeni synergie a zvySeni vlivu
obc¢anského, nepolitického ptisobeni ve vefejném prostoru,

e ukazky pozitivnich piikladi dobré praxe jak FeSit rozli¢né typy
problémt na obéanském principu, mimo oficidlni struktury, a to
na mistni i regionalni arovni,

e nabizeni nadéje a vytvareni spole¢né obcanské vize dobré budouc-
nosti, navzdory rostoucimu egoismu a silovému postupu mocen-
skych elit.

3. Na ¢em stavime

Nagim cilem je zasadni zména, a proto ji stavime na sdileni klio-
vych lidskych hodnot. Svou vizi dobré budoucnosti opfenou o dvanact
hodnot jsme zvefejnili v dokumentu Archa 21. Patii k nim: odvaha, svo-
boda, zdravi, harmonie, odpovédnost, spravedlivost, radost, laskavost,
sobéstacnost, sounélezitost, sila a nds domov — Zemé. Hodnoty pova-
Zujeme za neopomenutelné vychodisko daldi prace. Bez sdilenych a re-
spektovanych zakladnich hodnot stézi dosdhneme podstatné spolecenské
zmény. Jedinym skuteénym pokrokem je pokrok v hodnotéach.

Hluboké krize pro nas znamené nejen problém, ale i velkou piilezitost.
Zijeme v ojedinélé dobé z hlediska vyvoje lidstva, v ¢ase socialni singu-
larity. Je to doba kolapsu stavajicich spole¢enskych struktur a Sance na
prechod do nové civiliza¢ni éry.

Stavime rovnéz na duavére v obcanskou cestu spolecenské renesance.
Jsme piesvédceni, Ze prospésné, synergicka feSeni nezacinaji na uradech
ani v parlamentu, ale u kazdého z nas. O nezbytnou zménu se musime
zaslouzit sami. Budoucnost zalezi na trovni védomi kazdého z nas, na
tom, ¢emu vénujeme to nejdrazsi — svou pozornost. Zalez{ i na nasi od-
povédnosti a spolupraci.

4. Co délame

Pracujeme paralelné ve dvou hlavnich smérech.
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4.1. Galaxie uceni — cyklus Kde jsme a kudy ddl

Mapujeme soucasné kli¢ové spolecenské a civilizac¢ni problémy a vyzvy
a hledame cesty z krize smétujici k podstatnym, systémovym pozitivnim
zménam. Analyzujeme a navrhujeme feSen{ v klicovych problémovych
oblastech. Vybrali jsme oblasti, které zrcadli stav spole¢nosti, napt. psy-
chické i fyzické zdravi, védu, obCanska prava, média a internet, ekono-
miku a podnikani, instituce a mezilidské vztahy aj. Za covidové krize
utrpély tyto sféry zretelnym prohloubenim a urychlenim uZ existujicich
potizi. Nerozebirame podrobné covidovou dobu, ale slouzi uZite¢nymi
priklady, které méame vSichni v ¢erstvé paméti — priklady zfetelné mani-
festujicimi slepé ulicky, kterymi bychom se (pokud znatelné nezménime
kurz) bezpochyby ubirali k civiliza¢nimu kolapsu.

Dokumenty maji podobnou strukturu, obsahuji analyzu soucasného
stavu v dané oblasti, zhodnoceni vlivu covidové doby na ni, ndvrhy fe-
Seni a existujici pozitivni piiklady (pfiklady dobré praxe). Dokumenty
pripravuji odbornici ze zminénych oblasti a dopliuje je 8irsi okruh ex-
perti z jinych obort tak, aby poskytovaly komplexni pohled. Dokumenty
slouzi jako podklad k odborné i vefejné diskusi.

Planujeme posvitit si blize na fadu rtznych oblasti s predpokladem,
7e zasadni pri¢iny problému i navrzena feSeni budou podobné napiic riz-
nymi spole¢enskymi oblastmi. Takova spole¢né feSeni by byla v chaosu
a kakofonii souc¢asné doby uzite¢nou kotvou i inspirujicim odrazovym
miistkem.

4.2. Galaxie spoluprdce

Tak velkou vyzvu nelze uskutechovat bez vzajemné prospésné spo-
luprace. Proto vyhledavame partnery na mnoha tdrovnich — odborniky
pro cyklus Kde jsme a kudy dal, vefejné znamé osobnosti pro Sifeni nasi
mise i aktivni partnery, ktefi uz pfispivaji ke spoleCenskym zménam.
V dalsi etapé planujeme podporovat nositele pozitivnich spolecenskych
zmén na mistni trovni v regionech (prikladna ob&anska ohniska). Vy-
chazime z toho, ze konkrétni pozitivni piiklady a pribéhy jsou nejsilnéjsi
inspiraci pro osobni i spole¢enskou zménu.

5. Koho oslovujeme

Archa 21 propojuje aktivni hybatele zmén a jejich skupiny pro posi-
leni synergické spoluprace i pro péstovani spolupréce jako perspektivni
hodnoty namisto soupefeni.
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Archa 21 mifi k lidem, ktefi uZ jsou si védomi nezbytnosti osobnich
i spole¢enskych zmén a pracuji na nich. Oslovujeme lidi, ktefi necekaji
na pomoc statu a ,autorit®, ale nachazeji ji sami u sebe. V néro¢ném,
chaotickém procesu zmén mohou vSak docasné ztratit silu ¢i smér a
pomiize jim povzbuzeni a perspektiva.

Archa 21 miZe byt jako kompas ndpomocna lidem, ktefi se pravé
probouzeji ve své osobni sile a hledaji inspiraci, smér a praktické piiklady
pozitivni ob¢anské iniciativy.

Archa 21 chce byt nadpomocnéa pFibyvajicim lidem, ktefi u védomi do-
maéciho, evropského i globalniho déni ztratili ¢i ztraceji duvéru v politiku
a stat. Bylo by zlé, kdyby propadli apatii, nihilismu ¢i extrémismu.

6. Priloha

Archa 21 reaguje na spole¢enskou situaci. Vychazi ze soucasné velmi
nepiiznivé spolecenské situace, jiz prohloubila a urychlila globalni covi-
dovéa krize. Pozorujeme probihajici kolaps zédpadni civilizace, kterému se
nechceme ani nemuzeme vyhybat. Chceme ovSem proménit krizi v pii-
lezitost k nezbytné hlubsi osobni i spole¢enské proméné diive, nez nega-

blizkou zkuSenosti s dopady do zivotii miliard lidi méla covidova doba,
ktera odhalila slabiny i potencial nasi civilizace.

Na covidovou krizi nejvic doplatily déti pfedevsim dlouhodobou izo-
laci, ktera mé& dodnes vazné nasledky na jejich duSsevnim zdravi. Také
utrpély ockovanim, jez bylo u déti az na naprosté vyjimky zcela zby-
te¢né, coz bylo zndmo uz tehdy. Situace, kdy déti byly obé&tovany kvl
tomu, Ze dospéli podlehli systémové manipulaci strachem, se uz nikdy a
za zadnou cenu nesmi opakovat.

6.1. Galaxie uceni — cyklus Kde jsme a kudy ddl

Podle drtivé vétsiny lidi je Ceska spoleCnost v krizi, lidé si nedtuveé-
fuji navzajem ani nevéfi politikim, ubyva spravedlnosti a covidova krize
prohloubila rozdéleni spole¢nosti. Nastésti prekvapivé velky pocet lidi se
chce podilet na pozitivni zméné. Nize jsou kli¢ové vysledky z prizkumu
agentury Median z listopadu 2023, ktery zadal tym Archy 21.

e Podle 90 % obcant je spole¢nost rozdélena, panuje v ni nedivéra
a pribyva psychickych problémi a depresi.
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e 80 % lidi uvadi, Ze spole¢nost je v krizi, ze politici nas rozdéluji a
7e béhem covidové doby jsme podlehli strachu.

e 75 % obyvatel si mysli, Zze béhem covidu dochazelo k omezovani
svobody.

e Podle 70 % je v krizi zapadni spoleénost.

e 60 % lidi uvadi, Ze do naSich Zivotd se vraci cenzura a omezovani
svobody projevu.

6.2. Priizkum pf¥inesl i nadéjné signdly

Piedchozi i nasledujici informace 1ze najit na strankach [I] .

e Dvé tietiny lidi by uvitaly celospole¢enskou diskusi a zhodnoceni
covidové doby, abychom se z ni poudili a vyvarovali vaznych pro-
blémd.

e Témer 80 % lidi si preje celospoledenskou diskusi s cilem pFinést
konkrétni feSeni pro obnoveni davéry mezi lidmi a spojeni rozdé-
lené spolecnosti.

e Na projektech pro zlepSeni spole¢enské situace v CR je pripraveno
se aktivng podilet 11 % lidi a do diskuse se zapojit 36 % lidi.

7. Zavérecné shrnuti

Trvalou 1é¢bu dle psychiatri potfebuje pies 700 000 lidi. Pocet lidi
s depresemi ¢i iizkostmi se za posledni dva roky ztrojnasobil, dramaticky
je narust hlavné u mladistvych. Polovina zaku a zakyn devatych t¥id trpi
stfedné silnymi az silnymi depresemi.
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Mathesso — inovativni nastroj v matematice formou hry
Jifi Kacirek, Markéta Stejskalova, Science 21, Praha

ABSTRAKT. Tento clinek predstavuje hru Mathesso, kterd byla navrZena s ci-
lem aktivovat kognitivni procesy zodpovédné za vznik a rozvoj matematické in-
tuice. Hra vyuZivd principi klasického pexesa, avsak s dirazem na matematické
koncepty, ¢imz podporuje podvédomé osvojovdni aritmetickych operaci u déti i
dospélych. Soucasné prindsi inovativni pristup k rozvoji schopnosti rozpoznd-
vdni numerickgch vzorci a vztahd mezi &isly, ¢imzZ podporuje rychlé rozhodo-
vdnd a logické myslent [4].

1. Uvod

Matematicka gramotnost je kliCovou soucasti vzdélani a hraje zasadni
roli v kazdodennim Zivoté [5]. Pfesto mnoho studentt vniméa matematiku
jako abstraktni a slozitou disciplinu, coz ¢asto vede k obavam a neochoté
ji studovat. Tradi¢ni metody vyuky mohou byt pro nékteré ziky méné
efektivni, nebot postradaji hravy a intuitivni p¥istup.

Hra Mathesso byla vyvinuta jako odpovéd na tyto vyzvy a usiluje
o preklenuti propasti mezi teorif a praxi prostfednictvim interaktivniho
a zadbavného formatu. Jejim cilem je nejen pomoci détem osvojit si za-
kladni matematické operace, ale také podpofit hlubsi pochopeni mate-
matickych vztahid a principi [1, 4] Diky kombinaci herniho prvku a vzdé-
lavaciho obsahu se Mathesso stéava silnym nastrojem pro ucitele, rodice
i studenty vSech vékovych kategorii.

2. Koncept hry Mathesso

Zakladni myslenka Mathessa spoc¢iva v aktivaci kognitivnich procesi
odpovédnych za vznik a rozvoj matematické intuice. Hra je navrzena tak,
aby déti mohly pfirozené a nenucené vnimat struktury a vzorce ¢iselnych
operaci, aniZ by se musely spoléhat na memorovani pravidel [3]. Pomoci
bazalni aritmetiky pfiblizuje détem klicové matematické pojmy, jako jsou
nasobeni, mocniny, prvocisla nebo Fibonacciho posloupnost.

Vyhodou Mathessa je, ze dokdze stimulovat matematické mysleni na
podvédomé urovni. U déti predskolniho a mladsiho Skolniho véku se hra-
nim této hry rychle vytvari tzv. paterni aritmeticky systém, ktery slouzi
jako pevny zéklad pro dalsi matematické vzdélavani. Dé&ti nepotiebuji
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znét jediné ¢&islo, a presto postupné pochopi zakladni vztahy mezi ¢isly
a nauci se s nimi intuitivné pracovat.

Na rozdil od tradi¢nich vyukovych metod Mathesso integruje vizualni
a hmatové prvky, které podporuji aktivni zapojeni déti a jejich schopnost
asociativniho uceni. To vede k lepsimu uchovéni informaci a p¥irozenéj-
§imu pfistupu k matematice jako celku.

3. Prospésnost pro ruzné skolni a vékové kategorie

Mathesso 1ze efektivné vyuzit napfi¢ riznymi vékovymi skupinami
(obr. 1):

Obr. 1: Hra Mathesso skladajici se z mnoha karti¢ek

e Predskolni déti: U nejmensich hrac¢t podporuje rozvoj zakladni nu-
merické gramotnosti, poméahé jim pochopit pojmy jako vétsi/mensi,
mnozstvi a jednoduché aritmetické operace.

e Zaci prvniho stupné& zakladni skoly: Hra pomaha p¥i osvojovani
zékladnich matematickych operaci, jako je s¢itani, od¢itani, nasobeni
a déleni. Diky vizualni podpofe usnadiiuje pochopeni slozitéjsich ma-
tematickych principi.

e Zaci druhého stupné zakladni Skoly: Mathesso slouzi jako vy-
borny néastroj pro zdokonalovani rychlosti pocitani a rozpoznavani
vzorcu v CGislech. Diky rozsifenym variantam karticek se zaci uci fak-
toridly, mocniny a Fibonacciho posloupnost.
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e Stredoskolaci a dospéli: Pro pokrocilejsi hrace hra nabizi hlubsi
pochopeni abstraktnich matematickych koncepti a pomahé v rozvoji
logického mysleni a kombinatorickych dovednosti. Mathesso muze byt
vyuzito i v pfipravé na matematické soutéze a olympiady.

4. Herni mechanismus

Pravidla hry se podobaji klasickému pexesu, avSak s nékolika klic¢o-
vymi rozdily zaméfenymi na matematické koncepty. Herni baleni obsa-
huje sedm zakladnich skupin karti¢ek, které se lisi grafickym zpracovanim
a matematickym vyznamem. Kazd4 skupina mé& vlastni postup, podle
kterého hradi hledaji identické karticky [4]:

e Mala néasobilka: Karticky maji na ¢ernobilé strané ¢initele ndsobeni

a na barevné strané vysledek jejich souéinu.

e Druhé mocniny: Karticky zobrazuji na ¢ernobilé strané zéklad moc-
niny a na barevné strané vysledek umocnéni.

e Prvocisla: Karticky obsahuji stejné ¢islo na obou stranéch, pricemz
barevna strana ma specifické pozadi.

e Fibonacciho ¢isla: Podobné jako u prvocisel karticky zobrazuji stejné
¢islo na obou strandch s odlisnym grafickym zpracovanim.

e Faktorialy: Karticky maji na ¢ernobilé strané ¢islo nebo symbol fak-
toridlu a na barevné strané vysledek této operace.

e Nuly: Karticky zobrazuji na barevné strané nulu s prusvitnym ¢islem
na pozadi, které odpovida ¢islu na ¢ernobilé strané.

e Cooperova—Janeckova varianta: Specialni karticky, které repre-
zentuji specifické matematické vztahy a podporuji hlubsi pochopeni
abstraktnich pojmii.

5. Program Mathesso do Skol

V ramci iniciativy na podporu matematického vzdélavani se Nadace
Science 21, pod vedenim Karla Janecka, rozhodla darovat hru Mathesso
do kazdé skoly, détského domova a dalsich vzdélavacich instituci. Cilem
tohoto programu je poskytnout pedagogim a vychovatelim efektivni
nastroj pro vyuku matematiky, ktery je zabavny a zaroven edukativni [4].

gkoly a organizace, které maji o hru Mathesso z4djem, mohou jedno-
duse vyplnit formulaf dostupny na oficidlnich webovych strankach pro-
gramu. Po odeslan{ zadosti budou kontaktovany ohledné doruceni nebo
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osobniho predani hry. Tento piistup usnadiuje integraci Mathessa do
vyuky a podporuje jeho rozsffeni napfi¢ vzdélavacimi institucemi.

Program Mathesso do 8kol jiz obdaroval vice nez 1 200 instituci touto
hrou, coz svéd¢i o jeho tspéchu a pozitivnim pfijeti ve vzdélavaci komu-
nité. Diky této iniciativé maji tisice studentii moznost zazit matematiku
jinak — hravé, interaktivné a s dirazem na rozvoj logického mysleni.

Integrace Mathessa do Skolniho prostiedi pfinasi fadu vyhod. Ucitelé
mohou hru vyuzit jako doplitkovy nastroj k tradi¢ni vyuce, coz obo-
hacuje pedagogicky proces a zvySuje angazovanost studentti. Navic hra
podporuje spolupréci mezi zaky, rozviji jejich komunika¢ni dovednosti a
posiluje tymového ducha.

Celkové program Mathesso do 8kol predstavuje vyznamny krok smé-
rem k modernizaci vyuky matematiky a podporuje inovativni pfistupy ve
vzdélavani. Diky nému se matematika stavéa pristupnéjsi, srozumitelné;jsi
a predevsim zabavné&jsi pro vSechny vékové kategorie studentii (obr. 2).

Obr. 2: Hrani Mathessa ve skole

6. Mistrovstvi Ceské republiky v Mathesso

Nadace Science 21 vyhlasuje postupovou soutéz pro zaky zakladnich
gkol s nazvem Mistrovstvi CR v Mathesso. Tato soutéz je navrzena tak,
aby podpofrila zajem o matematiku a logické mysleni mezi mladymi stu-
denty prostfednictvim hry Mathesso.
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6.1. Struktura soutéze

Soutéz je rozdélena do nékolika fazi:

1. Skolni kola: Kazd4 zakladni skola miize usporadat vlastnf intern{ tur-
naj, ze kterého vzejdou vitézné tymy postupujici do dalsich kol.

2. Krajskd kola: Vitézné tymy ze Skolnich kol se utkaji na trovni kraju,
kde budou soutézit o postup do celostatniho finéle.

3. Celostdtni findle: Nejlepsi tymy z krajskych kol se setkaji v celore-
publikovém finale, kde budou soutézit o titul mistra Ceské republiky
v Mathesso.

6.2. Cile soutéZe

Mistrovstvi CR v Mathesso si klade za cil:
1. Podpofit zajem zakt o matematiku a rozvoj jejich logického mysleni.
2. Posilit tymovou spolupraci a komunikaci mezi studenty.

3. Nabidnout zébavnou a interaktivni formu soutéze, ktera propojuje
vzdélavani s hrou.

6.3. Ucast a registrace

Skoly, které maji zajem se do soutéZe zapojit, mohou ziskat vice infor-
maci a registrovat své tymy prostfednictvim oficialnich webovych stranek
Mathesso.

Tato soutéz predstavuje jedineénou pfilezitost pro zaky zékladnich
skol zapojit se do matematického soutézeni v pratelském a podporujicim
prostiedi (obr. 3).

Zavér

Mathesso predstavuje inovativni nastroj pro vyuku matematiky, ktery
kombinuje zédbavu s efektivnim uéenim. Diky svému jedine¢nému pii-
stupu méa potencial zménit zptsob, jakym déti i dospéli vnimaji a uéi
se matematiku, a prispét tak k rozvoji matematické gramotnosti ve spo-
le¢nosti. Hra se osvédéila nejen v domécim prostiedi, ale i ve Skolnich
a volnoc€asovych centrech, kde podporuje kreativni mysleni a schopnost
rychlého rozhodovani v matematickych alohach [4].
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Obr. 3: Vitéz soutdze Mistrovstvi CR v Mathesso
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Variabilita tloh k zobecnéni — vliv na volbu strategii
Michaela Kaslové, PedF UK, Praha

ABSTRAKT. Pro nadprimérné Zdky, nadané & dokonce pro prokdzané talenty
chyb? v dostupnyjch didaktickych materidlech dostatek tloh, ve kterych by po
vyresent urcité entity uloh méli dostatek podkladi pro zobecnéni. Na relativné
jednoduchém problému se pokusime z didaktického pohledu ukdzat, jaké pro-
blémy mohou bijt spjaty pFi zobecriovdni v sérii uloh s podobnym kontextem,
jak dalece jsou Tesitelé ve stejném kontextu schopni reagovat ve svyjch strategi-
ich na zmény podminek.

1. Uvod

Nadprimeérni zaci od prvniho stupné S nemaji v didaktickych ma-
terialech dostatek podnétt pro rozvoj, jak plyne z analyz pouzivanych
ucebnic matematiky a pracovnich sesitt pro 1. st., chybi dostatecné pes-
tra skala otazek [3] a témata, ktera by nadprimérné zaujala a Zaci by
je povazovali za smysluplné. Nenf ani dostatek tloh pro zobecnéni [4, [5].
K zobecnéni vzhledem k naSim ucebnicim matematiky dominantné do-
chazi napt. u feSeni ,,tabulek*. Hlavni roli hraje ucitel, ktery mutze na
souvislosti mezi ,,rozsetymi* tlohami upozornit.

Pokud se v u¢ebnicich zamérime na slovni tlohy, vidime v seznamovaci
fazi série podobnych tloh, coz vede k jisté motiva¢ni blokaci. U vétSiny
zéka po prvnich feSenich podobnych tuloh bez nasledné diskuse dochéazi
k diléimu zobecnéni, ne vzdy spravnému, ale ¢asto trvalému. Nadpri-
mérny zak ma, na rozdil od ostatnich, brzkou potfebu kontrastu, aby
lépe proces zobecnéni zpracovaval, korigoval. Nepotfebuje vyznamné;jsi
rozdily mezi podobnymi tlohami, ale dobfe vedenou diskusi ke kompa-
raci. V praxi pfi absenci dostatené diskuse (na rozdil napt. od Belgie)
miuze snadno dochéazet ke vzniku ¢asto nechténych ,kontextovych resi-
telskych strategii“.

7 uvedenych dtavodii budeme sledovat Fesitelské strategie ve vybraném
variujicim kontextu jiz od nadprimeérnych déti pfedskolniho véku, které
dosud navstévuji materskou $kolu (nenastoupily do $koly o rok diive),
az po zaky 2. st. ZS.

Cilem pfispévku je na vybranych aktivitach, v jednom situa¢nim kon-
textu: a) sledovat proces zobeciiovani, jeho variabilitu v zavislosti na ob-
ménach uloh, b) identifikovat rizné strategie jak tspé&Snych, tak meéné
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taspésnych feSeni. V nékterych situacich chci poukizat na uskali a pfi-
padné odlisit feSeni nadprimérnych zakd od nadanych & dokonce ta-
lent.

Talentem chapeme nadaného zéka, ktery je navic vybaven osobnostni
charakteristikou, ktera umoziiuje nadéni projevovat, rozvijet a soucasné
v daném procesu vidét smysl, primarné citit z tispéchu radost nezéavisle
na vnéjsim hodnoceni. Jsem si védoma toho, Ze talenti radi zkoumaji
spiSe série tuloh do hloubky, nebo komplexni problémy, izolované nové
zajimavé typy tloh chapou ¢astéji jako vychodisko z nouze v rdmci snahy
ucitele individualizovat vyuku.

2. Vychodiska

Vychézime z toho, Ze kazdy zdravy jedinec je schopen zobeciiovat [4]
amérné urovni svého intelektového rozvoje a Ze je schopen se tomuto
procesu ucit, respektive tento proces v€domé zlepSovat.

Pro jedno z prvnich testovani schopnosti zobecnovat jsem zvolila jedno
z ,kouzel® ze hry pro déti od 7 let Maly kouzelnik z roku 1979. Princip
tohoto kouzla vychazi z vlastnosti hraci kostky a ze souboru pravidel
provazanych na postup kouzleni: Jedna osoba, zadavatel, stavi véz z Ces-
kych hracich kostek, na kterych je vzdy soucet po¢tu ok na protéjsich
sténach roven 7, tak zvané ,pravidlo 7¢ (obr. 1). Vsechny hraci kostky
ve h'e maji tutéz sit z pohledu umisténi ok na sténach (napf. pro polské
hraci kostky to neplati). Zadavatel pii stavéni véze o pidorysu 1 x 1
klade na sebe hraci kostky a dodrzuje pravidlo doteku: kostky se vzdy
dotykaji jen sténami se stejnym poctem ok. Vyska véze je libovolna.
Zadavatelovu vystavbu véze kouzelnik nepozoruje. Je-li véZz dokoncena,
kouzelnik je zavolan, véz si pouze prohlédne a urci, kolik ok je na sténé
vze, kterd se dotyka podlozky (ktera je vespod). V praxi kouzelnikovi
staci dva kroky: a) podivat se jen na horni sténu véZe, b) zjistit, z jakého
poctu kostek je vystavéna (sudého ¢i lichého).

Obr. 1: Ceské kostky
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Zobecnéni principu, na kterém , kouzlo* stoji: U sudého poc¢tu kostek
je zespodu stejny pocet ok jako nahote, u lichého poctu kostek ve vézi
pocet ok zespodu zjistime tak, Ze od sedmi ode¢téme pocet ok, ktera
vidime nahote. S oporou o algebru predpokladejme hranu hraci kostky
o velikosti @ = 1 a ozna¢me v vysku véZe a n pocet kostek na sobé&
ve v&zi/hranolu. Pismenem x oznaéme pocet ok na horni sténé hranolu,
pismenem y pocet ok na spodni sténé hranolu. Pak plati y = x pro sudé v
ay = 7—x pro liché v. Jedna se de facto o hranol z n kostek o rozmérech
1x1xv. Od mluveného shrnuti vyzaduji na 2. st. ZS prechod k zobecnéni
v grafické podobé priblizné v této podobé, a to u talentt od 6. ro¢niku,
od ostatnich od 8. r. ZS [3]; trénujeme tak transformaci komunikaénich
koda.

Zajimavosti tohoto typu problému je, Ze TeSitel musi soucasné ¢i stii-
davé pracovat s relativné malymi &isly a pritom FeSit prostorové pro-
blémy. Takové feSeni problému jak neurologové, tak psychologové (na-
priklad [I]) oznacuji za proces stojici na spolupraci obou hemisfér. Po-
kud chceme jesté po tesiteli dialog obsahujici argumentaci, aktivizuje se
vyrazné feCové centrum. Jde tedy o komplexni aktivity, které v diagnos-
tice dle mych letitych zkuSenosti (viz sborniky Ani jeden matematicky
talent nazmar) poméhaji snadnéji identifikovat nadané, dokonce i talen-
tované zéky, protoZe se na typu po sobé nésledujicich dloh musi podilet
i osobnost zéka, jeho trpélivost, ,zatatost v tahu na branku®, otevie-
nost, schopnost vyrovnat se s prekdzkami, hledat mimo ,,naucené* cesty,
tedy tvofit. Jak uvadi [10], je tvofivost v matematice nutnou podmin-
kou pro porozuméni. Mame problémové tlohy vyzadujici tvorivost zaka?
Sledujme autorskou fadu tloh, ktera by toto méla spliiovat.

Ve vSech nasledujicich Setfenich byly sledovany déti mateiskych skol,
které ucitelé identifikovali jako nadprumérné, pripadné déti zdjemci. Po-
dobné to bylo i u zaku ZS. Nékdy slo o praci s jednotlivci, jinde se
zapojilo vice zédku. Proces FeSeni probihal v ramci samostatné prace fe-
sitela, aby bylo mozné zmapovat specifické pfistupy. Pokud byl zajem,
probihala po dokonceni diskuse k feSeni nejdfive jednotlivé, pfipadné ve
skupiné. U kazdého Setfeni popiSeme strategie, které se v dané sérii ak-
tivit objevily poprvé. To nevylucuje situaci, kdy TeSitel pouzije strategii.

3. Setreni 1 — uvodni

Prezentuji vyvoj problému a soucasné i vyvoj trovné feSeni v zavis-
losti na véku fesitele. Kouzlo z Malého kouzelnika jsem ,,hrala“ v obdobi
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leden az kvéten v roli kouzelnika s détmi pred vstupem do skoly (déti
od 5 let a 3 mésict do 6 let a 7 mésict). Jde o sbér dat za 4 roky [3] @].
U 5 % sledovanych piredskolnich déti doslo k zobecnéni po ¢tyfech az
Sesti ukazkach vézi, kdy déti stavély a ja ,hadala“. Jazyk zobecnéni se
samoziejmé lisil od jazyka matematiki, napf.:

C(chlapec)1: Co je tady, je i tam, ale kdyZ piiddm jednu (kostku), tak
je to jinak, pak zase stejné a jinak a stejné a tak.

D(divka)3: Kdyz je tam jedna kostka a md nahote Sestku, (je) dole. ..
jedna, kdyZ (mam) dvé kostky a nahote je Sestka, (je) taky dole,. .. (cha-
pejme: piidam-li jednu, pak) je dole jednicka,... zas Sestka,... zas jed-
nicka (kyve do rytmu hlavou), zase Sestka,... zas jednicka, chachacha!

Na feSeni pfichazely spiSe déti ,,bystré* nez starsi, nékteré svymi zé-
véry piekvapily, protoZze se do té doby jevily svému okoli nevyrazné. To
je pro néktery typ nadpramérnych typické, ze nejevi zdjem o snadné ak-
tivity a jsou pak okolim podceniovany, chybné diagnostikovany, az utlu-
movany, tfeba jen relativné nizkou drovni podnéti. To, Ze je problém
zaujal, davaly najevo nejen turovni odpovédi, ale i projevy nadSeni, ¢i
prechodu od role ditéte do role kolegy véetné tykani (MK). Napf.:

D7: To je dobry! ... KdyZ jsou na sobé dvé, je dole Sestka (jako na-
hote), kdyz tam ddm véz... znova (chapejme dvé véze ze dvou kostek
na sebe), bude to stejny a taky tri véZe, étyri (v&ze zde dvou kostek).

MK: Co kdyz nedd$ na sebe dvé a zas dvé, ale dvé a jednu?

D7: N6... to je jinak! Ze jo?!

MK: A jak to je?

DT7: Tak si to vyzkousej! ... (stavi ze 3, pak z 5, pak 6 a pfida 1) je
tam furt, jak... nd, furt jednicka, koukej!

U predskolni vékové skupiny jsme nékdy narazeli na to, Ze pro né€ nee-
xistuje to, na co nevidi, coz je pro tento vék typické, ale co také odlisuje
béznou populaci od déti nadanych. Ti zadné vysvétleni o schovanych
punticich nepotfebuji. V jistém sméru zde u nékterych déti figurovala
magi¢nost, typickd pro dany v€k. V momenté, kdy jsem opustila roli
,hadajictho kouzelnika* a pfeSla do role hadajictho ucitele, vic nez ve
tfetiné piipadi mi déti davaly najevo, Ze kouzelnik na feSeni piisel svoji
magii, ale ucitelka ,,to musi vymyslet“. Ona magi¢nost brani détem v pie-
myslen{ a odkryvani, jak na to kouzelnik-hada¢ pfisel. Role ucitele pii
hédani je obecné pro danou situaci vhodnéjsi nez role kouzelnika. Toto
ovSem u nadanych déti nefunguje.
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Zvlast byla vyzkouSena zjednoduSena aktivita urCena vSem zucastné-
nym predskolaktim, bez jakékoli selekce, v ramci oslav Mezindrodniho
dne matematiky na PedF UK v roce 2023. Zde jsme pracovali zpocatku
jen s jednou kostkou a déti mély zjistit bez manipulace, kolik ok se skryva
na spodni strané kostky, které pfed nimi lezela, a to i pfestoze nikdo z do-
spélych pozorovateli nevéfil, ze to déti zvladnou. I zde se vyclenily déti,
které hadaly. Jiné obhlizely kostku ze v8ech stran, evidentné uvazovaly,
a pak odpovédély. V argumentaci se vyskytly dva typy:

a) Dole je... pét, protoZe ho nikde (na sténach) nevidim.

b) Dvé déti jiz pii prohlizeni kostky pfed hadanim zjistily, Ze jsou
na kostce ,,proti sob&“ zvlastni dvojice (kamarddi, ...). Jeden chlapec
dodal, Ze to je pordd sedm puntiki (ok).

Détem obou skupin a), b) jsme nasledné nabidli had4ni po&tu ok na
spodku kouzelné véze postavené ze dvou kostek. Dvé déti ze t¥i nejvyse
do 30 vtefin spravné odpovédély, i kdyZ jsme véz obménili (poprvé bylo
nahofe Sest, nasledné t¥i, nakonec pét). Jak na to déti pfisly, je nékdy
tézké jednoznacné odpovédét, protoze predskolni déti nejsou bézné v ma-
terské 8kole zvyklé na argumentaci. Pfipadalo jim to jasné nebo necitily
potfebu o tom mluvit, kdyz bylo jasné, ze my to vime. Situace byla po-
ucné predevsim pro asistujici studenty. Aktivita zkoumani kostky jako
nulta faze [4] by, dle mého nazoru, méla predchazet sledovanym sloZit&j-
$im aktivitam.

V Setfeni, které bylo provadéno v mateiskych skolach vzdy individu-
alng, se nékteré déti (napi. D7) spokojily se zobecnénim odhaleni poctu
ok pro sudy pocet kostek v kouzelné vézi a intuitivné chapaly, Ze pro
dalsi situace to bude platit jinak. To, Zze pracovaly se sudosti a lichosti,
se prokazalo i jinou formou neZ slovné. Napf.:

C21: Jd na to chci kostky zeleny a cerveny.
MK: Proc¢?
C21 (ukazuje): Prijdu na to hned!

Zde se projevuje, do jisté miry zakonité, jesté nezkuSenost argumento-
vat mluvou. Dité pfenasi mluvni argumentaci do jinych, nejcastéji smiSe-
nych, komunika¢nich kéda predevsim v komunikaci s dospélym, kterého
povazuje za chytfejsiho. Tehdy kombinuje riizné komunika¢ni strategie
se strategii ,,domysli si“, nebo ,vzdyt vi§, jak to myslim*“. Tato komu-
nika¢ni strategie je vice intuitivni nez cilené védoma. U nadprimérnych
smiSend komunikace pfetrvava i na 7S tak dlouho, pokud jim to okoli
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uznava, protoze rovnou vyhodnocuji dospélého jako schopného komuni-
kovat a situaci pochopit.

nékdy uvazovaly a usuzovaly, nékdy jen hédaly, co je pravé napadlo. Zde
se rychle oddélily déti, které si uvédomily vztah mezi hodnotami horni
a spodni stény véze. To nutné neznamena, ze by chépaly, Ze je soucet
poctu ok na protéjsich sténach kostky stale roven 7. Nékteré déti tvrdily,
7e jsou ¢isla v (za)danych dvojicich (6,1), (5,2), (4,3). Objevovani stra-
tegie je vazano na rozvinutéjsi pozorovaci schopnosti, vztahové vnimani
a mySleni a v neposledni fadé i na pamét. Schopnost najit spravné reseni
se prudce snizovala s nartastem poc¢tu n kostek ve vézi, po¢inaje n = 2.
Pro n = 2 fungovala strategie pfedev§im nezavisle na tom, jaky pocet
ok jsem volila na horni sténé. U n = 3 jiz nékteré nadprimérné déti
doptedu hlasily, Ze tam ,to bude jinak“. Pokud se déti mohly véze ze
strany dotykat a mluvit u toho (musely byt k tomu vybidnuty, protoZe
na to nejsou z matei'ské skoly zvyklé), feSeni zpravidla nasly. Pro n = 4
byla rychlost spravného feSeni u sledovaného vzorku o néco mélo vyssi.
Bylo zcela zfejmé, ze lichost, a¢ termin neznaji, je v daném typu tkolu
chépéana jako obtiznéjsi, at jiz byly déti v roli zadavatele, nebo hadade.
Je otazka, jak dalece to souvisi s vnimanim rytma v hudbé, kde se uka-
zuje, ze sudé rytmy dité vnima rychleji a lépe se v nich orientuje nez
v rytmech lichych. Pfes zaujet{ je tato ¢innost unavila. Relativné rychle
vyzadovaly vyménu roli, to znamena zpétné zadavani iikolu mné.

Ctyfi déti, zrejmé z divodi potieby rozséhlejsi koncentrované zku-
Senosti z pozorovani pro pfechod od hadani k uvazovani, vyzadovaly
vyménu roli, jiné rovnéz, ale spiSe pro snadnost dané role zadavatele ¢i
pro snahu vyhnout se chybé, narueni socialnich vazeb. I vyména roli
muze odhalit, jak dité nad situaci uvazuje. Napf.:

D18: Ted ti to dam tézky! (véZ byla postavena ze 7 kostek).

MK: Dej mi to jeste tézsi!

Divka stavi novou véZ z 11 kostek, pak ze 13 (ale ta pad4). Evidentné
se zaméfila na lichy pocet. Zde je vhodné poznamenat, ze ucitelky v ma-
tefskych skolach védomé na zobechovani necili, vyjimkou je hledani spo-
leénych vlastnosti véci nebo obrazku.

Zduraznuji, ze déti, které si néjakym zpusobem vSimly vyhod sudo-
sti, bylo méné nez polovina, avSak ne nutné zobecnovaly, hodnoceni bylo
mozné na drovni dojmu. Nékteré z déti se domnivaly, ze ,kouzlo“ plati
wjen nékdy“, nebo rozlisovaly zadani ,hezky a hnusny hadanky“, jindy
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hodnotily obtiZznost; to v pfipadé, Ze jsou hodnoty stejné nahote i dole
,nékdy leh¢i“. Nekteré hodnotily emotivné, %e vé&z ze dvou, ¢tyf (kos-
tek) je ,hezka* a podobné. Dvé déti touzily po samostatné badatelské
¢innosti, dialog je rusil v zobecfiovani, napft.:

C9: Nech mi kostky, jd si to budu zaddvat sam.

Na prvnim stupni ZS je v 1. a 2. ro¢niku situace podobna, avSak
mirné narostl pocet déti, které pronikly do podstaty ,kouzla“ a mluvni
argumentace byla srozumitelnéjsi.

Dominovala strategie suda-licha, i kdyz nedokonale a zatim prevazné
na intuitivni drovni. V této fazi stale zistavala oteviena otazka, zda a jak
budou Zaci u slozitéjsich tloh s kostkami vyuzivat kontextové strategie a
jak se vyrovnaji se situaci, kdy nebude pfenos prvnich zobecnéni z rané
zkuSenosti plné fungovat.

Nezéavisle na tomto sledovani byly v letech 2017 a 2018 do soutéze Pan-
gea [I3] zafazeny do Skolnich i do finalovych kol prifezové ulohy, které
tesili finalisté ve véku 10-16 let. Méli na obrazku hranol o ¢tvercovém
ptdorysu a vysce v = 1, ktery byl poskladan podle , kouzelnickych“ pra-
videl. Cilem bylo uré¢it pocet puntikii na prazdné sténé vybrané kostky
(obr. 2a).

2 Pangea A

Wﬂmiﬂy \

12. KOSTKY
iy se dotgkaji stnami, S0y s mohou dotgkat, jen kdys jg
sty Y i i

Kmbo)u stendch stejnd puntikl (jeden k jednomu, dva ke dvéma, ... aty

na obou s

bez ohledu na natogeni puntika).

E—
Ll

Kolik puntiki patfi do modsého pole?

R L O

a) 1 b) 2 0 3 d) 4 e 5

13.VEK ~ 4 body
Mamines in A4 1 ve v oo

Obr. 2a: Uloha ze soutéze Pangea
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Uspésnost feseni dalsi tlohy &. 22 2018 (obr. 2b) v 5. 1. byla 23 %.
To potvrdilo, Ze problém je nosny, zéky zajima a Ze lze dany problém
gradovat nejen pro talenty, ale prokazatelné i pro nadprumeérné, i kdyz
byl ¢as feSeni limitovan.

22. KOSTKY 6 bodii

Mame ¢étyfi kostky: zlutou (tu nevidime), oranzovou, zelenou a modrou.
Davali jsme je k sob& sténami podle pravidla: stény, které se dotykaji,
musi mit na sobé& stejné puntikd. Umisténi puntikt na viech kostkdch je
stejné jako na siti krychle.

Kolik puntiki je na modré shora a kolik na modré z boku zprava?

a) 4;1 b) 1;2 c) 4;2 d) 51 e) 5:6
Obr. 2b: Uloha ze soutéze Pangea

4. Setteni 2

Détem z prvniho Setfeni (2017) a dale zakim vyssi vékové kategorie
6-9 let jsem v obou pfipadech zadala stejny tkol, ktery mél ovérit, zda
a do jaké miry chapou na kostce ,pravidlo 7“, a k tomu jsem piidala
vlastni pravidla.

Zavedla jsem pojem ,hodnota povrchu“, ktery zna¢im pismenem H.
Hodnota H piedstavuje pocet vech ok na povrchu télesa (nikoli stavby),
které skladame dle stejnych pravidel jako kouzelnikovu véz. Vzhledem
k tomu, Ze u jednoho tvaru kompozice hracich kostek se mohou v jed-
notlivych pripadech H lisit, zavedla jsem pro dany tvar kompozice ma-
ximalni moZné Hp,.x a minimélni mozné H ;.

V prvnim Setfeni jsme se soustfedili na véz 1 x 1 x v, kde v je vyska
véze; zde v = n, vyska odpovidd poctu n kostek. Nejdrive jsem po Te-
sitelich pozadovala, aby pfisli na to, jak to udélat, aby postavili véz (ze
zadaného n) tak, aby pro dané n > 1 byla hodnota H co nejvétsi, nebo
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naopak co nejmensi. Pro stavbu véze plati stejné pravidla jako v Ma-
lém kouzelnikovi. VS8ichni, az na 6 feSiteli, zac¢inali hledat Hy.x & Huin
pro n = 2 a nasledné n = 3. Lze samoziejmé hledat vSechny rtzné hod-
noty H, nejen minimum nebo maximum, avSak z pohledu nadanych zaka
nejde o motivujici tlohu. Kdyz jsem se na to vybranych zaki 7S zeptala,
nejevili zadjem o hledédni odpovédi. Napf.:

C17: .. .to se dd odvodit od nejvétsiho a nejmensiho H.

Jelikoz hledani vSech moznych hodnot H je zaméfeno na jiné cile nez
v dané sérii aktivit, tkol jsem vyloucila. Zde sledujeme schopnost zo-
becnit, ¢i dokonce dospét k navodu, pripadné ke vzorci v ménicich se
podminkach ve stejném ¢ podobném kontextu. Vénujme se nyni strate-
giim a procesu zobechovéni.

4.1. Strategie Celni Sest (pro Hyax)

Strategie se vyskytla v obou pfipadech, pro n = 2 i pro n = 3. Po
Celni sténé véze na vysku dali néktefi 6 a zpravidla kostky nataceli tak,
aby na sténé zprava od ni bylo 5. K velkému pfekvapeni pak odkryvali
na zbyvajicich sténach 1 a 2, pfi kontrole objevili poruseni pravidla. Toto
se sledovanym nadprimérnym nikdy nestalo. To neznamena, Ze danou
strategii nepouzili v predstavé, ale v tom piipadé ji pred konstrukei za-
mitli.

Celni strategie je volena i proto, Ze to je nejobvyklejsi pohled na troj-
rozmérny objekt, jak uvadéji vyvojova psychologie a didaktika vytvarné
vychovy.

Podobné reakce byly u zjistovani hodnoty Hy,in, mohli bychom ji na-
zvat strategie ¢elni jedna. Neschopnost fesit soucasné prostorovy problém
a respektovat dané podminky odpovida dle [12] typu chyby &islo 1, ktera
arovni rozvoje mozku, ¢i nedostatecnou piedchozi zkuSenosti zédka. Na
rozdil od nadprimérnych zaki bylo u zbytku zakt nutné nabidnout od-
stupfiovanou pomoc a zadat tentyz tkol pro n = 1. Méli zjistit, jaky je
na jedné kostce rozdil mezi Hyax & Huin, ¢emuZz se nadpramérni nespo-
le¢ensky smaéli.

4.2. Strategie 7

Strategie pouzitd pro Hyj, u nadprimérnych vedla relativné brzy
k odligeni sudosti a lichosti (i kdyZ terminologii nepouZzivaji, néktefi ne-
znaji) a zacala pfevaZovat cilend pouZita strategie vychazejici ze souctu
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ok proté&jsich stén. Regitelé za¢ali pro n = 2 a naznacovali moznost
opakovani situace pro vyssi n, avSak s uréitou mirou nejistoty, dokud
nestavéli/nefesili v&z pro n = 3. Stavba pro nadprimérné zpravidla ne-
predstavovala nastroj feSeni, ale slouzila spiSe jako néstroj ovéfeni.

Dobfre to ilustruje priklad Sestiletého chlapce:

C26: Aby tam toho (ok) bylo co nejvic, ddm Sestku nahoru i dolu a
to jde u dvou a ctyr (kostek), jinak je tam sedm, pordd sedm (chapejme
na protéjsich sténach hranolu celkem v kazdém patte, coz plynulo z ges-
tikulace zaka).

MK: Jaké je tedy Hypax ?

C26: Prece 6+ 6+ (T+7)+ (74 7) = 40. Zavorku v zapisu chapejme
jako pauzu v Tedi, kterou naznacuje sviij postup po patrech véze.

MK: A Hyi, ?

C26: To je vilastné stejny.

MK: Stejny?

C26: No, jen... misto Sestky je tam jedna,... 30 (1+1+4-7). Bude
se to stridat? Jo, vlastné jo, jo!!!

MK (3kadliva provokace): 40 a 307

C26: ...teéch sedm tam bude podle kostek, jako dvakrdt (v kazdém
patie), ...pak bud 12, nebo 2.

To odpovida pro pfirozené m > 1 vzorcim (zapis odpovidd mluvé
78ka): Hypax =2-7-n+2-6 a Hyin =2-7-n4 21, nebo po tupravé
(dospélych & druhostuphiovych talentt): Hyax = 14n + 12 = 2(7n + 6),
Hpin = 14n+2 = 2(7n+1). Toto plati jen pro sudé n, ¢ehoz si nadpri-
mérni v8imnou teprve tehdy, kdyZz za¢nou uvazovat i jina n, nez ktera
byla pfedlozenim kostek zadéana.

Prvni rozpor nékteii z nich chéapou jako chybu ve vypoctu a prechazeji
ke kontrole a experimentovani s kostkami. Zde se projevuje zéavislost
zobectiovani na vniméni struktury a tomu odpovida i typ korekce [7].

Pro lichy pocet kostek n plati

Hmax = flmin — 7(27’L + 1)

Lze to z pohledu prace s povrchem véze pro délku hrany kostek a = 1
chapat tak, ze H = 75 : 2, kde S je povrch krychlového télesa a plati
S =4v+2 (zdei S =4n+2). To v tomto véku spise Z4ci neodhali, aviak
druhostupiovi nadprimérni mozné ano (zde jeden zék). Co je z pohledu
didaktiky vyznamné? Podobné reakce jako u vékové kategorie 5-7 let
muZeme vidét i u dospélych, véetné nasich i zahrani¢nich studentu [4].
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4.3. Strategie dotykovd

Slovo dotykova se vztahuje k modelu z kostek a sledujeme, kterymi
sténami se v dané kompozici kostky dotykaji, respektive jakou hodnotu
tyto stény maji.

D19: Abysem tam meéla co nejvic puntikid, musim schovat jednicky
(stény s 1 okem), ... moznd i dvojky, to musim vyzkouset. Modeluje hra-
nol a dava jednicky k sobé, coz pro n = 2 ihned vychazi. Pro n = 3
se jeji hypotéza hrouti. Tedka..., at to déldm, jak chci, vychdzi mi to
pofdd stejné, . .. protoZe proti sobé (na horni a dolni podstave) je pordd
(dohromady) sedm puntiki. ... Ale kdyZ budu mit ctyri (kostky), tak to
zas vyjde. . ., jako Sestky nebo jednicky k sobé, pak zas ne.

MK: Takze pro tii (kostky), pét to bude jedno, kolika oky je ddm
k sobée?

D19: Jéé! ... To nemd cenu schovdvat (chapej pro sudy pocet kostek).

5. Setieni 3

Zde byli zapojeni Zaci ve véku 6-12 let, oproti pfedchozimu hledani
hodnoty H povrchu ,,v&Ze“ byl ¢asovy odstup miniméalni (bud tkol ihned
nasledoval, nebo byl fesen v tomtéz tydnu). Ukolem bylo sestavit hranol
z n kostek o rozmérech 1 x 2 x v, kde v = n : 2 pro sudé ¢islo n > 4.
Pfedstavme si dvé stejné vysoké véze ze Setfeni 1 spojené dle pravidel
dotyku. Cilem bylo najit navod na vypocet nejvétsi a nejmensi hodnoty
povrchu, Hpax a Hpin- Roli zde opét hraje sudost—lichost nebo opora
pro soucet hodnot protéjsich stén, strategie 7. Vedle pfedchozich strategii
dochézi u nékterych se zménou tvaru k obohaceni strategii. Jini se snazi
vyuzit pfedchoziho zobecnéni, coz zcela nejde.

Specifikum této tlohy tkvélo v tom, Ze obsah podstavy (pocet kostek
ve stavbé) byl vidy sudé ¢islo, nehledé na velikost vysky v. Strategie
sudosti a lichosti zde ovSem zé&visi na sudosti ¢i lichosti v a nikoli na
sudosti/lichosti n. Byli i zéci, ktefi chtéli vyjit z dosud uspésné strate-
gie suda—licha pro n, tabulku si nedélali. Pfenos do nové situace se tak
nezdafil. Zde pusobil efekt, nazvéme ho ,kontextovy prenos®.

5.1. Strategie odcitact

Navazuje na strategii dotykovou. Vychazi z hodnoty povrchu jedné
hraci kostky: H = 21.
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Zahajujeme uréenim souctu hodnot vSech n pouzitych kostek a od
ného odeéteme dvojnasobek hodnot dotyku:

Hypox=Hi+Hy+ ...+ H, — (2dy + 2d2 + ... + 2d,,),

kde d je hodnota stény, kterou se kostka dotyka ve stavbé jiné kostky.

Situace s D13:

D13: To je 4 x 21, ale k sobé jsou dvé, ne ctyri jednicky a ctyri trojky,
ne, dvé trojky a dvé ctyrky... Nebo dvakrdt sedm. ... Tok si to zapisu:
84 —4 — 14 = 66.

Zde je ovSem chyba v tGvaze plynouci z mylné predstavy proto, ze neo-
véfovala ndpady na kostkach. Jde u n = 4 o 4 dotyky, jejichz hodnota se
rovna dvojnasobku hodnot dotykajicich se stén. Spravné by bylo odeéist
¢tyfnéasobek jedné a poté ¢tyinasobek dvou, 4-21—4-1—4-2 = 72. Nejvy-
jsou umisténé pétky. Nyni divka prechazi k tvorbé tabulky, ktera jiz ne-
slouzi jen k zaznamu dat, ale divce, i kdyZz s numerickymi chybami, slouzi
k tvorbé hypotéz a novym zobecnénim stojicim na relativné rozvinutém
funkénim mysleni.

5.2. (Sub)strategie tabulkovd

Substrategii ji nazyvam proto, Ze s ni nikdy Zak feSeni nezac¢inal, ale
po uziti jedné z pfedchozich strategii k ni presel. Pokrac¢ujme s D13:

MK: A co kdyzZ mds pocitat minimum?

D13: Z Huyax odvodi rychle Hpi, ... misto jednicek dam Sest ...
84 — 24 — 14 = 46.

Pak pocita a zapisuje pro n = 6 a prohlasi, Ze tam je to jinak, a sko¢i
na n = 8, kde ji vyjde pomérné rychle Hy,x =168 —8-1—6-7 = 118.
Piejde ihned na Hp,;, = 168 —8 -6 — 6 - 7 = 78, zapisuje. Nasledné se
zamysli a zkousi dat do vztahu Hp,.x 8 Hpin; nejdiiv to bylo 66 a 46,
ted 118 a 78. To musi jeSté promyslet, jsou tam stejna ¢isla (na misté
zakladnich jednotek).

D13 vyslovuje hypotézu: Pro dvandct (n = 12) bude na konci 07

Teprve pak dopocitéava sloupecek pro 12. Poé¢ita pro n = 12 hodnotu
Hpox =12:21—-12-1—10-7 = 184 mimo tabulku, ¢emuz nevéii a rodi se
novéa strategie pro sudé hodnoty v. Dotvaii tabulku, kam zapisuje data
odvijejici se z predstavy modelu. Horni fadek dopisuje v poloviné feseni.
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Pak si dopisuje (tuéng) vypocty do 5. fadku a pouziva funkéni mysleni
a vyuziva odkrytych vztaht mezi ¢isly v fadcich diiv, nez poéitd Hpax,
nezajimé, nebavi ji nékteré polozky opisovat a brbla, Ze si to nacrtla
,blb&“ ve smyslu nedsporné):

2 4 6 8 10 2 4 6

4 8 12 16 20 4 8 12

84 168 | 252 336 420 (336+84) | 84 168 | 252

4 8 12 16 20 24 (4-6) 48 72

(4-1) | (8-1) (16 + 4) (vice 0 20) | (0 40) | (o 60)

14 42 70 98 18-7 14 42 70

2-7)| (6-7) | (10-7) | (14-7) | (98 + 28, 136)

66 118 | 170 222 274 46 78 110
(222 + 52) (méné o0 20) | (0 40) | (o 60)

Opakované dochazi k ,,aha efektu®:

D13: Jé, pro 4 kostky (je to u maximalniho mozného H) o 40 (vic nez
u minima), u 6 o 60, to se nemusi pocitat (chapejme zv1ast).

Tato strategie jako jedina prechazela od modelu ¢isté k préci s Eisly.

5.3. Strategie bocni

Ze strategie ¢elem 6 se v kombinaci se strategii 7 odviji nova strategie
boéni jak pro Hyax, tak pro Hyin, 1 kdyZz pro matematika mozna ne
tak zajimava jako predchozi. Shriime tGvahy tspéSnych resitelt, ktefi ji
pouzili: jsou-li na sitku vzdy jen dvé kostky, pak ,proti 6 bude zase 6%,
chozi strategii, ktera dosud byla dominantni doprovazena korekcemi. Pak
nastupuje zkoumani postaveni kostek proti sobé pro ¢tvefici a nasledné
Sestici kostek, tedy vztah mezi Celni a zadni sténou. Ve zbrklych re-
akcich dochéazi k unahlenému zobecnéni z prvni situace pro n = 4 na
v8echny dalsi pfipady, bez ohledu na to, zda je v sudé nebo liché. U nad-
prumérnych v diskusi rychle dochéazi k poznani, Ze nemé smysl spéchat
s odpovédi.

Prvni reaguje C12: Jd myslel, Ze to bude nuda, zas kostky. Ale je to
Jing.

V prohlaseni vidim silnou potiebu prvku novosti v tkolech, odmitani
stereotypie, které jsou typické pro nadané. Zahajeni strategie je napadné
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v cilené kompozici bo¢nich stén hranolu, kde a = 2, b = 1 a v se postupné
méni.

6. Setieni 4
Pracuji s hranoly se ¢tvercovymi podstavami. Hranoly maji rozméry
axax1(obr.3), kde a>2awv =1, hodnota a se li3i od Set¥eni 1.
Pomérné zahy se vyskytla opakované nova strategie ve snaze maxima-
lizovat hodnotu H. Uréime ji podle postupu a manipulace s kostkami.

Obr. 3: Hranoly s vyskou 1

6.1. Strategie rohovd

Objevuje se nova strategie, v tomto Set¥eni zatim jen jednou, a bude
se objevovat u dalsich TeSitelti nezavisle na tomto v dalsich Settfenich.
Nazvéme ji rohové. Je spojena s modelovanim pomoci hracich kostek,
zak zaliné rozvahou o rozich. Kostky se snazi natoc¢it tak, aby rohy mély
na povrchu co nejvétsi pocet ok, respektive aby méla rohova kostka na
povrchu stavby co nevétsi hodnotu.

Pro n = 2 je obtizné ji identifikovat, ale pokud stejny reSitel pracuje
s kostkami i pro n > 3 takovym zptlisobem, Ze otac¢i jako prvni rohové
kostky a ,,schovava® stény s jednou a dvéma u Hp.x, pak ji tak mame
préavo nazvat. Tato strategie se na pocatku jevi jako relativné univerzalni
a vhodna, coz se u lichého a nepotvrdi.

Prikladem zmén strategii je zak C11, ktery si nastavil rohové kostky
(obr. 3), spocital Hpyax pocitanim ok, dospél k &fslu 72 a zacal modelovat
hranol s a = 3 tak, Ze rohové kostky oddalil a vlozil mezi né 5 dalsich. Zde
zjistil, Ze nesedi pravidlo dotyku stejnym poctem ok a zacal rohovymi
kostkami rotovat, coz mu rozhodilo ptvodni systém. Aby mohla byt ro-

hovéa strategie pouzita, odkryl, Ze to ,asi bude fungovat pristé“, u a = 4.
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Vyslovil pravidlo pro rohovou strategii: vyjdou Sestky proti sobé&, pétky
proti sobé a nahofe i dole Sachovnice. Shora se stiidaly ¢tytky s trojkami
ve stejném poctu. C11 usoudil, Ze ,,...tak to bude i dole“. Dekor domi-
noval nad ¢isly. Nezapojil strategii 7, ale preSel k nové strategii hodnoty
rovnobéznych stén. Se stejnou hodnotou se diléim zpisobem objevila
v Setfeni 3. Déle spocital: 2-4-6+2-4-5+2-(8-4+8-3). Pak se
zamyslel a zacal 4 - 18 (rohové) + 4 - 12 (bo¢ni je 5) + 4 - 3 (bocni je 6).
Kdyz se vysledky rovnaly, byl spokojen.

Pak naznacoval feSeni pro a = 6. Jak to udélat pro a = 3, a = 5 hned
nevédél, rohova strategie nesla pouzit a strategie rovnobéznych stén se
mu nechtéla ovéFovat. Regenf ukézalo problémy s prechody od prostoru
k ¢islim a naopak, coz FeSitele stalo hodné sil.

6.2. Strategie rovnobéznych stén

Strategie se odviji od ur¢ovani hodnoty jedné stény jako celku a zkou-
méni stény rovnobézné. Nékteri s ni za¢inaji bez ohledu na jejich polohu
vzhledem k pozorovateli, jini k ni prechéazeji:

MK: Co délas?

D4: Jak koukdm. .. (hraje si s kostkami u a = 3), je to asi jedno, jak
ty kostky natocim. VZdycky naproti stené s velkejma c¢islama bude sténa
s malejma. Kdyz ddm nahoru (horni sténa 3 x 3) samy Sestky, budou dole
samy jednicky, kdyZ ddm nahoru pétky, budou tam (dole) samy dvojky.
Treba by to bylo dobry na stridacku. To bude to samy, ne kdyZ nahote
bude pét Sestek, bude dole pét. .. jednicek. To. .. je skoro jako u véZe!

Pripomina strategii 7, ale nevyslovuje ji mozna i proto, Ze véz Tesili
nékterf ponékud détsky bez pocetniho vztahu mezi ¢isly protéjsich stén.
Chapali to jako dané dvojice (viz Setfent 1): Ze k 6 patii 1, 5 jes 2,4 s 3.
Nékteri zacali se strategii boc¢ni, ale presli systematicky ke zkoumani
v8ech rovnobéznych stén.

7. Setieni 5

Zde zkoumame Hy,.x a Hpi, pro krychle o hrané délky a. Z didak-
tického pohledu obsahuje tiskali, protoze se pomérné rychle zvysuji hod-
noty H. Pivodné jsem chtéla zadéavat tkol pro a > 2, ale nakonec jsem
pripustila nejmensi a = 1. Prvni pokusy nebyly pro Hy,.x hned tspésné
(obr. 4). Za¢néme tabulkou hodnot, posléze zminime strategie, pficemz
tabulkova substrategie se zde vyskytla t¥ikréat.
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Obr. 4: Kostkova krychle

a 12 3
\%4 118 27
Hpin | 21 | 120

Hypox | 21 | 160=8-64+16-7

Roli hraje sudost a lichost, ale ti, co zacali sestavovanim tabulky,
se zpocatku nezaobirali ani sudosti ani lichosti. Néktefi tesitelé, ktefi
zahajili feSen{ manipulaci, méli problém s rotaci kostky, ztstavali jen
u preklopeni o 90°, ¢i opakovaného preklopeni jednim smérem, vynechali
kombinaci rotaci, coz vedlo k blokaci nalezeni spravného H. Ptechézeli
k tabulce dfiv nebo pozdgji, coz vyzadovalo praci s kostkami bud jako
s odrazovym mistkem, nebo pro ovéfeni. Prace s krychli nutila zaky
ke zménam strategii, navratu strategii z predchozich Setfeni, at jiz to
byla strategie 7, nebo rohova strategie ¢i strategie rovnobéznych stén ¢i
maximalni pocet Sesti na povrchu u Hy,,x. Poprvé byla ocenéna lichost n,
kteréd s oporou o strategii 7 zjednodusila FeSeni, naopak do feSeni pro
sudé n se jim poté nechtélo.

7.1. Strategie déleni na véZe

Strategie se prokazatelné vyskytla poprvé u krychle pro liché a s opo-
rou o strategii 7. Resitelé pomyslné Fezali kostku na véze a Tesili hod-
notu H po téchto ¢astech.

Objevila se i kombinace vézi ve svislém i vodorovném déleni. Kombi-
nace obou druhti ,,fezi* je naro¢na na koncentraci a nevedla k zobecnéni,
které by mohli popsat slovy nebo dokonce algebraicky. Tato strategie by
byla zfejmé vhodna pro mladsi zéky u jednodussich iloh, které by byly
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rozdéleny do dvou dnii tak, aby byl prostor pro to urovnat si myslenky.
K této strategii se pak nékteri v dil¢ich krocich vraceli, ale nedokéazali ji
vzdy plné vyuzit. Dalsim divodem miiZe byt i to, jak zaznélo na konfe-
renci CIEAEM v Malmé 2023, Ze dnesni generace zakti mé vyrazné vyssi
problém orientovat se ve vertikadlnim sméru.

8. Setieni 6

Jde o stavbu pyramidy systémem sténa na sténu (nikoli na sparu).
Prvni pyramida mé dvé podlazi, spodni méa 9 kostek, na stiedové je jen
jedna kostka (obr. 5). Takové tlohy zname od osmdesatych let minulého
stoleti ze soutézi jako Matematicka olympidda, Dejte hlavy dohromady
(Koman, Dfizal), kde se jednalo o uréovani objemu pyramid (po¢tu kos-
tek v pyramidé), pokud se dle zadaného systému (mohou byt rizné)
zvysuje po jednom pocet podlazi. Zde se situace ponékud méni, protoze
pocet kostek hraje do jisté miry roli, avSak u urcovani Hpi, a Hpax
vstupuji do hry jesté dalsi vyznamné aspekty. Projevila se kontextova
strategie: tendence vyuzit zkuSenosti z Setfeni 4 nebyly zcela Gspésné,
pokud nedoslo ke kombinaci s jinymi strategiemi, podobné se objevila
strategie délenf z Setfeni 5. Vyskytly se i nové strategie.

Obr. 5: Pyramida z kostek

8.1. Strategie centrdlni

“~

Zde zak nejdiive pouzil stavbu ,centralni véze* odspodu po vrchol,
stejné jako se fesil problém v Setfeni 1, a pak ji zacal obkladat. Vza-
péti zacal uvazovat o sudosti a lichosti poc¢tu podlazi, avSak v prvni
fazi vynechal zapoc¢itani vrcholu. Rovnou pracoval s pyramidou s hra-
nou spodniho podlazi s a = 7. Po korekci doSel k prvnimu zavéru, ze
je-li na vrcholu pyramidy 6 a sudy pocet podlazi, bude celé spodni sténa
pokryta Sestkami. Nastala tfeti faze, vyfesit problém bocnich stén a plo-
§in. Zde zvazoval, kam umistit 5 pfi sudém poctu podlazi, zda na bok
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¢i na ploSiny. U druhého podlazi shora mu vychézel pocet kostek v jed-
nom sméru lichy a dospél k zavéru, ze tam piijde o 7. Z toho odvodil, Ze
bude vyhodnéjsi mit na ploSinach 5, pak presel k uvaze o 6 a fesil, zda
bude mozné mit pak zespodu 6. Danou strategii nedotéahl do konce. Pro-
blém byl v kombinaci vice strategii a neschopnost pfejit od modelovani
k poznamkam. Uloha je naro¢na, projevovala se tinava.

8.2. Strategie plosin

Slo o tvahu vychézejici z pohledu na pyramidu shora. Néktefi se takto
pozice, zda dodrzeli v8echna pravidla pfi hledani H,.x. Ani tato strate-
gie nevedla k uspé&Snému konci, nikoli protoze by nenabizela postup ke
spravnému feSeni. I zde bylo nutné ji nasledné kombinovat s nékterou
z predchozich strategii a vyzadovalo to zna¢né soustfedéni a kladlo to
vysoké néroky na pfedstavivost zejména tehdy, pokud feSitel nepouzil
oporu v manipulaci s kostkami.

9. Setteni 7

Predlozime-li po ,klasické pyramidé“ pyramidu rohovou, u niz jsou
dvé svislé stény rovné, neustupujici (obr. 6), jde o rozdéleni strategii
v podstaté na t¥i skupiny: Jedni chtéli vyuzit strategii podobnosti s Se-
tfenim 6, respektive néjak modifikovat vypocet, ke kterému naposled
dospéli (Setieni 6). Zpocatku nevédéli jak, tak je pro né typickd casova
prodleva. Druhé skupina vétsinou zacala stavét ¢ast oné pyramidy, nebo
machali rukama, v gestikulaci se objevil naznak velké pyramidy pfed-
choziho typu a odtud prechézeli ke strategii ¢tvrtinové. Nazyvam ji tak
proto, Ze fesitelé chapou (mylng) tuto novou pyramidu jako ¢tvrtinu
,velké pyramidy predchoziho typu‘.

Obr. 6: Pyramida rohova
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Strategie vychazela z vypoctu hodnot Hpax, Hmin u ,,velké pyra-
midy*:

C15: Huax, Hmin (povrchu) délend ctyrmi a k tomu pFictes (hodnoty)
obou téchhle (,fezovych®) stén.

Od ¢ehoz vétsina zahy upustila, jakmile zacala pracovat s ¢isly vzhle-
dem k rizné podlaznim ¢tvrtinovym pyramidam.

9.1. Strategie Fezové stény

Zaci zadali stavbou jedné ,Fezové“ stény (nekdy zvané zadni) se zo-
hlednénim Hy,.x. Zde se Castéji nez doposud vyskytovaly postesky nad
tim, Ze poloha hraci kostky v kompozici dle kouzelnického pravidla je
jednozna¢né urcéena dvéma sousedy, ktefi nejsou proti sobé, ale dotykaji
se dané kostky na dvou jejich sousednich sténach (podobné tlohy [13]
2017, 2018). Pokud zah4jili praci feSenim jen jedné zadni stény, byli pie-
kvapeni, Ze nelze mit celé stény z jednoho z ¢isel 6, 5. To i tuto skupinu
nutilo Fesit obé stény najednou.

Pokud na jedné ,fezové* sténé byly vidét jen samé 6, na druhé se
objevovaly opakované 2 puntiky. Pokud z pohledu ,,fezovych* stén kom-
binovali jedno podlazi (zprava 6 a zleva 5), pak se to v nasledujicim
podlazi prostiidalo. AvSsak pii zkouméni protéjsich stén po patrech do-
spéli u t¥ipodlazni rohové pyramidy ke strategii 7 po patrech. Neékteri
z nich zkoumali u t¥ipodlazni pyramidy plosiny (strategie 6b)

10. Zavér

Set¥ent, byt na malém vzorku, ukazalo, Ze dany typ tloh ma pozado-
vany potenciil: umoziiuje zobecnéni, vyzaduje od zaki tvorivost s oporou
o kombinaé¢ni schopnosti vzhledem k jiz objevenym strategiim. Rovnéz
se ukézalo, ze relativné neménny kontext uloh, kde variuje pouze tvar
kompozice a pocet hracich kostek v kompozici, svadi i talentované zaky
k ekonomizaci procedur, k uziti jiz odkryté strategie feSeni, avsak jen ta-
lenti na této tirovni neulpivaji a relativné rychle chapou nutnost odklonu
od daného postupu, respektive nutnost hledani nové cesty bud s oporou
o zcela jinou, novou strategii, nebo hledaji kombinace jiz objevenych
strategif s vyuzitim dosavadnich zobecnéni zkuSenosti. Jestlize méli fe-
Sitelé na vybér mezi hledanim nejvétsi a nejmensi hodnoty povrchu H,
volili vzdy nejvétsi H.

Pokud Setfeni probéhla u vSech zakt, bez ohledu na rozdil mezi nad-
priumérnosti a talentem, takzvana nulta faze prace s hraci kostkou [4],

91



pak se feSeni ,,projasnila‘“, zaci pohotovéji reagovali, 1épe argumentovali.
7 didaktického pohledu povazuji za vhodné pfedem feSitele upozornit,
ze TeSeni nebude mozné vhledem, ze bude vyzadovat ¢as, trpélivost. Ji-
nak mé feSitel pocit, Ze je neschopny a nenachéazi feSeni rychle, nebo
ze je uloha netmérné obtizna. U tohoto typu je vhodné mluvni formu
zobecnéni spole¢né prevadét do grafického algebraicko-aritmetického ma-
tematického kodu [§].

Problém téchto tloh vidim zejména na druhém stupni 7S, kde ma kva-
lifikovany ucitel [4] tendenci na n& pohlizet skrze své zkusenosti a schop-
nosti, takZze se mu obtizné radi. Pokud radi dle svého, zaka casto blo-
kuje. Zde je idealni prostfedi pro konstruktivistické postupy obohacené
o nasledné diskuse. V téch by mohl byt uditeli oporou piehled uzitych
strategii feSeni. Jsem si védoma toho, Ze sledovany vzorek byl relativné
malo pocetny, takze pfipoustim existenci i jinych Tresitelskych strategif ¢i
vy8si vyskyt nedokonceni feSeni. Vyhodou oproti Skolnimu prostiedi byl
neomezeny ¢as, ,nevyhodou* pro nékteré fesitele bylo, Ze nepracovali
za odménu, ani na zndmky. Uvazujeme-li zafazeni téchto tuloh do vyuky,
pak jsou vhodné pro praci talentti na celou hodinu, zejména pokud je vy-
uka zbytku tfidy vénovana prohlubovani a fixaci. Chapu je jako vhodné
pro individualizaci vyuky.
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Jak muze byt jednodussi reSit nekonecné elektrické ob-
vody nez konecné

Karel Kolar, Nakladatelstvi Prometheus, Praha

ABSTRAKT. Cldnek je ivodem do nekonecnijch elektrickych obvodi a ukazuje,
jak miZe byt jejich Teseni v pripadé jednoduse se opakugjicich struktur mate-
maticky jednodussi neZ teSeni rozsdhlych konecnich obvodi. Typicky totiZ na
zdkladé pozorovdni sestavime jednoduchou rovnici, kterou upravime zpravidla
na kvadratickou rovnici pro uréeni celkového odporu. UkdZeme podrobné jednu

ulohu a ndméty na dalsi. Na své si prijdou i ctendii, kteri vyhleddvagi zlaty Tez.

1. Uvod

Motivaci pro zkouméani nekone¢nych elektrickych obvodi je moznost
snadnéjsiho vypoctu celkového odporu, coz by pro konecné obvody vyza-
dovalo rozsahlé vypocty. U nekonecnych obvodi, kde se struktura opa-
kuje, mizeme diky rekurzivnim vztahiim dosdhnout matematicky jedno-
dussiho feSeni, typicky pomoci kvadratické rovnice.

Co se tyce takovychto obvodii, tak jsou pouze fyzikalni abstrakci, pro-
toze v naSem vesmiru nikdy nemuzeme vytvorit nekonecny obvod. Ale
v pripadé rozsahlych, opakujicich se obvodi, muze byt tato abstrakce
vhodna i pro praktické uziti, i kdyz typicky spiSe az v rozsifeni na st¥i-
davy proud, kde se miize uplatnit napt. v pripadé dlouhych paralelnich
vedeni. Co se tyce matematiky, nebudeme postupovat matematicky zcela
rigor6zné, ale spis intuitivné.
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Pro pochopeni hlavni ¢asti ¢lanku nam tak budou vlastné stacit fy-
zikalni znalosti zakladni Skoly — zapojovani sériovych a paralelnich re-
zistori — a pak znalost vypoctu kvadratické rovnice. Pro zobecnéni je
pak potfeba mit znalosti stFidavych obvodi.

Podobné uvody, zase trochu jinak formulované, si miizete precist v kni-
hovni¢ce Fyzikalni olympiady [1] & Vyfuku [2].

2. Zakladni principy nekonecnych obvodu

Nekone¢né obvody jsou obecné takové, které obsahuji nekone¢né mno-
ho soucastek. Zaméfme se zatim na ty, kde jsou pouze rezistor a kde
se opakuje nekonecnékrat stejnad kombinace ,,zdkladni bunky*.

Dva nejjednodussi mozné piipady s nekonecné rezistory jsou ty, kde je
nekoneéno rezistorit zapojenych sériové, respektive paralelné. Podivejme
se nejdfive na tyto ,trividlni“ piripady.

2.1. Sériové zapojeni nekonecné rezistoru
Pfipometime si nejdiive, Zze v sériovém zapojeni (obr. (1) se odpory
jednotlivych rezistora scéitaji.

R,y i)

—

Obr. 1: Dva rezistory zapojené sériové

Pro dva rezistory a jejich celkovy sériovy odpor Ry plati, Ze je souttem
jednotlivych odport
Rs = Rl + R2~ (1)

Tento vztah muizeme zobecnit na n rezistori s riznymi odpory na
Rs=Ri+Ry+---+R,. (2)

Pokud jsou rezistory identické, pak dostavame m-nasobek odporu jed-
noho rezistoru

Ri=R+ R+ ---+R=nR. (3)
| R ——

b Rezistor je soucastka, kterd je plné charakterizovana elektrickym odporem. Ne-
chovéa se ani jako civka, ani jako kondenzétor.
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Zapojime-li do schématu nekone¢né mnozstvi rezistori sériové, jak je
nacrtnuto na obr. 2] dostavame nekonec¢né velky odpor. Formalnég, byt
tedy jiz ne na trovni zédkladni skoly, bychom to mohli zapsat jako

Rs= lim nR = +oo. (4)

n—-4oo

Jak by se dalo i intuitivné oc¢ekavat, celkovy odpor nekone¢ného mnozstvi
stejnych rezistori zapojenych za sebou je nekonecény.

R R R R

Obr. 2: Nekone¢né& mnoho identickych sériové zapojenych rezistora

2.2. Paralelni zapojeni nekonecna rezistorii
V ptipadé paralelniho zapojeni (obr. , je prevracena hodnota celko-
vého odporu R, souctem prevracenych hodnot jednotlivych odporiti

1 1 1

_ L1 5

Ry R s )
R

]

Ry
Obr. 3: Dva rezistory zapojené paralelné

To miizeme upravit na tento tvar

Ri Ry
p= o (6)
R+ Ry
i kdyZ pro zobecnéni bude intuitivnégjsi ztstat v pfevracenych (recipro-
kych) hodnotach. Vidime, Ze celkovy odpor dvou paralelné zapojenych

rezistoru je vzdy nizsi nez odpor kteréhokoliv z nich. Podivejme se rov-
nou na to, jak vypada vztah pro celkovy odpor R, v piipadé n rezistort

Lttt (7)



V pripadé stejnych rezistortt pak dostavame

Obr. 4: Nekone¢né mnoho identickych paralelné zapojenych rezistorta

Cim vyS8i poclet rezistortii zapojime paralelné, tim mensi je celkovy
odpor. Limitni pfipad nekone¢ného mnozstvi paralelné zapojenych re-
zistort, jako ve schématu na obr. [d] pak vede k déleni nekone¢né velkym
¢islem, a tedy celkovy odpor je nulovy

Ry— lim Z—o. )

n—+oo N

v,

3. Nejjednodussi netrivialni priklad

Uvazujme obvod, kde se opakuji bloky, kde je jeden rezistor sériové
a jeden paralelng, jak mizete vidét ve schématu na obr. 5] VSechny re-
zistory jsou navic identické co do odporu R. Ulohu zkusime fesit nejdiive
postupné pridavanim rezistort, abychom si ukazali, Ze navrzeny postup
v druhé ¢éasti je o dost rychlejsi.

3.1. Postup postupného priddvdni rezistorii

Zatneme tak, ze vezmeme jeden ,blok* a vypocitame jeho celkovy
odpor. Pak pfidame dalsi a pak postupné budeme zvySovat pocet bloki.
Takto uréeny celkovy odpor se bude blizit néjaké hodnoté.
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A

Obr. 5: Prvni netrivialni aloha s nekoneénym poc¢tem rezistori

Postupné piidavame bloky, jako je nacrtnuto na obr. [6] []a[§] Po fadé
dostavame odpory téchto zapojeni jako

R, = 2R, (10)
1 1\ ! 2R 5
RQ—R+(§+ﬁ> —R-l-?—gR, (11)
R
: R
Obr. 6: 1 blok

)

Obr. 7: 2 bloky

1 3\ ! 5R 13
R3_R+<E+ﬁ> _R+?_§R. (12)
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Obr. 8: 3 bloky

Ptiznivci zlatého fezu mozna jiz vidi pravidelnost, ktera se zde obje-
vuje. V daldim kroku bychom se dostali k Ry = 34R/21. MiZzeme tedy
vypozorovat rekurzivni vztah, ze
an 2a, + by,

R = R =R (13)

R, = a0,

Nicméné z toho stale nevidi bé&zny zak stfedni Skoly, jaky je koneény
vysledek pro R.,. MtZeme opakované dosazovat do kalkulacky nebo na-
priklad do tabulky v Excelu, a dostaneme tak ¢islo pro fyzika dostatec¢né
blizko hledanému. Nicméné tento postup neuspokoji jisté matematika,
ktery by mél zajem o pfesnéjsi vysledek. Podivejme se na rychlejsi po-
stup.

3.2. Rychlejsi postup
Predstavme si, Ze celkovy odpor celého obvodu mé néjakou hodnotu,
tedy muzeme ho nahradit schématem na obr. [0

Obr. 9: Nahradni schéma

Soucasné ale musi platit i to, Ze pokud pridame jeden ,blok“ pied toto
nahradni schéma (viz obr. , tak se odpor R, nesmi zménit, pokud
skute¢né pridavani bloka konverguje k jedné kone¢né hodnoté. Protoze
jsou oba obvody ekvivalentni, mtzeme sestavit rovnici jejich celkovych
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odport

-1
T
Rovnici upravime a vyjadiime z ni R
RR. + R% = R* + RRo, + RR, (15)
R: —RR,, — R*=0, (16)
Roc12 = 112\/5}2' (17)

Dostali jsme kvadratickou rovnici, jejimz feSenim je R néasobek zlatého
fezu. Respektive mame dvé feSeni, ale jedno dava zapornou hodnotu. To
neni fyzikalné korektni FeSeni, protoze hodnota odporu rezistoru musi
byt kladna. Dostavame tedy jediné feseni

14++/5
R — +2\f

R =1618R. (18)

Obr. 10: Nahradni schéma s jednim blokem

4. Shrnuti hlavnich bodu postupu
Obecné kroky postupu by se daly popsat takto:

e Vytvofime si nacrtek obvodu.

e Uvédomime si, jaky je zakladni blok sité.

e Predstavime si, Ze méa cela sit néjakou hodnotu odporu.

e Nahradime celou sit a pfidame jeden dalsi blok, ktery by nemél odpor
zménit.

e Sestavime rovnici, ktera nas obvykle povede na kvadratickou rovnici.

e Rovnici vyfesime (a zahodime zaporny kofen).
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5. Zakladni zobecnéni prvni ulohy

Postup si mizeme zopakovat na tloze, ktera je analogickd pfedchozi,
pouze s tim rozdilem, Ze se pravidelné stiidaji dvé hodnoty rezistort, viz

obr. [l

: R, R, R, R, ...

Obr. 11: Zobecnéna tloha

Obrazky nahradniho zapojeni budou stejné jako obr. [9] a jenom ¢as-
tecné odlisné v pripadé obr. [I0] Sestavime analogicky rovnici

Ry R

R =Rs+ ———.
o] S+Rp+Roo

(19)

Po prakticky stejnych tpravach jako v prvnim piikladu dostdvame feSend,
z néjz si opét ponechame pouze kladné feseni, které je fyzikalné korektni

R+ \/R24+4R,R
Ry = — ; P (20)

6. Rozsiteni na obvody stridavého proudu

Stejné metody lze aplikovat i na obvody st¥idavého proudu. Zkom-
plikuje se ndm to pouze o dalsi parametry a je vhodné umét pocitat
s komplexnimi ¢isly.

Zde celkova impedance Z muZe zahrnovat rezistory (rezistance Xpg =
= R), civky (induktance X = jwL, kd w je thlova frekvence stri-
davého proudu a L je indukénost civky) a kondenzatory (kapacitance
Xc = —jwC, kde C je kapacita kondenzatoru).

Obecné zaklady feSeni stiidavych obvodua je mozné nastudovat napi.
v knihovni¢ce Fyzikalni olympiady [3].

2)j je komplexni jednotka, ktera se v elektrotechnice obvykle znaéf takto a ne jako
i, aby se nepletla s okamzitym proudem 3.
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7. Dalsi dlohy

Dalsi tlohy muZete najit v literatufe i volné dostupné na internetu.
Nékteré jsou aplikaci vySe zminéného, nékteré potfebuji jesté tvahu
o tom, Ze se néjaka Cast obvodu opakuje v menSim méfitku (ve frak-
talnich tlohach). Nékolik vybranych zde vyjmenujme:

e Uloha EA nekoneénd trivka v feseni Fyziklani z roku 2017 [4] je pouze
mirné zkomplikovanou variantou podrobné rozebirané zakladni ilohy.

e Uloha FYKOSu [5] fesi fraktalni usporadani ve &tverci.

e Reeni fraktalniho trojuhelniku najdete v iloze FYKOSu [6].

e Ve FYKOSu [7] naleznete ulohu, ktera se zabyva nekoneéné se vétvi-
cim obvodem se dvéma typy opakujicich se rezistori.

e Obdobné uloha jako predchozi, ale pro piipad stifidavého proudu fe-
gena v komplexnich &islech, je v feseni Fyziklani online 2018 [8] pod
Cislem Fol..38 (konecné komplexni nekonecny obvod).

e Nicméné ne vSechny tlohy, které se tvaif na prvni pohled, Ze budou
feSenim nekonecného obvodu, skutecné musi byt o nekone¢ném ob-

vodu. Ptikladem je tiloha FoL.23 nekonecény obvod z Fyziklani online
2014 [9].

8. Zavér

Popsany zptisob FeSeni nabizi elegantni matematicky pfistup, kterym
miiZzeme jednodusSe vypocitat parametry rozsahlého obvodu s opakuji-
cimi se prvky. S pouzitim rekurzivnich vztaht a (typicky) kvadratickych
rovnic dostaneme snadno celkové parametry vysoce symetrického ob-
vodu.
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Vyuziti GeoGebry pri reseni iloh na nalezeni mnoziny
vSech bodi dané vlastnosti

Soiia Kénigsmarkova, KMT FPE ZCU, Plzen

ABSTRAKT. MnoZiny vsech bodii dané vlastnosti patii k obtiZnym tématim
ve Skolské matematice. Pi Tesent uloh je pro studenty ndrocné sestavit rov-
nice, poté upravit soustavu rovnic, eliminovat uréité proménné a urcit, o jakou
mnoZzinu bodi se jednd. S TeSenim téchto dloh pomiZe matematicky software
GeoGebra. Ukdzeme Fesent uloh a jak miZe pomoci GeoGebra.

1. Uvod

Téma mnoziny v8ech bodi dané vlastnosti patii mezi obtizné téma ve
skolské matematice. Ditvodem je nejspiSe naro¢nost tloh. Reseni téchto
uloh je efektivnéjsi s vyuzitim pocitace — softwaru dynamické geometrie
a CAS (Computer Algebra Systems). Je vyhodné pouzit software Geo-
Gebra, pomiZe s vizualizaci daného problému a s eliminaci proménnych.
Ukaze nam mnozinu vSech FeSeni. Studenti mohou s jeho pomoci experi-
mentovat a seznamovat se s novymi k¥ivkami. Nefesi stale stejné tlohy,
je to pro né nové a zajimavé. Pti feSeni tlloh na mnoziny v8ech bodu dané

vy

minovat ur¢ité proménné a poznat, o jakou kiivku se jedné. S vyfeSenim
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soustavy rovnic a s urenim, jak dand mnozina bodu vypada, pomuze
software GeoGebra.

2. ReSeni tloh
Ukazeme teSeni tlloh na mnoziny vSech bodt dané vlastnosti.

Priklad 1. Sestrojme trojuhelnik ABC, bod C lezi na pfimce p. Oznag-
me H priseéik vysek v,, vp a v.. Bodem C pohybujeme po pfimce p.
Zjistéte, co je mnozinou vsech priseciki vysek H trojuhelniku ABC
(obr. 1).

2 2 4 6 8 C 10 12 14 16 ﬁ\

Obr. 1: Zadani prikladu

Resent. Pro feSeni v GeoGebre jsou diulezité dva body — mover (pohy-

bujici se bod) a tracer (ten, ktery vykresluje mnoZinu bodi).

1. Zjistime mnozinu bodi pomoci piikazu Stopa v GeoGebie. To nam
napovi, o jakou mnozinu bodi by se mohlo jednat (obr. 2).

2. Lze pouzit i piikaz Locus v GeoGebre — také napovi, jak mnozina
bodi, kterou hledame, vypada (obr. 3).
7da se, ze hledanou mnozinou je parabola. Nemtzeme to ale s jistotou
tici, mohla by to byt i jina kifivka. Musime najit jeji rovnici. Vhodné
zvolime, kam umistime body, aby se jejich charakteristické vlastnosti
a rovnice daly co nejjednoduseji vyjadrit.

3. Provedeme feSeni ru¢né. Zavedeme kartézskou soustavu soufadnic a
sestavime rovnice.
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Obr. 3: Mnozina bodt — Locus

Zvolime A = [0,0], B = [¢,0], C = [u,v], H = [z,y]. Platf:
HevczHCJ.AB@CTI-}P:@:O(:}C(QC—U):0<:)x—u:0
H e wv,: HA L BC & AH -BC =0 (z,y)(u —c,v) =0 &
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szu—c)+yv=0
Cepku+lv+m=0
Eliminujeme proménné u, v. Vyjadiime x = u a dosadime do dalsich
rovnic:
lz(z —c) +lvy =0
kxy +lvy +my =0
Tyto rovnice odeéteme: Iz — lcx — kxy — my =0
Dostali jsme polynomialni rovnici 2. stupné. Nyni rozebereme jednot-
livé polohy piimky p.

1. pripad: Pfimka p neni rovnobé&zna se stranou AB ani neni kolmé na
stranu AB trojuhelniku ABC'. Jedné se o hyperbolu — jednu jeji vétev,
ale bez bodit A a B (obr. 4).

S oeeeeEaaaaaait | j

11,

Obr. 4: Hyperbola

2. piipad: Pokud je pfimka p rovnob&’na s piimkou AB a p # AB,
pak k =0al# 0, m # 0, &m% dostaneme rovnici l2? — lecx — my = 0.
V tomto pfipadé se jedné o parabolu (obr. 5).
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Obr. 5: Parabola

3. piipad: Pokud je pfimka p = AC a p neni kolma na AB, je mnoZinou
bodii primka (obr. [6]a [7).

Obr. 6: Speciélni pfipad 3 — Stopa

Pouzijeme:
HC 1 AB: z—u=20
HA1BC: z(u—c¢)+yv =20
Cep: ku+lv =20

v = —§u7 [#0
z(le —le—ky) =0
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Obr. 7: Specialni piipad 3 — Locus

Vysledkem je piimka [z — ky —lc = 0 prochazejici bodem B kolmé k AC.

4. pfipad: p = AC a je kolma na AB. (Zde je I = 0.) Pak mnoZina
bodit H je bod A (obr. [3).

ETRaaE ] 2 4 [ GpM R e s e

Obr. 8: Mnozina bodu

5. pripad: Pokud je p = BC a p neni kolmici na AB, pak mnoZinou
bodi je pfimka (obr. E[)

6. pripad: Pokud je p = BC a p L AB, pak mnozinou bodi je bod B.
7. pripad: Pokud je pfimka p kolmé na stranu AB, pak je mnoZinou
bodi pfimka (obr.[10|a[L1]), musi se vylouéit p L AB v bodé A i v bodé
B, kdy to neni pifimka, ale bod. Pak plati
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Obr. 9: Mnozina bodu

P

C

Obr. 10: Specialni piipad 4 — Stopa

HB 1 AC: ulc—xz)—yv =0
HA 1 BC: z(u—c)+yv=0
Cep: ku+m=0

u =™k #0
z(u—c)+ulc—x) =0

v(—%—c)—2(c—2) =0

—xck — me

kxr +m
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Obr. 11: Specialni pfipad 4 — Locus

Zavér: Zde se ukazuje, jak je dilezitd rovnice mnoziny bodi. Bez ni
nejsme schopni urc¢it, o jakou mnozinu bodi se jedné.

Tento priklad miiZze byt pouzit jako motivacni piiklad, lze jej TeSit
is zaky na 7S. Zaci sestroji vysky trojuhelniku a najdou jejich prusecik.
Poté pohybuji bodem C a vidi hledanou kfivku. Mohou vyuzit piikaz
Stopa v GeoGebfe.

P1i feseni tloh na mnoziny v8ech bodu dané vlastnosti mohou nastat
problémy:

e objevi se navic jind mnozina
e climinacni ideal je roven nule, ale FeSeni existuje (to znamena, Ze
dostaneme soudin n&jakych funkei, ktery se rovné nule)

Ukazeme dva piiklady, kde se setkdme s témito problémy.

Priiklad 2. Jsou dany dvé na sebe kolmé piimky m, n, které se protinaji
v bodé O. Je dan bod A na n a kruznice k s pramérem OA. Z libovol-
ného bodu M na kruZnici k sestrojme kolmici g na m, ziskame bod N.
Z bodu N sestrojme kolmici g na MO, ziskdme bod P. Urcete mnozinu
v8ech boda P, pokud se M pohybuje po kruznici k (obr. .

Resent.

1. Nejprve pouzijeme piikaz Stopa v GeoGebie. Ziskame prvni pied-
stavu o mnoZiné viech bodi, kterou hledame (obr. .

2. Poté piikaz Locus — vykresli nAm mnozinu boda (obr. .
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Obr. 13: MnoZina boda — Stopa
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Obr. 14: Mnozina bodu — Locus
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3. Provedeme ru¢ni vypocet. Oznaéme A = [0,a], M = [u,v], P = [z,y],
O = [0,0]. Plati:

Mek:ug—i—(v—%)Q:‘l—z,
PN1IMO: (x — uw)u+yv =0,
P, M, O jsou kolinearni: zv — yu = 0.

Pro M # O a M # A vyjadiime u = % a dosadime:

v v
T =) Ty =
( y)y Y
2 2,2
v T~ v
v +yv =
v P Yy

0
0
2lvy —220? + 9% = 0, jelikoz v #0, x#0, y#0
Py—a2*v+y3 =0

U:y+§y
2. 2 2 27
z7v _a)* _ a
2.2 y2 +(v 2)2742
foai 2 _ La 4 oa” _ a”
y2+0222v s+ =9
%4—1}2—1}@:0
24 vy? —ay® =0

v(@® +y?) = ay?

a
v = wszryQ
Tedy:
y3+x2y o (ly2
) = 22442

(v* +2%y)(2® +y?) = ay’a?
Y322 + 48 + 2ty + 2%P = ay’a?
y21’2 +y4+l‘4+$2y2 — a:c2y
ot 4 2222 + y* = axy

(2% +¢2)? = azy

Dostali jsme rovnici mnoziny bodd, ktera se nazyva bifolium (dvoj-
list). Provedeme vypocet v GeoGebfe (elimina¢ni ideal vyjde roven
nule) (obr. [15] [16).

Po pfidani podminky vt —1 = 0 (¢ je pomocna proménné), dostaneme
rovnici kiivky — bifolium.

Je-li M = O a M = A, je hledanou mnozinou jen bod P = O.
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€2 Bifolggb
Soubor Upravy Zobrazit i Nastroje Okno Napové

i % 882 (o) PN E2 B2

AS
rl:=ur2+(v-a/2)'2=a"2/4

1 _ 2
- rl:u2+(71 a+v) =;

r2:=(x—u) u+y*v=0

a2

1
a

+ r2: —u’4+ux+vy=0

r3:=x’v—x"u=0

-+ r3: —ux+vx=0

4 | w:=Eliminovat({r1,r2,r3}.{u,v})

- we={}

Obr. 15: Vypocet v GeoGebte (Bifolium)

€2 Bifolium_vypocet_v_geogebre_obr_16.9gb
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Nastroje Okno Napovéda
A D OO £ N ) P
» CAS X/|» Nakresna
F:=ur2+(v—c/2)"2=c"2/4
1 -1 ’ 1
S ST g =
PRI Y
— 4
12:=(p—u)utq'v=0
2
S r2:qutu(p—u)=0
5 r3:=p*v—q*u=0 7
S r3:pv—qu=0
6 4 2 0 7 7}
rd=u*t-1=0
4
- rd:tu—1=0
r5=v*t-1=0
5
- rh:tv—-1=0 -
6 | W:=Eliminovat({r1,r2,r3,r4},{u,v.t})
- w:={q"—cqp’+2q’p>+p'} -5
7 |[Mxt+yt+ 2y -ax?y=0
-8
® - 7:ixt 4y 42Xy —15x%y =0

Obr. 16: Vypocet v GeoGebie (Bifolium)

Priklad 3. Necht je dana kruznice k a bod A, A € k. Necht ¢ je te¢na
kruznice v bodé M. Uréete mnozinu vSech bodu P, které lezi na kolmici
7z A k tecné t a na tecné t, pokud pohybujete bodem M po kruznici k

(obr. [T7).

Regent.

1. Nejprve vyuzijeme piikaz Stopa v GeoGebie. Napovi nam, o jakou
mnoZzinu se jedné (obr. [I8).

2. Poté vyuzijeme piikaz Locus v GeoGebie (obr. .
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{7
Obr. 17: Zadani piikladu

Obr. 18: MnoZina bodi — Stopa (Kardioida)

3. Ruéni vypocet:

Necht k je kruznice se stfedem v B = [b,0], bod A = [0,0] lezi na
kruznici k£ a libovolny bod M € k je bodem dotyku te¢ny ¢. Ozna¢me
M = [u,v] a P = [z,y]. Potom dostavame:

M ek: (u—>b)?+v>=0b2
APIMP: z(x —u) +y(ly —v) =0
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Obr. 19: Mnozina bodi — Locus (Kardioida)

PM1BM: (x —u)(u—>0)+ (y—v)v =0

Budeme eliminovat u,v (soufadnice pohyblivého bodu) ze soustavy
rovnic. V GeoGebie dostaneme pomoci piikazu Eliminovat rovnici

(obr. [20):
(2® +y? = 2bz) ((2® + y* — bx)> = b*(2® + y*)) = 0
Dostat ru¢nim vypoc¢tem vySe uvedenou rovnici neni snadné.
Jedn4 se o algebraickou kfivku 4. stupné, ktera se sklada z kruznice
2 +y? =22 =0
a kardioidy, jez mé rovnici

(2% 4+ y* — bx)? — b*(2® +4°) = 0.

KruZnice se objevi, pokud bod M piejde do bodu A, tedy pfimka PM
neni definovana. Jestlize v = x a v = y, dostaneme 22 — 2bx +y2 = 0.

Predpokladejme, ze P # A, pak je
(z—u)P+(@y—v)?)t—1=0.
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© 20990
Soubor Upravy Zobrazit Nastaveni Néstroje Okno Napovéda

A DO 4 N =) @

» CAS X[~ Nakresna
th:=(u—b)r2+vA2-br2=0 ACY

1
-t 4+vi—2bu=0

2= (x-u)+y*(y-v)=0

- t2: % +y —ux—vy=0
8:=(x—u)"(u=b)+(y—v )'v=0

- t3:v(—v+y)+(=b+u) (—u+x) =0
ti=((x—up2+(y—v)'2)t—1=0

Lthit ((—u+x)2+(—v+y)2)—1=0

5 | t5:=Eliminovat({t1 2,13,4}{u.v.8}
- t5:= {2bx’ —x*+b?y? +2bxy’ —2xy? —y*}
16:=Rozklad(t5)
-5 t6:= {—x"+2x’b—2x"y’+2xby’ + by’ —y*}

Obr. 21: Kardioida a kruZnice

3. Zavér

Uvedené tulohy jsem feSila s nadanymi zéky stfednich kol a se stu-
denty pedagogické fakulty, budoucimi uciteli matematiky. Ulohy &inily
potize i studentiim ucitelstvi matematiky. Jako problém uvadéli zejména
sestaveni rovnic a eliminaci proménnych. Regeni tloh ruéné byva nékdy
obtizné, proto je vyhodné vyuziti GeoGebry.
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Hodnoceni pisemek — motivace studenti ke zlepSeni
Stanislav Lego, Rakouské gymnazium, Praha

ABSTRAKT. Cldnek pojedndvd o zptisobu hodnocens opravnijch pisemek, ktery
studenty motivuje k dobrovolnému napsdni opravné pisemky, a tim i ke zlepSeni
znalosti.

1. Uvod

V ¢lanku budou nejprve ukazany kritéria hodnoceni dané podle sys-
tému Rakouského kolstvi, poté bude vysvétlen systém vypoctu finalni
zndmky z hodnoceni pivodni a opravné pisemky a v zavéru je pak shr-
nuti plusi a minusi tohoto piistupu.

Rakouské gymnazium v Praze je Sestileté dvojjazy¢né gymnazium.
Déli se na nizsi dvouleté gymnézium (odpovidajici 8. a 9. ro¢niku za-
kladni 8koly, kde b&hem téchto dvou let maji zaci predméty v ceském
jazyce a 8 hodin néméiny tydné) a vyssi ¢tyfleté gymnézium, kde jsou
jiz v8echny pfedméty v néméiné (s vyjimkou jazyki). V Sestém roéniku
studenti skladaji maturitu odpovidajici rakouskym i ¢eskym pozadav-
kim. Znamena to naptiklad, ze maji povinnou maturitni zkousku z ma-
tematiky.

2. Kritéria pro udéleni znamky

Rakouské gymnazium v Praze dle zvyklosti v Rakousku hodnoti pi-
semné prace bodovym systémem [1]. P¥i dosaZeni urcité procentudlni
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hodnoty bodu je pak pisemné praci pridélena znamka dle prehledu nize.
Procentuélni hodnoty odpovidajici jednotlivym znamkam si pro kazdy
predmét stanovuje predmétova komise, obecné se hodnoty prilis nelisi od
prehledu nize, platného pro matematiku, fyziku a informatiku na nizsim
gymnaziu.
Na pocatku kazdého Skolniho roku jsou studenti sezndmeni s kritérii
hodnoceni [1]:

90-100 %
75-89 %
60-74 %
50-59 %
0-49 %

T = W N =

3. Ceho chceme dosahnout, pokud umoznime studentim napsat
opravnou pisemnou praci

Studenti, pokud nejsou spokojeni se svoji znamkou z pisemné prace,
si mohou napsat opravnou pisemnou préaci. Chceme tak, aby studenti:

e nebéli se pisemek,

e védéli, ze maji Sanci ziskat lepsi znamku i na druhy pokus,
e dobrovolné napsali si opravu,

e nestrachovali se, Ze si opravou znamku zhorsi,

e opakovanym napsanim pisemky si vylepgili znalosti.

4. Zpusob vypoctu finalni znamky

Studenti dopfedu védi, Ze si pisemku mohou opravit, a dopfedu znaji
zpusob vypoctu finalni znamky. Z pohledu matematiky je zde i pfinos
lepsiho pochopeni vyznamu vazeného priuméru a jeho praktické pouziti.

Findlni zndmka je rovna vdZenému priméru obou zndmek (ptvodni i
nové ziskané). Vahy jsou urceny takto:

lepsi znamka (nezévisle zda prvni, ¢i druhd) ma vahu 80 %

horsi znamka (nezavisle zda prvni, & druha) ma vahu 20 %
Diilezité je, ze vahou 80 % je vaZzena vzdy lepsi znamka. To odstrafuje
Casté obavy studentii, Ze by si mohli opravou vyslednou znamku jesté
zhorgit.
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5. Vysledna znamka pro varianty puvodni a opravné znamky

V nésledujicich tabulkach je uvedeno, jakou zndmku ziskal student
z pisemné prace (zde je to tzv. ,prvni“ znamka). Pokud se mu tato
znamka nelibi, miZe si napsat opravnou pisemnou praci (zde je to tzv.
,opravna“ znamka). Z téchto dvou znamek je vypod&itana vysledna znadmka
podle vah vySe (zde je to tzv. ,findlni“ znamka).

5.1. Pokud je prvni zndmka 2

Opravna znamka Vézeny primér Finalni zndmka

1 1,2 1
2 2 2
3 2,2 2
4 2.4 2
5 2,6 3

Na piikladu si ukazme, jak je tato tabulka vytvorena. Pokud student
v opravné préci dostal 1, je vaZeny primér roven

08-1402-2=1,2,

takZe student dostal novou znamku 1. Pokud student v opravné préci
dostal 3, je vazeny pramér roven

08-2+02-3=22,

takze student dostal novou znamku 2.

Vidime, Ze pouze v jediném mozném scénéii, kdy ptvodni znamka
byla 2 a oprava 5, dochézi ke zhoreni vysledné znamky na 3. Tato situace
je v8ak velmi nepravdépodobné a v mé praxi doposud nikdy nenastala.

5.2. Pokud je prvni zndmka 3

Opravna znamka Vézeny primér Finalni zndmka

1 1.4 1
2 2,2 2
3 3 3
4 3,2 3
5 34 3
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5.3. Pokud je prvni zndmka 4

Opravna znamka Vézeny primér Finalni zndmka

1 1,6 2
2 2.4 2
3 3,2 3
4 4 4
5 4,2 4

5.4. Pokud je prvni zndmka 5

Opravna znamka VaZeny prumér Finalni znamka

1 1,8 2
2 2,6 3
3 3.4 3
4 4,2 4
5 5 5

6. Zaver

7 praktického hlediska mé smysl psat opravné pisemky, pokud jejich
frekvence neni prili§ vysoka. Mné se osvéd¢ily opravné pisemky pro meé-
si¢éni a ¢tvrtletni pisemné prace. Pokud je frekvence napiiklad tydenni,
opravy jiz ztraceji smysl. Pokud mé zék dost znamek (alespon 3), za
lepsi variantu povazuji napiiklad Skrtnuti nejhorsi znamky — kazdému se
miize piihodit, Ze nemé svilj den a pocitat znamku z priméru je podle
mého nazoru dosti nespravedlivé.

Vyhody této opravné metody jsou:

pisemka neni pro studenty tak stresujici

7aci jsou motivovani k opraveé

opakovanim pisemky si latku procvici

nemuseji se obavat zhorSen{ znamky (ke zhorSeni mize dojit v je-
diném ptipadé, kdy by ptuvodni znamka byla 2 a opravné 5, kdy
dojde ke zhorseni na 3 — pravdépodobnost tohoto scénafe je vSak
velmi nizka)

zndmku 2 i 3 si mohou vylepsit na 1
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Nevyhodou této opravné metody je:
e vice prace pro ucitele

Tento zptsob hodnoceni Zaci velmi ocenuji a je na nich vidét, ze jsou
pfi vyuce vice v pohodé a pisemek se jiz tolik neobévaji.

Literatura

[1] Skolni fad Rakouského gymnézia v Praze.

Matematické hry v primé osmiletého gymnazia
EvZzen Miiller, Zemédélska akademie a Gymnéazium, Hofice

ABSTRAKT. Clinek Matematické hry v primé osmiletého gymndzia se po-
kousi o odpovéd na otdzku, zda je vhodné si pii hodindch matematiky hrdt a
co pFipadné to miZe prinést Zikum a uciteli. Na prikladu nékolika her text
ukazuje, jakym zpisobem je mozné zbavovat Zdky strachu z matematiky a zdro-
veri napomdhat rozvoji talentovanych. Jako ukdzkové hry byly zvoleny upravené
Matematické C'lovéée, nezlob se, Desitka, Nejmensi vyhrdvd a nékolik variant
hry NIM. Vsechny uvedené hry lze také hrdt a ,zkoumat® v matematickych
krouZcich pro nadané Zdiky niZstho gymndzia.

1. Uvod

Na dnech otevienych dveii kazdoro¢né pokladame zaktm prichézeji-
cim do u¢ebny matematiky dvé otazky. Prvni z nich zni: ,,Co t& napadne,
kdyz se fekne matematika? Stac¢i, kdyz feknes jedno nebo dvé slova.®
Odpovédi nebyvaji prilis optimistické:

e Pocitani.

e Nage uditelka! (Nasledovalo li¢eni nepfijemnych zazitkd z hodin.)

e Smrt!
Druhé otazka ,Hrajete si nékdy pii hodindch matematiky?* vzbuzuje
povétsinou prekvapené pohledy. I v tomto pfipadé jsou odpovédi zpra-
vidla strucné:

e Coze?

e To asi ne...

e Nevzpominam si. ..
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Vyse uvedené odpovédi byly vyiéeny zaky devatych t¥id. Nutno kon-
statovat, ze zajemci o osmileté studium byli k matematice vétSinou o néco
smiflivéjsi. Presto lze tvrdit, Zze matematika na zakladni skole rozhodné
nepatii k nejoblibenéjsim predmétim a je pouze na ucliteli, zda dokaze
zaktm nabidnout i jeji zdbavnéjsi stranky. Pokusme se tedy zamyslet
nad tim, zda je vhodné si v hodinach matematiky hrat a jestli ¢as takto
vynaloZeny neni zbyte¢né promarnény.

Prestoze vzhledem k po¢tu nejriznéjsich akci a projekti, které ¢asto
nepiijemné zasahuji do vyuky, neni ¢asu nazbyt. Domnivame se, ze hry
by v hodindch matematiky mély mit svoje pevné misto. V tomto pii-
spévku se zaméiime na hry, které hrajeme nebo s nimi seznamujeme
zéky v primé osmiletého gymnézia. Nékteré si nasly cestu do vyucovani,

2. Matematické Clovéce, nezlob se (upravené nasimi studenty)

Prvnf hra je viceméné oddychova, jedna partie mize trvat i vice nez
45 minut a do béznych hodin matematiky se nehodi. Na druhou stranu
Matematické élovéée, nezlob se, jak nazev napovida, matematiku vice
¢i méné zahrnuje a nabidne i bezpocet zajimavych problémi pro starsi a
pokrocilé. Napiiklad vypocet pravdépodobnosti nasazeni figurky v nej-
ruznéjsich situacich mize byt ofiskem i pro maturanty. Primany osmi-
letého gymnézia vSak spiSe zaujme rada pfekvapivych situaci a pestrost
moznosti, které jim hra nabizi. Pfitom si nejspiSe ani neuvédomi, Ze se
pfi hie musi daleko vice soustfedit nez u obvyklé varianty Clovéce, ne-
zlob se. A to je jeden z duvodi, pro¢ muze byt vhodné Zaky s touto hrou
seznamit. Pravidla, kterda zde uvadime, vychazeji z pomérné zndmého
Matfyzackého Clovéte, nezlob se, v pribéhu let ale byla nasimi studenty
postupné upravovana a dopliiovana.

2.1. Matematické Clovéce, nezlob se (. pravidla)

Pocet hracd: Hru hrajf étyfi hradi.

Soucastky hry: Potiebujeme hraci kostku (s jednim aZ Sesti oky
na sténach), 4 x 4 figurky riznych barev (kazdy hra¢ dostane od kazdé
barvy jednu) + 1 ¢ernd (nebo jinak odlisné) figurka — policista, lidové
Feceno ,policajt*. Barevna hraci deska (obr. 1) je k dispozici ke staZeni
a vytisténi na https://tempus-skolni-casopis.webnode.cz/|
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Obr. 1: Hraci deska Matematického Clovéée, nezlob se
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Informace Gavodem: V tuvodu kazdy hra¢ jednou hodi kostkou.
Hrag, kterému padne nejvyssi pocet ok, bude zacinat. Pti rovnosti poc¢tu
ok rozhoduji dalsi hody. Dale se hraci na tahu pravidelné st¥idaji v tzv.
sméru chodu hodinovych ruéi¢ek. Tento smér lze odpozorovat napiiklad
na hodinach (rucickovych, ne digitalnich!) na chodbé skoly; pozor, ru-
¢i¢ky se nehybou plynule, je tfeba chvili pockat.

Nasazeni figurky: Pokud hrac¢i béhem hry padne Sestka, miZe ji
vyuzit k nasazeni figurky. Vezme z porodnice nenasazenou figurku libo-
volné barvy a postavi ji na své vstupni policko na hraci draze. Nasazovani
nen{ v pribéhu hry povinné.

Nemé-li hrac¢ k disporzici figurku, kterou by mohl tdhnout (nejen na
zacatku, ale i béhem hry), muZe hazet tiikrat — provede tzv. hody nadégje.
Pokud hodi Sestku, nebo je soucet dvou po sobé jdoucich nebo vSech t¥i
hodtu nadgje délitelny Sesti, nasadi do hry libovolnou figurku. Dalsi hod
po nasazeni provede ale pouze v piipadé, Zze mu padla Sestka.

O moZnost nasazeni figurky hra¢ prichézi, ma-li pii nékterém ze tii
hodt nad&je moznost tahu na svém hibitovu, ktery musi provést (po-
drobnosti dale v odstavci Tah figurkou).

Pokud hraci pti kazdém ze t¥i hodt nadéje padne jednicka, mé nérok
na dalsi tfi hody nadéje. Pokud by mu i pfi nich padly tfi jednicky,
nasadi figurku na libovolné vstupni pole (tedy nejen svoje).

Tah figurkou: Hrac, ktery je na fadé, hodi kostkou. Hra¢ miize
posunout kteroukoli figurku takové barvy, jakou nemé na svém hibitovu

nebo ve své porodnici. Zvolenou figurku posune o tolik poli, kolik ok
padlo na kostce (ve sméru chodu hodinovych rucicek).
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Pokud padne Sestka, muze hod opakovat tak dlouho, dokud mu pa-
daji Sestky. Hody musi pouzit ve spravném pofadi, ¢ili nejdiive pouzije
v8echny Sestky (i pro rizné figurky) a teprve nakonec posledni ¢islo. Hrac
také mize pouzit Sestky jednotlivé tak, jak mu postupné padaji. Tahy
jsou povinné, nelze se jich vzdat.

Kazdy hra¢ pohybuje figurkami ve sméru chodu hodinovych ruc¢ic¢ek
od svého startovniho pole smérem ke svému hibitovu. Pokud mé figurku
pred hibitovem a padne mu vhodné ¢islo, zajede s ni dovnit¥ do prislus-
ného hrobu. Od této chvile jiz nemiize hrat zadnou figurkou této barvy
(s vyjimkou prostoru hibitova, viz dale). KdyZ ale padne pfili§ mnoho
ok a nemé zadny jiny mozny tah, pokracuje dal po hraci dréze a sviij
hibitov mine (coZ samoziejmé pékné nastve).

Dotkne-li se pii tahu hra¢ nékteré z figurek, jimiz miaze tahnout, musi
provést tah touto figurkou (prosté jako v Sachach).

Figurky na hibitové nejsou definitivné pohibeny a mohou se pohybo-
vat a preskakovat (obsazené hroby) stejné jako na hraci dréze. Hrac¢ tak
musi vyuZit hod nadéje, ktery provadi, kdyZ nemuze tahnout figurkou
na hraci draze (protoZe nemé nasazeno).

Vyhozeni figurky: Pokud hra¢ ukonéi postup s figurkou (v daném
tahu uz s ni nebude pohybovat) na poli, kde stoji jina figurka, pak ji
odstrani z hraci drahy a da do porodnice kterémukoli hraci, ktery s ni
mize hrat. Jinymi slovy, da ji tomu hraci, ktery neméa figurku stejné
barvy ani na hibitové, ani v porodnici. NemiiZe se tedy stat, ze by néktery
z hra¢i mél na svém hibitové nebo v porodnici dvé nebo vice figurek
stejné barvy.

Pozndmka: MzZe se stat, ze za uréitych okolnosti (snad je jasné, za ja-
kych) musi hra¢ vyhozenou figurku vratit do své porodnice.

Konec hry (nasazeni policisty): Ve hie zvitézi hra¢, kterému se
jako prvnimu podaii dovést na svij hibitov figurky vSech ¢ty barev.
Zbyli hraci pak pokrac¢uji v boji o druhé misto. Vitézny hrac¢ po zavérec-
ném tahu okamzité pokracuje nasazenim policisty na libovolné zvolené
misto hraci drahy, hodi kostkou a provede dalsi tah.

Policistou je mozno pohybovat obéma sméry, pokud ale padne Sestka,
provede hrac¢ jen jeden z moznych taht a dale nehéazi. Policistu lze sa-
moziejmé vyuZzivat proti neoblibenému protihraci, ktery véis vyhazoval
a komplikoval vasi hru (to je prvni divod, pro¢ je policista zafazen do
hry, druhy je prosté ten, aby se vitéz v zavéru hry nenudil). NemuZze-li
néktery hra¢ tdhnout, protoze na cilovém poli jeho tahu stoji policista,
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musi jit o pFislusny pocet poli¢ek nazpét (provést tah v opatném sméru
— couvnout).

Hra kon¢i poté, co tispésné zaplni svij hibitov druhy hrac¢. O tfetim
misté rozhoduje zaplnéni hibitova v tomto okamziku. V pripadé shod-
ného zaplnéni kon¢i na tretim misté oba zbyvajici hradi.

Pozndmka: Jakakoli vylepSeni a upfesnéni stavajicich pravidel jsou vi-
tana!

3. Desitka

Také hra Desitka je pomérné dobie znédméa. Pro zacatek sta¢i znét
Gtyti zékladni pocetni operace a uziti zavorek. Hrat ji miZeme v celé
t¥idé nebo skupiné a muzeme ji vyplnit i nékolik minut, které zbydou
na konci hodiny. V priabéhu let lze hru postupné obohacovat o dalsi
pocetni operace (mocniny, faktorialy, kombinac¢ni ¢isla, logaritmy, zbytek
po déleni — modulo). My jsme zkusili v matematickém krouzku pro zaky
primy zafadit v8echny tyto ,,vys$i‘ operace a ukazalo se, Ze néktefi jejich
uziti tuspésné zvladli.

V Desitce lze také usporadat tiidni ¢i Skolni turnaj. Nasledujici pra-
vidla jsou urena pravé pro tuto variantu.

3.1. Pravidla

Ve hie pouzivame karty s ¢isly 1-10 v sadé se 40 kartami (4 x 10
karet). Hraji proti sob& dva hraci na deset losovani — jedno utkani se
sklada z 10 uloh. Rozhod¢i (7zék, ktery zrovna nehraje) pro kazdou alohu
vylosuje 4 karty, mé¥i ¢as (1 min) pro kazdou tlohu, kontroluje vysledek
a zapisuje body. Pouzité karty rozhod¢i odkladé stranou tak, aby nebyly
vidét jejich hodnoty.

Vylozené ¢isla maji hraci za tkol zkombinovat s pouzitim povolenych
matematickych operaci, libovolného preskupovani a zavorek tak, aby vy-
sledek byl vzdy 10. Lze vytvaret také ¢isla dvojciferné a pouzivat zlomky
a mocniny (viz dale).

Povolené matematické operace jsou séitani, od¢itani, nésobeni, dé-
leni, déle lze pouzit mocniny, logaritmy, kombinac¢ni ¢isla, faktorialy a
celoCiselny zbytek po déleni (mod).

Hru velmi zjednoduguje pouzivani mocnin 1" =1 a 1° = 1 (o vyraz 0°
se nikdo pokouset asi nebude). Proto smi kazdy z hracta vyuzit kazdou
7 téchto moznosti béhem celého zépasu pouze jednou, rozhod¢i vyuZziti
téchto mocnin hlida.
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Hrac, ktery dospél k feSeni tlohy, to oznami zietelné vyslovenym
,2Mam!“. Rozhod¢i feSeni zkontroluje — je-li spravné, pridéli hrac¢i bod,
je-1li chybné, ziskava bod soupef.

Poznamky:

1. Druh4 odmocnina neni ve hie pfimo povolena, Ize ale umocinovat
zéklad na exponent %

2. Naptiklad pro vylosovana ¢isla 1, 2, 7 a 9 mame k dispozici feSeni
9% +7 = 10.

3. Hra mé celkem 715 kombinaci, s operacemi povolenymi ve vyse
uvedenych pravidlech l1ze vSechny vytesit.

3.2. Priklady vyreSenych iiloh
e Cisla 1,6, 7a 10 — feSenf: 6! — 10- 71 = 10
e Cisla 1,3, 6 a 8 — FeSeni: 6 + log, 81 = 10 (pokud se vam to nelibi,
tak 846 — 1 —3 =10)
Cisla 1, 6, 6 a 7 — FeSent: (6-7) mod 16 = 10
Cisla 5, 7,7 a8 — feSeni: (?) +7-5=10
Cisla 6, 7, 7 a 8 — feSeni: (67 mod 8) + 7 = 10

4. Nejmensi c¢islo vyhrava

Hru je tfeba hrat v pocetnéjsi skupiné, nejlépe v celé tridé. Pravidla
jsou celkem jednoduché: Zaci si pripravi papirek, na ktery budou psat
¢isla. V kazdém kole hry pak napiSou néjaké prirozené ¢islo. Vyhrava zak
s nejmensim ¢islem, které ale sou¢asné nemél nikdo jiny. Pfi vyhodnoco-
vani hry ucitel postupné fika prirozena ¢isla od ¢isla jedna smérem na-
horu. Pokud zak uslysi ¢islo, které ma napsané, musi se pfihlasit. Ostatni
soutézici vidi, kdo jaké ¢islo zvolil, kolikrat se to ¢i ono ¢islo opakovalo,
a mohou se podle toho zafidit v dalsich kolech hry. I po urceni vitéze je
vhodné orientacné zjistit, jaka vétsi Cisla se ve hi'e objevila. Po ukonceni
kola vsichni své ¢islo pfeskrtnou a za¢ina se znovu.

Na ukézku uvadime tabulku s vysledky 10 her, kterych se tcastnilo
28 zaki a jejich ucitel (E. M.). Zaci volili riizné strategie, zatimco napii-
klad MiSa (dvojnasobna vitézka) psala stale &islo 5, Vojta uz od zacatku
stiidal ¢isla od 7 do 9. Néktefi se snazili naopak zpocGatku psat ¢isla mala
(1 az 3), ti ale vzhledem k poc¢tu hrac¢t aspésni nebyli, jen jednou uspél
s ¢islem 2 ucitel. Ten mél nakonec i nejmensi aritmeticky primeér z ¢isel,
ktera napsal (3,2).
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Hra | Vyhravajici ¢islo | Vyherce | Vynechani ¢isla
1 5 Misa
2 - lab
3 5 Misa
4 9 Matéj
5 4 Julca
6 7 Emca 2
7 6 Lucka
8 6 Anezka
9 2 E. M.

10 8 Vojts

Doporucenti:

e Hru je tfeba opakovat vicekrat.

Utitel hraje spole¢né s zaky.

Ucitel zapisuje na tabuli vitézna ¢isla a vitéze.
e Na zavér muzeme provést rozbor vysledku a strategii jednotlivych
zaka.

5. Hry s vitéznou strategii — NIM a hry podobné

Méné znamou variantou hry je NIM 19, jehoz hraci plochu tvoii 19 bu-
nék — Sestithelnika (obr. 2).

Obr. 2: Hraci plocha hry NIM 19

Zakladni varianta méa nasledujici pravidla:
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e Vsechny buiiky jsou na zacatku prazdné.

e Hraci se v tazich pravidelné st¥idaji.

e Hrac¢ na tahu vybarvi jednu az tii bunky.

e Jednu buiiku muze vybarvit kdekoli;

e dvé v jednom tahu vybarvené bunky musi spolu sousedit;

e t¥i buiikky muZe v tahu vybarvit, kdyZ tvoii (rovnostranny) ,trojt-
helnik®.

e Vitézi hrag, ktery vybarvi posledni buiiku (obr. 3)

%d he%d he od ho od b _of

r.vva rvv“‘ rvv“ Vitézi cerveny hrac -
L ‘ h ‘ l ‘ - proved] posledni tah.

Obr. 3: Priklad hry (zacina ,modry“ — svétlejsi Sediva barva, vitézi tmavsi
»oerveny*)

Hra nabizi pomérné jednoduchou vitéznou strategii pro hrace, ktery
zaCina, a je v moznostech primani ji najit. Nejprve je tfeba vybarvit
prostiedni pole a poté vzdy reagovat na tah protihrace tahem stfedové
soumérnym (to neni problém, ta policka jsou vzdy voln4, a tudiz k dis-
pozici).

Obdobna varianta hry vychazi z hraci desky obsazené kameny (figur-
kami), které se podle vySe uvedenych pravidel odebiraji. Vitézi hrac,
ktery odebere posledni kdmen. Ponékud sloZitéjsi je varianta, pii které
vybarvujeme buiiky podle stejnych pravidel, avSak ten, ktery vybarvi
posledni buniku, hru prohrava.

6. Ciselny NIM - zékladni varianta
Jednoduch4 varianta hry NIM s pfirozenymi ¢isly nabizi jiz v primé
rozsahlé moznosti jejtho zkouméni a zobechovani.
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Hraci se dohodnou na hrani¢nim (pfirozeném) ¢isle A (mohou si ho
naptiklad vylosovat z karti¢ek s pfipravenymi ¢isly 51 az 100). Hraci se
dale také ,,dohodnou® na nejvétdim (pfirozeném) ¢isle n, se kterym mo-
hou pii he hrat — uréi mnozinu pouzitelnych ¢isel M = {1,2,3,...,n}.

Prvni hra¢ vykopava — vybere ¢islo z mnoziny M. Druhy hrac¢ zvoli
opé&t islo z M (mitiZe i stejné jako soupef) a pFi¢te k prvnimu — vytvoii
mezisoucet. Hrac¢i se na tazich pravidelné stiidaji, kazdy vybira ¢&islo
z mnoziny M a o toto &islo navySuje mezisoucet. Tahu se nelze vzdat.
Hra¢ (posledni), po jehoz tahu dosdhne mezisoucet hranice h (nebo ji
prekrodi), prohrava.

6.1. Priklad hry

Necht je naptiklad hranice h = 60 a M = {1,2,3,...,7}. Najit vy-
hernfi strategii nenf prilis slozité. Hra¢ s vychozim ¢islem 59 je zcela jisté
v prohrané pozici (PP). Hra¢ s ¢isly 52 az 58 ale vyhraje (oznaéme tato
¢isla VP — vyhrané pozice), bez problémii posune soupere do pozice pro-
hrané. Cislo 51 je §patné (PP), ¢isla 44 a 50 jsou naopak piizniva (VP).
Snadno lze dojit k zavéru, ze prohrané pozice jsou 59, 51, 43, 35, 27, 19,
11 a 3. Hrag, ktery za¢ina, musi tedy (chce-li mit jistotu vyhry) zacit
¢islem 3 a drZet soupefe na prohranych pozicich. Soupef je zcela bez
Sance.

Pro bystfejsiho zaka primy neni problém takto tuto hru analyzovat
a dojit k uvedenému zavéru. Jak ale feSeni zobecnit zptusobem, ktery
pomize rychle urcit pro dana &isla h a n vitéznou strategii a hlavné
¢islo, kterym je t¥eba zacit (ma-li vitéznou strategii za¢inajici)?

Necht je hranice h a M = {1,2,3,...,n}. Je zfejmé, Ze hrac s &islem
n — 1 je v prohrané pozici (PP). Prohrané pozice vytvori klesajici arit-
metickou posloupnost s diferenci n + 1 a my musime najit jeji konec.
(Poznamenejme, Ze pochopit zmifiované pojmy — aritmetickd posloup-
nost a jeji diference — necinilo primanim zadny problém.)

Vypoéitame zbytek pii déleni (h — 1) : (n — 1), vysledek oznacime z.
Vidime, Ze pro 0 < z < n vyhraje za¢inajici hra¢, pokud zacne ¢islem 2z a
poté bude drzet soupefe na prohranych pozicich. K tomu stac¢i v kazdém
kole dopliiovat ¢isla soupefe na soucet n + 1. Pro z = 0 je (obdobn4)
vitézna strategie na strané hrace, ktery hraje jako druhy.

Hra nabizi mnozZstvi nejriznéjsich variant ke zkoumani a hledani vy-
hravacich strategii. Jen nékteré jsou ale svoji obtiznosti pfimérené véku
zéka primy, zminime alespon jednu z téch jednodussich:
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e Necht je hranice h spoleéné pro oba hrace.
e Hraci maji k dispozici mnoziny
A =1{1,3,5},
B =1{2,4,6},
C ={3,5,7} apod.
Je zfejmé, Ze prohrané pozice jsou pro oba hrace riizné. Jednoduchou

analyzou pozic zjistime, Ze napiiklad pro h = 25 a hrace A a B jsou
prohréavajici pozice (v tabulce tuéng) rozlozeny nésledovné:

h = 25 A= {1, 3, 5} B= {2, 4, 6}

Aflofl1]2(|3|a]|s|6|7|8|9]|10/11]12{13|14|15|16(17|18(19(20(21]22]|23| 24

o|1)2]|3|4|5|6| 7 |8|9]10/11(12|13]|14|15]|16|17|18(19|20|21|22(23]|24

Obdobné tabulka pro hrace B a C vypada takto:

h =25 B= {2, 4, 6) c=1{3 5 7}
BOl234567891011121314151617181920212223245

Clof1]2]|3|a|5]|6|7]|8]| 9|10[/11|12|13|124|15(16]|17|18]|19(20]|21|22]23| 24

Tato verze hry, jak se ale ukazuje, ptilis zvyhodiiuje jednoho z hrac¢u
(mensi po¢et PP) a pfimo vybizi k tvorb& vyrovnangjsi varianty. MiZzeme
se tak pustit do dalstho vyzkumu a pokusit se o sestaveni prislusnych
pravidel. Priklad takové hry muze vypadat takto:

e Definujeme dvé rizné tiiprvkové mnoziny A, B k vybéru (mnoziny
obsahuji jednociferna pfirozena ¢isla, jedno mohou mit spole¢né).
e Prvni z hra¢i vybere svoji a soupefovu mnozinu.

e Druhy z hra¢a stanovi hranici h.

e Los rozhodne, kdo bude zahajovat hru.

Nasledné muzeme hledat odpovédi na nasledujici otazky (a pripadné si
klast i dalsi):
e Jaké moznosti nabizi volba mnozin A a B?

e M4 druhy hra¢ Sanci zvitézit a jak pfipadné stanovit hranici h?
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7. Zavérem

Vyse uvedené hry jsou pouze stiipkem z rozsahlé mozaiky her, které
lze vyuzit pfi hodindch nebo matematickych krouzcich.

7 nasich zkuSenosti vyplyva, ze matematické hry v primé:

e mohou pomoci vytvofit pozitivni vztah zaka k matematice;

e umoznuji nenésilné odhalovat nadani a vlohy;

e motivuji zdky k aktivité a ke snaze prosadit se mezi spoluzaky;

e umoznuji zpfistupnit zakim slozitéjsi matematiku;

e mohou byt prospésné i uciteli jako prevence pied vyhofenim.

Zkratka a dobie, nejen hrami, ale i matematikou se mizeme bavit.
A kdo hraje a zkouma matematické hry, nejenze nezlobi, ale nezfidka se
i néco naudi.
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Zelvi geometrie a programovaci jazyk Python

Michal Musilek, UHK, Hradec Kralové

ABSTRAKT. Cldnek je vénovdn Zelvi geometrii, strucné historii jejiho vzniku,
implementact na ¢tyrech riznych drovnich abstrakce a obecnosti ve webové apli-
kaci XLogoOnline, konstrukci jednoduchych geometrickych obrazci (pravidelné
n-thelniky, pyramida z obdélniki) a programovacim jazykim LOGO a Python.
V soucasnosti se jevi jako nejvice intuitivni a soucasné velmi vijkonnd varianta
programovdni Zelvy vyuZitim modulu Turtle v rdmct jazyka Python. MoZnosti
tohoto spojeni jsou demonstrovany na konstrukci posloupnosti geometrickyjch
dtvarid vedoucich k fraktdlim s ndzvy von Kochova vlocka, Sierpiriského kobe-
rec, ¢ Hilbertova kiivka.
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1. Popis Zelvi geometrie a jazyk Python

Zelvi geometrii navrhl jako interaktivni vyvojové prostiedi pro rozvoj
tvircéiho mysleni zakt a studentii a jejich schopnosti Fesit rozmanité ma-
tematické problémy profesor Massachusettského technologického insti-
tutu Seymour Papert (1928-2016), vyznamny propagator a spolutvirce
pedagogického sméru nazvaného konstruktivismus zalozeného Jeanem
Piagetem (1896-1980). K pocitadi pfipojil jiz v roce 1967 malého ro-
bota, kterého nazval Turtle, tj. Zelva, a ktery svym pohybem po kreslici
ploge (velky arch balictho papiru) a spousténim ¢ zvedanim kresliciho
pera umisténého uprostied téla Zelvy umozioval kresleni geometrickych
atvart zcela novym pristupem (obr. 1).

Obr. 1: Seymour Papert se svym Zelvim robotem (zdroj: Wikipedia)

Zajimavé je, ze Seymour Papert sim neprogramoval interpret jazyka
LOGO, jehoz soucasti byla prvni verze Zelvi geometrie. Tym vyvojaia
jazyka prvni implementace LOGO tvofili Daniel Bobrow (1935-2017),
Wallace Feurzeig (1927-2013) a Cynthia Solomon (*1938). Jazyk LOGO
vychazi ve své syntaxi z jazyka LISP (z angl. List Processor), ktery
byl pouzivan jiz v 60. letech minulého stoleti jako favorizovany jazyk
k programovani umélé inteligence a je zajimavy tim, ze jak programovy
kod, tak data jsou strukturovany jako usporddané seznamy.

Nad ramec syntaxe vychazejici z jazyka LISP jsou do jazyka LOGO
pridany pravé piikazy zelvi geometrie a pfi zpétném pohledu je to nej-
vétsi originalni pfinos projektu jazyka LOGO. Pozdéji byla zelvi geo-
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metrie implementovana do fady jinych jazyki, z nichz velké rozSiteni
do vyuky tematického okruhu Programovdni a algoritmizace vyucova-
ciho predmétu Informatika v aktualni verzi ramcovych vzdélavacich pro-
graml maji jazyky Scratch a Python.

Velmi zajimavy pohled na moznosti Zelvi geometrie poskytuji ¢tyfi
rizna online prostfedi na webu [§]. Prvni dvé trovné (nazvané Mini
a Midi) predstavuji blokové programovani, program se zde sestavuje
z bloku, které do sebe zapadaji podobné jako kostky stavebnice. Tteti
urovenn Maxi vychazi z pouziti syntaxe jazyka LOGO a nejvyssi, ¢tvrta
arovenn Mega vychézi ze syntaxe jazyka Python (obr. 2).

Welcome to XLogoOnline

programming in a grid blocks with parameters programming in Logo programming in Python

BlueBot control distances and angles use your own commands with or without the turtle

Obr. 2: Interaktivni prostiedi zelvi geometrie XLogoOnline [§]

1.1. Uroveri Mini

¥ ¥ ¥ € ®W.
I | B @ ;'/ll » P

J )

y . s L “ \'
.\©> j » 1) @fﬁ?ﬁo ’

Obr. 3: Zelvi geometrie XLogoOnline, tiroveii Mini

4

-

Prvni aroven programovani, nazvana Mini, je pouzitelnd uz v ramci
predskolniho vzdélavani, protoze spociva pouze v sestavovani programo-
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vych bloki do fady, kterou ¢te interpret jazyka zleva doprava. Jediny
symbol, ktery neni Cisté obrézkovy, je &islice 4, kterd znamené pocet
opakovani pifkazi (programovych blokt) vloZenych dovniti bloku Fidi-
ciho opakovéani. Jiné hodnoty, napt. délka pohybu zZelvy vpted, ¢ thel
otoCeni Zelvy jsou pevné dany. Podivejme se na obr. 3 a pokusme se
odhadnout, jaky obrazec nakresli Zelva po spusténi programu.

Na horni fadce vidime zleva doprava bloky pro posun Zelvy vpied,
posun Zelvy vzad, otoceni Zelvy (na misté) o 90° vlevo, oteceni Zelvy (na
misté) o 90° vpravo, zapnuti, nebo vypnuti kreslictho pera (tento blok
nemusime v programu vyuZit, protoZze implicitné je kresleni zapnuto) a
fidici blok pro opakovani blokt vlozenych dovnit¥ fidiciho bloku. Pro-
gram v dolni fadce se spusti kliknutim na zelené tlacitko s bilou Sipkou.
Za nim je ¥idici blok, ktery ¢tyfikrat zopakuje dva po sobé jdouci pii-
kazy: pohyb Zelvy vpied a otoceni Zelvy (na mists) o 90° vlevo. Zelva
tedy nakresli ¢tyfi na sebe navazujici tsecky stejné pevné dané délky,
kdy sousedni tsecky sviraji pravy thel. Jaky geometricky obrazec na-
kresli zelva?

1.2. Uroveri Midi

v T ® ® 7

100 100
© » ®
75 60° 6

Obr. 4: Zelvi geometrie XLogoOnline, troven Midi

Druh4 taroven programovani, nazvand Midi, je idedlni pro zaky 1. stup-
né ZS. Programovani opét spo¢ivad pouze v sestavovani programovych
bloki do fady, kterou ¢te interpret jazyka zleva doprava, ale na rozdil od
predchozi tirovné umoznuje ménit parametry jednotlivych programovych
bloktu. Napt. délka pohybu Zelvy vpied ¢i vzad neni pevné 100 kroki, ale
je mozné tuto vychozi hodnotu libovolné zménit. Podobné thel otoc¢eni
zelvy vlevo ¢ vpravo jiz neni pevné nastaven na 90°, ale tuto vychozi
hodnotu lze libovolné ménit. Ménit je samozifejmé mozné také pocet

133



opakovani, vychozi hodnota je 4. Podivejme se na obr. 4 a pokusme se
odhadnout, jaky obrazec nakresli Zelva po spusténi programu tentokrat.

Na horni fadce obr. 4 vidime opét bloky pro posun Zelvy vpied, ¢i
vzad, oto¢eni Zelvy (na misté) o 90° vlevo, ¢i vpravo, zapnuti, nebo vy-
pnuti kreslicitho pera a Fidici blok pro opakovani blokt vloZzenych dovnitf¥
fidiciho bloku. Oproti prostfedi Mini ma nyni vétsina blokt ¢iselné pa-
rametry, jejichz hodnoty miZeme ménit b&hem sestavovini programu
v dolni fadce. Program se opét spusti kliknutim na zelené tlacitko s bi-
lou sipkou. Za nim je ¥idici blok, ktery Sestkrat zopakuje dva po sobé
jdouci prikazy: pohyb Zelvy vpred o délce 75 kroki a otoceni Zelvy (na
misté) o 60° vlevo. Zelva tedy nakresl{ Sest na sebe navazujicich tsecek
délky 75 kroki. Na konci kazdé z tisecek se pootoc¢i o 60°, takze sousedni
usecky sviraji thel 180° —60° = 120°. Jaky geometricky obrazec nakresli
zelva?

1.3. Uroveri Maxi

TTet{ troven programovani se jmenuje Maxi a hodi se pro talentované
zédky 2. stupné zakladni Skoly, stFfedoskolaky nebo univerzitni studenty.
Programovani uz neni grafické, ale je potieba znat syntaxi programo-
vaciho jazyka LOGO, tedy zékladni prikazy zejména Zelvi geometrie,
vletné vyznamu jejich parametra, ale také zakladni ridici piikazy. Zku-
Senost s vyukou univerzitnich studentt ukazuje, ze netypicka a abstraktni
syntaxe piikazii programovaciho jazyka LOGO je ¢asto narocné i pro stu-
denty bakalafskych studijnich programii. Tak naptiklad parametry pro-
cedur a dalsi diive deklarované proménné se vzdy volaji identifikatory
zacinajicimi znakem dvojtecka. V ramci pfifazeni pomoci prikazu make
se vSak jméno proménné, do niz pfifazujeme hodnotu, chova jako fetézec
a zac¢ina znakem uvozovky. Na rozdil od vétsiny programovacich jazyki
jsou v8ak uvozovky pouze na zacatku Tetézce, ale nejsou na jeho konci.
Ptikaz make je jednim z mnoha pifkaz s velmi neobvyklou syntaxi.
Tato treti aroven tak miize byt necekané viibec nejobtiznéjsi pro pocho-
peni. Na druhou stranu syntakticky zcela odpovida historické podobé
programovaciho kédu z doby, kdy zelvi geometrie vznikla. Podivejme
se na obr. 5. Vidime, Ze Zelva v tomto pfipadé nakreslila osmithelnik.
Program se ve verzi Maxi spusti zapsanim jména procedury deklarované
nazvem uvedenym za kliCovym slovem to a hodnot parametri v fadku
hlavi¢ky funkce. Tedy osmithelnik mohla Zelva nakreslit po odeslani pii-
kazu polygon 8 75. Zamysleme se, co pfesné vykoné procedura polygon
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n :a a také co umi vypocitat a zobrazit procedura clinking :n (v tomto
pifpadé nejde o geometrii).

»* »

1 |to polygon :n :a Enter command(s) here
2 repeat :n [forward :a left 360/:n]
3 |end
4
5 |to clinking :n
6 print @
7 make "k 1
8 repeat :n-1 [make "k :k+1 make "c :k*(:k-1)/2
print :c]
9 |end

Obr. 5: Zelvi geometrie XLogoOnline, troven Maxi — jazyk LOGO (vyfez
snimku obrazovky aplikace) [8]

Okno aplikace Maxi je rozdéleno na levou ¢ast pro zapis kodu v jazyce
LOGO a na pravou ¢ast, kde se zadavaji a provadéji piikazy. Miuze jit
o prikazy, které jsou soucasti jazyka, napt. ptikaz forward 100 fekne
zelvé, aby sla 100 krokii doptedu, piikaz back 50 ji posle 50 krokii dozadu,
prikaz left 90 znamené otoeni (na misté) o 90° doleva (tj. proti sméru
hodinovych rucicek), right 60 otoceni o 60° doprava. Castéji se vsak do
okénka vkladaji volani procedur naprogramovanych v levé ¢asti. Prikaz
polygon 8 75 zpusobi, ze Zelva nakresli pravidelny osmithelnik o délce
strany 75 kroku. Piikaz clinking 8 vypocita, kolik cinknuti se ozve na
oslavé, kde si pii pripitku pritukne skleni¢kami kazdy s kazdym 1, 2, 3,
4, 5, 6, 7, 8 lidi. Vystupem programu je tedy seznam hodnot 0, 1, 3, 6,
10, 15, 21, 28.

1.4. Uroveri Mega

Ctvrta droveii programovani se jmenuje Mega a stejné jako pfedchozi
se hodi jednak pro talentované zaky 2. stupné zékladni skoly, jednak pro
stfedoskolaky a univerzitni studenty. Pro stfedoskolaky je v sou¢asném
novém pojeti vyuky tematického okruhu Programovani a algoritmizace
v ramci nového pojeti vzdélavaci oblasti Informatika doporu¢enym pro-
gramovacim jazykem Python. Je nutné znat syntaxi programovaciho ja-
zyka Python, ktery vSak je, na rozdil od jazyka LOGO, velmi intuitivni
a prehledny. Ovladnout zakladni fidici piikazy a nékolik piikazi pro po-
hyb Zelvy je velmi snadné. V akademickém roce 20232024 ¢ast studenti
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studijniho programu Informatika se zaméfenim na vzdélavani na Pfiro-
dovédecké fakulté Univerzity Hradec Kralové pilotné fesila tlohy zadané
ve skriptech Didaktika programovani (viz [3]) v jazyce Python misto
v jazyce LOGO, a to na zékladé dobrovolnosti (zadani bylo stejné, ale
¢ast studentt fesila tlohy uréené ptivodné pro prostfedi xLOGO v pro-
stfedi modulu turtle jazyka Python). ZkuSenosti ukazaly, Ze pro pristi
akademicky rok bude vhodné piejit na jazyk Python, protoze studenti
zapojeni do pilotniho ovéfovani na bézi dobrovolnosti hodnoti toto pro-
stfedi jako intuitivnéjsi. Mohou se 1épe zapojit do feSeni problému misto
toho, aby peclivé hlidali neobvyklou syntaxi jazyka LOGO.

=T:1-1¢:] G [ e

from gturtle import *

makeTurtle() Q @ 9

- for i in range(36):
for j in range(4):
forward(10e)
right(90)
left(10)

WOV pWN =
.

OSSR

Obr. 6: Zelvi geometrie XLogoOnline, troveh Mega — jazyk Python (vytez
snimku obrazovky aplikace) [8]

Na obr. 6 vidime ukazku geometrického ttvaru slozeného z vici sobé
pootocenych ¢tverci, které maji jeden vrchol totozny. Kolem tohoto vr-

cholu se ¢tverce natac¢i pokazdé o 10° a vSech 36 étvercti dohromady
vytvoii kresbu podobnou kvétu slune¢nice.

2. UkazKky vyuziti jazyka Python

Ukazme si nyni nékteré zajimavé konstrukce s vyuzitim jazyka Py-
thon. Kéd programu lze zapsat do modulu Mega na strance, se kterou
jsme dosud pracovali, nebo pouzit v ramci vhodného vyvojového pro-
stfedi pro jazyk Python, se kterym pracujete na vasi gkole.
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2.1. Pyramida z obdélnikui

Obr. 7: Pyramida z obdélnikua

V tomto projektu vyuZzijeme dvé procedury. Prvni procedura rectan-
gle(a,b) narysuje obdélnik o stranach délek a a b. Druh4 procedura vyu-
zivé prvni proceduru a z obdélnikt sestavi pyramidu, kterd ma n stupni
s vyskou s (obr. 7). NejvySsi stupen je Ctverec o strand délky s, kazdy
nizsi méa sitku o 2s vétsi. Tato procedura ma nazev pyramid(n,s). Kreslit
se zac¢ina od pravého dolniho rohu pyramidy. Pokud budeme pracovat
v IDLE Pythonu, bude kéd vypadat takto:

from turtle import *

def rectangle(a,b):
for i in range(2):
forward(b)
left (90)
forward(a)
left(90)

def pyramid(n,s):
for k in range(n):

z = (2x(n-k)-1)*s
rectangle(z,s)
forward(s)
left (90)
forward(s)
right (90)

left(90)
pyramid(7,20)
ht ()
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2.2. Von Kochova k¥ivka a von Kochova viocka

Utvary popsal v roce 1904 védsky matematik Niels Fabian Helge von
Koch (1870-1924). Jeho zamérem bylo sestrojit kiivku, ktera je spojita,
ale pfitom nema v zadném svém bodé te¢nu. Von Kochova kiivka je frak-
talni atvar, ktery je limitou posloupnosti kiivek, je urena rekurentné.
Prvni ¢len je tsecka dané velikosti. Kazdy dalsi ¢len ziskdme z predcho-
ziho tak, Ze vSechny tsecky, z kterych se skladé, rozdélime na ttetiny, obé
krajni ¢asti ponechame, zatimco prostfedni nahradime dvéma tseckami
stejné velikosti, jako je nahrazované tsecka (jako kdybychom sestrojili
nad prostfedni tfetinou rovnostranny trojahelnik a jednu z jeho stran
nahradili ob&éma zbyvajicimi stranami).

Spojime-li tii von Kochovy kfivky, vznikne von Kochova vlocka. Za-
timco délka hrani¢ni k¥ivky von Kochovy vlo¢ky roste nade viechny meze
(stadi si uvédomit, ze posloupnost délek jednotlivych kiivek je geomet-
rickd posloupnost s kvocientem g = 4/3), obsah plochy obrazce ohrani-
¢eného touto kiivkou je evidentné kone¢ny (obr. 8).

@ Python Turtle Graphics - O X

VIR

Obr. 8: Posloupnost Kochovych vlo¢ek (prvnich pét ¢lenit) — vystup programu
v jazyce Python

Programovaci jazyk Python tim, Ze umoznuje programovat algoritmy
pro rysovani zelvi geometrii, je ideadlnim nastrojem pro kresleni kfivek ¢i
ploch, které predstavuji prvky geometrickych posloupnosti, jejichz limi-
tou jsou objekty nazyvané fraktaly. Francouzsky matematik Benoit Man-
delbrot (1924-2010) o nich piSe v ivodu své knihy []: ,....fraktaly jsou
tvary, u nichz — nezavisle na smyslu, ktery témto slovim dame — detail
reprodukuje ¢ast a ¢ast reprodukuje celek...“ A jen o nékolik odstavci
dale cituje slova Eugéna Delacroixe: ,,...vétve stromu jsou samy malymi
aplnymi stromy, tlomky skal se podobaji skalnim masivim, ¢astecky
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pudy obrovskym shlukim ptlidy. Jsem pfesvédcen, Ze najdeme mnozstvi
takovych analogii. Pta¢i péro je slozeno z milioni per.“

2.3. Sierpinského koberec a Sierpiriského trojithelnik

Sierpinského koberec je fraktalni atvar, ktery nevychézi z kiivek, ale
z ploSného obrazce, v tomto piipadé ¢tverce. Vznikne rekurzivnim od-
strafiiovanim mensich ¢tverct z dané ¢tvercové plochy. Jeho konstrukei
popsal polsky matematik Wactaw Franciszek Sierpiriski (1882-1969) v ro-
ce 1916. Dany ¢&tverec rozdélime na 3 x 3 menSich &tverci. Prostifedni
,Vvystfihneme*, tedy odstranime, a se zbylymi 8 ¢tverci nalozime stejné
jako s puvodnim velkym &tvercem (obr. 9).

Obr. 9: Posloupnost atvart vedouci k Sierpiriského koberci (prvni ¢tyii ¢leny)

O rok drive, v roce 1915 popsal Wactaw Franciszek Sierpinski jiny
utvar nesouci jeho jméno, a to Sierpiriského trojihelnik, ktery vznikne
odstranovanim mensich trojihelniki z dané trojihelnikové plochy. V da-
ném rovnostranném trojihelniku narysujeme stifedni pricky, ¢imz jej
rozdélime na ¢tyfi shodné rovnostranné trojihelniky s polovi¢ni délkou
strany. Prostfedni ,vystfihneme*, tedy odstranime, a se zbylymi tfemi
trojuhelniky nalozime stejné jako s pivodnim velkym trojihelnikem.

Kod programu pro vykresleni Sierpinského koberce:

from turtle import *
def serp_carpet(a,n):
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if n>0:
for j in range(4):
for k in range(2):
serp_carpet(a/3,n-1)
forward(a/3)
forward(a/3)
right (90)
if n==0:
for j in range(4):
for k in range(2):
fillcolor(’black’)
begin_£ill()
for 1 in range(4):
forward(a/3)
right (90)
end_£i11()
forward(a/3)
forward(a/3)
Tight (90)

penup(); setx(-200); sety(-200)
setheading(90) ;color(’black’);
speed(0); pendown()

serp_carpet (405, 3)

2.4. Hilbertova k¥ivka

Kiivku, které se snazi co nejlépe vyplnit danou ¢tvercovou plochu,
sestrojil roku 1891 némecky matematik David Hilbert (1862-1943). Re-
sloupnosti se sklada ze dvou typi L a P Hilbertovych kiivek (vypliwjicich
prostor vlevo, nebo vpravo od spojnice vychozi a cilové pozice Zelvy), ze
spojovacich tuseéek a otoceni o 90° (obr. 10 a 11).

Cely program je tentokrat definovan pomoci dvou vzajemné provaza-
nych procedur hilbert left(a,n) a hilbert_right(a,n).

Koéd pro vykresleni Hilbertovy kiivky:

from turtle import *
def hilbert_left(a,n):
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Obr. 10: Posloupnosti prvnich éty¥ Hilbertovych kiivek typu P (nahote)
(dole)

Obr. 11: Sedmy ¢len posloupnosti Hilbertovych kiivek

if n>0:
left (90)
hilbert_right(a,n-1)
forward(a)
right (90)
hilbert_left(a,n-1)
forward(a)
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hilbert_left(a,n-1)
right (90)

forward(a)
hilbert_right(a,n-1)
left(90)

def hilbert_right(a,n):
if n>0:

right (90)
hilbert_left(a,n-1)
forward(a)
left(90)
hilbert_right(a,n-1)
forward(a)
hilbert_right(a,n-1)
left(90)
forward(a)
hilbert_left(a,n-1)
rt(90)

penup(); setx(-350); sety(-350)
speed(0) ; pendown()
hilbert_left(5,7)

3. Zavérem

Zelvi geometrii, kterd je tu s ndmi uz vice nez pil stoleti, vdechlo
novy zivot propojeni s modernim programovacim jazykem Python. Pro-
toZe Python je doporu¢enym jazykem pro vyuku Algoritmizace a pro-
gramovani v ramci nového pojeti vzdélavaci oblasti (a vyu¢ovaciho pred-
métu) Informatika na gymnaziich a st¥ednich odbornych skolach — viz
u¢ebnice Python pro stfedni skoly [2] — méame prileZitost zafadit do vy-
uky matematiky nebo informatiky netradi¢ni geometrickd témata. Velky
motivacni potencial maji fraktalni utvary, jejichz konstrukce je popséna
v ¢lanku. Diky Pythonu je mozné realizovat konstrukce, jejichZ ruéni ry-
sovani by ve Skole nebylo prakticky realizovatelné kvili neamérné casové
naro¢nosti. Zelvi geometrie realizované pocitac¢ovym programem posky-
tuje nové moznosti vytvareni komplexnich obrazct a tim rozviji geome-
trickou tvorivost studujicich.
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GeoGebra a tloha linearniho programovani

Pavel Prazak, UHK, Hradec Kralové

ABSTRAKT. Program GeoGebra je na riznijch typech kol vyuivdn predevsim

pro TeSeni geometrickych uloh. Lze ho tak velmi vijhodné vyuZit i pFi grafickém

Fesent ulohy linedrniho programovani se dvéma promeénnymi. Timto zpiisobem

je mozné obohatit vyklad problematiky TeSeni rovnic a nerovnic s vice neznd-

mymi a jejich soustavy a také ukdzat praktické pouZiti téchto matematickych

konceptii.

1. Uvod

Terminem optimalizacni iloha se v matematice rozumi problém, pfi
kterém je tfeba nalézt maximélni nebo miniméalni hodnotu dané reilné

143


https://www.matematicamente.it/staticfiles/manuali-cc/algebra1_dolce_1ed.pdf
https://www.matematicamente.it/staticfiles/manuali-cc/algebra1_dolce_1ed.pdf
https://imysleni.cz/ucebnice/zaklady-programovani-v-jazyce-python-pro-stredni-skoly
https://imysleni.cz/ucebnice/zaklady-programovani-v-jazyce-python-pro-stredni-skoly
https://imysleni.cz/images/vyukove_materialy/UHK_Didaktika_programovani.pdf
https://imysleni.cz/images/vyukove_materialy/UHK_Didaktika_programovani.pdf
https://knihy.nic.cz/cs/detail/3/
https://knihy.nic.cz/cs/detail/3/
https://docs.python.org/3/library/turtle.html
https://docs.python.org/3/library/turtle.html
https://xlogo.inf.ethz.ch/release/latest/#/

funkce na dané mnoziné. Studenti stfednich 8kol se s takovymi ilohami
setkavaji pfi studiu kvadratické funkce nebo pii studiu diferenciélniho
poc¢tu. Lze na né v8ak narazit i v pfipadé vyuky linearnich rovnic a
nerovnic dvou neznamych, pomoci kterych 1ze formulovat tlohy linear-
niho programovéani. Takové tlohy jsou typické pro feSeni manazerskych
problémt a souvisi s optimalnim rozhodovanim v primyslu, zemédélstvi,
dopravé nebo jinych ekonomickych odvétvich. Souhrnné se takovymi pro-
blémy zabyva obor nazyvany operacni vyzkum. Je-1i mozné tlohy tohoto
typu do vyuky matematiky na stfedni Skole zaradit, lze olekavat, Ze
oslovi a zaujme i studenty, ktefi jsou vice humanitné zaméreni. Vzhle-
dem k omezené ¢asové dotaci pro vyuku matematiky na riznych typech
stfednich §kol lze grafické feSeni tlohy linearniho programovani vysvét-
lit a ukdzat pomérné rychle pomoci programu GeoGebra, napt. [5], jak
bude kratce predstaveno v tomto prispévku.

2. Metody

Pripomenme poznatky z [1]. Geometrickym obrazem linearni rovnice
axr + by = ¢, kde a,b,c € R, se dvéma neznamymi z,y € R a alespon
jednim nenulovym parametrem a nebo b je pfimka. Jsou-li dany dvé
line4rni rovnice, jedna se o soustavu dvou linedrnich rovnic se dvéma ne-
znamymi a geometricky obraz feSeni této soustavy je prunikem piimek,
které tvoii obrazy obou linedrnich rovnic tvoficich soustavu. Geometric-
kym obrazem line4rni nerovnice ax+by < ¢ s alespon jednim nenulovym
parametrem a nebo b je jedna z polorovin s hrani¢ni pfimkou ax+by = c.
Jsou-li dany dvé linearni nerovnice, jedné se o soustavu dvou linearnich
nerovnic se dvéma nezndmymi a geometricky obraz feSeni této soustavy
je prinikem polorovin, které tvofi obrazy obou linearnich nerovnic tvo-
Ficich soustavu. V programu GeoGebra (Grafy) lze takové relace snadno
zakreslit — ¢ast poloroviny na obr. 1.

Budeme-li uvazovat pouze levou stranu linearni rovnice ax + by = ¢,
kde a,b,c € R, ziskdme linearni funkci dvou realnych proménnych z a y
ve tvaru f: z = ax + by. Linearni rovnici lze pak zapsat ve tvaru z = c.
Pro dané hodnoty parametru a, b, z nichz je alespon jeden nenulovy, lze
pro rizné hodnoty parametru ¢ € R ziskat rovnobézné piimky. Takovym
primkam, pro které mé linearni funkce dvou neznamych konstantni hod-
notu ¢, se fikd vrstevnice funkce. Takové vrstevnice Ize pak v programu
GeoGebra zakreslit — ¢ast primky na obr. 1.
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Obr. 1: Zadani a obrazy linearni algebraické rovnice se dvéma neznadmymi
(piimka) a linearni algebraické nerovnice se dvéma neznamymi (polorovina)
v programu GeoGebra

3. Uloha linearniho programovani

Pro motivaci a vysvétleni tlohy linearniho programovani lze pouzit
napiiklad nasledujici tlohu se dvéma proménnymi, viz [2].
Uloha. V malé truhlaFské dilné se vyrabi skriiiky a stolky. Z vyroby
jedné skiinky lze dosahnout zisku 3 tisice K¢. Z vyroby jednoho stolku
lze dosdhnout zisku 2 tisice K¢&. Vyrobu stolki a skfinék v truhlarské
firmé zajistuji truhld’ a pomocnik. Truhla¥ pracuje 6 hodin denné, na
vyrobu jedné skiinky potifebuje 2 hodiny a na vyrobu jednoho stolku
1 hodinu. Pomocnik pracuje 8 hodin denné, na vyrobu jedné skiinky
potiebuje 2 hodiny a na vyrobu jednoho stolku také 2 hodiny. V dilné
hledaji rozvrzeni vyroby stolku a skiinék tak, aby byl dosazen maximalni
mozny denni zisk za vyrobnich omezeni truhlare a pomocnika.
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Je-li x > 0 pocet vyrobenych skiinék za den a y > 0 pocet vyrobenych
stolkt za den, pak lze za jeden den (za pfedpokladu, Ze vSe vyrobené
se prod4) dosédhnout zisku (v tisicich K¢&) daného hodnotou nasledujici
linearni funkce (nazyvané ucelova funkce)

f(z,y) = 3z +2y.

Protoze truhlaf pracuje 6 hodin denné, na vyrobu jedné skiinky potie-
buje 2 hodiny a na vyrobu jednoho stolku 1 hodinu, plati omezeni

2x 4+ 1y < 6.

Pomocnik pracuje 8 hodin denné&, na vyrobu jedné skiinky potiebuje
2 hodiny a na vyrobu jednoho stolku také 2 hodiny, tj. plati omezeni

2z + 2y < 8.

Pfipustnd mnozina M pro vyrobu stolkt a skifin€k je déna soustavou
uvedenych linearnich algebraickych nerovnic. Hled4 se maximum uce-
lové funkce. Kratce lze formulovanou tlohu, ktera je piikladem tulohy
linedrniho programovéni, zapsat ve tvaru max(3z + 2y) za podminek

2z +y <6,
z+y <4,
x>0, y>0.

4. ReSeni v GeoGebra

Predstavenou tlohu lze Fesit grafickou metodou, jejiz podrobny popis
lze nalézt napt. v [3]. Stru¢né lze takovy postup pro grafické fesent tiloh
linedrniho programovan{ shrnout v téchto bodech:

a) zakreslime pfimku reprezentujici né&jakou vrstevnici, na které ma
ucelova funkce konstantni hodnotu — nap¥. hodnotu 0 (nulova vrs-
tevnice/izokvanta),

b) graficky znazornime p¥ipustnou oblast,

¢) nalezneme rovnobé&Znou vrstevnici s nejvyssi moznou hodnotou,
ktera jesté protina pripustnou oblast,

d) kazdy prusecik této vrstevnice s pfipustnou oblasti je optimalnim
feSenim.
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V programu GeoGebra lze nejdiive pripravit vrstevnice pro tcéelovou
funkci. Pomoci posuvniku lze nastavit hodnotu vrstevnice. Naslednou
zménou této hodnoty Ize kreslit rizné vrstevnice dané tucelové funkce.
V dalsi fazi je tfeba zakreslit vSechna omezeni ve tvaru linearnich alge-
braickych nerovnic. Pomoci operace konjunkce 1ze pak sestrojit pfipust-
nou oblast tlohy. Pohybem posuvniku lze nakonec nalézt optiméalni hod-
notu zadané tlohy i optimélni feSeni. Jednotlivé kroky zadéni je mozné
sledovat na obr. 2.

¥ GeoGebra Klasik

k]~ X > 0O & N2 %

K=209 : @1_ Nazev Popis Hodnota
O 1 CGisloK K=00
-5 ® 15 ®
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©  Fi3x+2y=199 5. 3 NerovnostR1 R1:2x+y<86
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O cixz0 8 NerovnostM a(x, y) Ab(x, y)ac(x) Ad(y) M 2x+ys6ax+y=4
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Obr. 2: Zadani ulohy linearniho programovani v programu GeoGebra

Grafické znazornéni tlohy je na obr. 3, z néhoz vyplyva, Ze optimalni
FeSeni se nachazi ve vrcholu piipustné oblasti se soufadnicemi [2, 2], tj.
optimalni je vyroba dvou kusi sk¥inék (idaj na ose x) a dvou kust stolkt
(adaj na ose y). Z hodnoty vrstevnice prochézejici uvedenym bodem lze
nalézt optimalni hodnotu 10, kterd predstavuje zisk firmy v tisicich K¢
za, jeden den.

5. Zavér

Shodou okolnosti je optiméalni feSeni zadané ulohy celo¢iselné, coz
umoziiuje jeho dobrou interpretaci. V jinych podobnych tlohéch tomu
tak byt nemusi a je vhodné se studenty diskutovat, jaké dalsi moznosti
pro FeSeni tloh linearniho programovani se nabizi. Mozné otazky jsou
napf. tyto: Je feSeni jednozna¢né? Existuje vzdy FeSeni? Jak nalézt celo-
¢iselné feseni? Jak Tesit ilohy o minimu? Lze timto zptisobem fesit tlohu
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s vice proménnymi? Pokra¢ovat 1ze pak podrobné&jsi diskusi zaméfenou
na simplexovou metodu (pro zvlasté motivované a nadané studenty) nebo
pod&itadovym FeSenim obecn&jsich tloh, viz napf. [4].

€7 GeoGebra Klasik
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Obr. 3: Vrstevnice tucelové funkce, pfipustna oblast dlohy linedrniho progra-
movani a jeji optimalni feSeni
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Cevovy véty
Martina Skorpilova, MFF UK, Praha

ABSTRAKT. V textu pfedstavime Zivot a dilo italského matematika Giovan-
niho Benedetta Cévy. Poté vyslovime tzv. Cévovu vétu, diky niz se proslavil, a
poukdZeme na jeji rizné formulace u nds a v zahraniéi. Po uvedeni tzv. Cévovy
véty o kruznici prezentujeme vyuZiti zminéngch vét pii dikazu jinych teoréma.

1. Giovanni Benedetto Ceva

Giovanni Benedetto Céva se narodil 1. zafi 1647 v Milané do rodiny
Carla Francesca Cévy (1610-1690) [I0]. Otec b&hem svého Zivota praco-
val na vice pozicich. Zaméstnan byl napiiklad jako prodejce nemovitosti
a pozemkt ¢i jako vybéréi dani pro milanského vévodu, coz rodinu fa-
dilo mezi bohatou spolec¢enskou vrstvu. V manzelstvi s Paolou Columbo,
které zapocalo roku 1639, se v rozpéti pouhych dvanacti let narodilo cel-
kem osm déti (narozené v letech 1640, 1642, 1644, 1645, 1647, 1648,
1650, 1652). Matematik Giovanni Benedetto Céva byl patym ditétem
v poradi. Matematikou se profesné zabyval rovnéz jeho ani ne o Sestnact
mésictt mladsi bratr Tommaso (1648-1737), po némz je pojmenovéana
tzv. Cevova cykloida [14] a ktery je dnes znam také jako basnik a huma-
nista [11].

Ackoliv Giovanni Benedetto Céva béhem studia na Collegio di Brera
v Milané projevil své nadani pro matematiku, po absolvovani skoly se
pracovné vénoval obchodnim a administrativnim aktivitdm a zapojoval
se do komunalni politiky. Soucasné ale pokracoval jeho zajem o pfirodni
védy (pfedevsim o geometrii a hydrauliku), ktery zpoc¢atku sytil samo-
studiem. Roku 1670 se vSak vratil do Skolniho prostfedi. Zapocal totiz
sva studia na univerzité v Pise, kde se diky svym ucitelim a dalsi pod-
pofe z matematické komunity vénoval vlastni odborné préaci. Roku 1678
vydal své vysledky ve spisu De lineis rectis se invicem secantibus statica
constructio [1], ktery pojednava o geometrickych otazkach a ktery se stal
jeho stézejnim dilem (vice viz déle).

V té dobé zil v Mantové, ktera je mnohymi povazovana za nejroman-
ti¢téjsi mésto Italie. V tomto mésté, v jehoz okoli se narodil fimsky béas-
nik Publius Vergilius Maro (70 pf. Kr.—19 pf. Kr.) a které je zmihované
napiiklad v Shakespearové hie Romeo a Julie ¢i Verdiho opefe Rigoletto,
prevzal po svém otci funkci auditora a komisafe. Jednalo se o adminis-
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trativni pozici, v niz byl odpovédny za ekonomiku Mantovy. Pfi své préci
se i nadale vénoval matematickému vyzkumu a korespondoval s pfednimi
matematiky té doby. Roku 1682 dokondil praci Opuscula mathematica
de potentiis obliquis, de pendulis, de vasis et de fluminibus [2], ktera je
vénovana geometrii a hydrodynamice.

Patnécty den roku 1685 se oZenil s Cecilii Vecchi a v nasledujicim
desetileti se stal otcem sedmi déti (narozené v letech 1687, 1688, 1689,
1690, 1692, 1693, 1694), z nichZ vsak dvé zemiely do t¥i let véku.

Rok po shatku byl jmenovan profesorem matematiky na univerzité
v Mantové a tuto pozici zastaval az do konce svého Zivota. Odborné se
vénoval predevSim geometrii, souasné v8ak publikoval i texty z hyd-
rauliky ¢ ekonomie. Kromé jiz vySe uvedenych texti De lineis rectis se
invicem secantibus statica constructio a Opuscula mathematica de po-
tentiis obliquis, de pendulis, de vasis et de fluminibus je autorem néa-
sledujicich praci: Geometria motus, opusculum geometricum in gratiam
aquarum excogitatum [3] (1692, studium kiivek), Tria problemata geome-
tris proposita [4] (1710, geometrie), De re nummeraria quod fieri potuit,
geometrice tractata [5] (1711, aplikace matematiky v ekonomii) ¢i Opus
hydrostaticum [6] (1728, hydrostatika).

I béhem svého piisobeni v akademické sféfe se stale angazoval v poli-
tickém déni Mantovy. Na zakladé svych znalosti hydrauliky se naptiklad
postavil proti projektu, jehoz cilem bylo svést tok feky Reno do feky
Pad. Ve sporu s oponentem Eustachiem Manfredim uspél aZ po nékolika
letech, pri¢emz své nazory postupné obhajoval v nékolika svych spisech.
Skeny nékterych stran dvou takovych textt z let 1716, resp. 1717 jsou
dostupné na [I6], resp. [17].

Giovanni Benedetto Céva zemfel 13. kvétna 1734 v Mantové.

2. Cevova véta

Vénujme se nyni poznatku, ktery dnes nese jeho jméno — tzv. Cévové
vété. Je vSak nutné upozornit, ze teorém je ¢asto mylné pripisovan Cé-
vovi, ale vétu dokézal jiz v 11. stoleti Abti Amir Yasuf ibn Ahmad ibn
Hud (téz Yusuf al-Mu’taman ibn Hud; ?-asi 1085), kral Zaragozy, mate-
matik a mecenas piirodnich véd, filozofie a uméni. Giovanni Benedetto
Céva vétu publikoval pfiblizné o Sest stoleti pozdéji zcela nezavisle, a to
v jiz zminéné knize De lineis rectis se invicem secantibus statica con-
structio z roku 1678. Skeny jednotlivych stran prace jsou dostupné na
webové adrese [I8].
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Jeho dilo, v némz zvetejnil 1 Cévové vété velmi blizkou (dualni) vétu
Meneldovu, nebylo tehdy pfili§ cenéno. Pro tento fakt svédéi napiiklad
skutecnosti, ze v ném obsazené poznatky byly pozdé&ji znovu objevovany
a ze svétlo svéta spatfilo jeho jediné vydéani. Docenéno bylo az v 19. sto-
leti, kdy na né&j poukézal francouzsky matematik Michel Floréal Chasles
(1793-1880).

Protoze u nas je Cévova véta nejcastéji zformulovana pomoci déliciho
poméru tii bodi, definujme nejprve tento pojem.

Definice 1. Necht A, B, C (A # B, C # B) jsou tii kolinarni body.
Deélici pomeér bodu C vzhledem k bodim A, B (v tomto poradi) je redlné
¢islo A = (ABCQ), pro které plati

_|AC|

a pritom A je zaporné, pokud bod C je vnitinim bodem tusecky AB,
A je kladné, pokud bod C neni bodem tsecky AB, a A je nulové, pokud
C=A.

Naptiklad délici pomér (ABSap) stfedu Sap usetky AB vzhledem
k bodim A, B je \y = (ABSap) = —1. Je-li bod D stfedem tusecky CFE,
je délici pomér (CDE) bodu E vzhledem k bodim C, D roven
Ao = (CDE) = 2. Je-li bod F bodem usecky GH a lezi-li v jedné t¥eting
jeji délky blize bodu G, resp. H, je délici pomér (GHF') bodu F vzhle-
dem k bodiim G, H roven A3 = (GHF) = —3, resp. \y = (GHF) = —2.
Nyni mtuzeme pfistoupit k formulaci teorému:

Véta 1 (Cevova véta). Necht je ddn trojihelnik ABC a necht X, Y, Z
jsou body po Tadé na pFimkdich BC, CA, AB, které nesplyvaji s Zdd-
ngm z vrchold trojuhelniku (viz obr. , Potom primky AX, BY, CZ
prochdzeji jedingm bodem, nebo jsou rovnobéZné pravé tehdy, kdyz

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = —1.

Dikaz véty viz [13].

Poznamenejme, Ze a¢ jsme teorém zformulovali ve tvaru ekvivalence,
v nékterych zdrojich se Cévovou vétou rozumi nasledujici implikace:

Necht je ddn trojihelnik ABC a necht X, Y, Z jsou body po Tadé na
piimkdch BC, CA, AB, které nesplyjvaji s Zadnym z vrcholi trojuhelniku.
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Obr. 1: Cévova véta

Jestlize primky AX, BY , CZ prochdzeji jedingm bodem, nebo jestlize
jsou rovnobézné, potom

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = —1.

Nasledné se poté uvadi samostatné nasledujici véta (obracené impli-
kace):

Necht je ddn trojihelnik ABC a necht X, Y, Z jsou body po Tadé na
piimkdch BC, CA, AB, které nesplyvaji s Zadngm z vrcholi trojuhelniku.
Jestlize plati

(ABZ) - (BCX) - (CAY) = —1,

potom piimky AX, BY , CZ prochdzeji jedingm bodem, nebo jsou navzd-
jem rovnobéZné.

Upozornéme, zZe existuje jiny pfistup k definici déliciho poméra bodu,
ktery umoznuje Cévovu vétu zformulovat prostfedky afinni geometrie,
tj. bez pojmu vzdalenost dvou bodu — viz napf. prace [§].

Cévovu vétu mizeme vyuzit k dikazu fady poznatki o tzv. cevidnech,
tj. o tseckach, které spojuji vrchol trojuhelniku s libovolnym vnitinim
bodem protilehlé strany. Ovéreni si ukdZeme na dvou tvrzenich, piri¢emz
prvni z nich je notoricky znamé.

Véta 2. Téznice trojuhelniku se protinaji v jediném bodé.

Diikaz. Uvazujme trojuhelnik ABC' (viz obr. . Stredy jeho stran BC),
CA, AB ozna¢me po fadé Spc, Sca, Sap a vypoéitejme soucin délicich
poméri (ABSag), (BCSpc) a (CASca):
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Sca Sse

SAB

Obr. 2: Prisecik téznic
(ABSup) - (BCSpe) - (CASca) =
_ (_ASAB|) | (_|BSBC|) . (_|CSCA|> _
|BSaB| |CSpc| |ASc Al
= (1) (-1) (-1) = 1

Podle Cévovy véty se téznice skuteéné protinaji v jediném bodé. O

Véta 3. Necht je ddn trojihelnik ABC (viz obr. @) Jeho strany le-
Zict proti vrcholim A, B, C oznacme po tadé a, b, c. Oznacime-li G,
Gy, G. body dotyku kruznice vepsané trojuhelniku ABC po Fadé s jeho
stranami a, b, ¢, potom se usecky (cevidny) AG,, BG,, CG. protinaji
v jednom bodé.

Obr. 3: Gergonniv bod
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Diikaz. Oznatime-li + = |AG.|, y = |BG¢| a z = |CG,|, potom je i
x = |AGy|, y = |BG4| a z = |CGY|.
Nyni uré¢ime soucin délicich poméra (ABG..), (BCG,) a (CAGy):

S A T A T (R
(ABG.) - (BOG,) - (CAG)) = ( y) ( Z) ( I) 1
Z Cevovy véty vyplyva, ze se cevidny AG,, BGp, CG,. protinaji pravé
v jednom bodé. O

Definice 2. Prusecik G usecek AG,, BGy, CG. z véty [3] se nazyva
Gergonniv bod.

Joseph Diez Gergonne (1771-1859), po némZ je bod pojmenovan, byl
francouzsky matematik, ktery se vénoval geometrii. Byl rovnéz zaklada-
telem Gasopisu Annales de mathématiques pures et appliquées (familiarné
nazyvan Annales de Gergonne), ktery byl vénovan geometrii a vychézel
v letech 1810 az 1831.

Predevsim v zahrani¢nich textech (viz napf. materidly pro [I5]) se
vSak Cévova véta nejcastéji formuluje jen pro specidlni pfipad, v némz
se spojuji vrcholy trojihelniku pouze s vnitinimi body stran trojahel-
niku (tj. neuvazuji se vSechny body na piimkach, s nimiz inciduji strany
trojuhelniku) a neuvazuji se délici poméry bodt, ale pouze poméry vzda-
lenosti. Jelikoz jsou vzdélenosti vzdy ¢isla nezadporné, mé tvrzeni nasle-
dujici podobu:

Véta 4 (Cevova véta — specialni pfipad). Necht je ddn trojihelnik ABC
(viz obr.|4) a necht X, Y, Z jsou vnitinimi body po Fadé stran BC, C A,
AB, které nesplyjvaji s Zadnym z vrcholi trojiuhelniku. Potom usecky AX,
BY, CZ prochdzeji jedingm bodem prdvé tehdy, kdyz

|AZ| |BX| |CY|

=1
|ZB| |XC| |YA4]

Drikaz. Ovéfeni tohoto specialniho pripadu je velmi jednoduché — vyu-
zivé obsaht trojuhelniki. Obsahy dale uvazovanych trojahelnikii ozna-
¢ime S, pfi¢emZ na misté indexu A napiSeme nézev konkrétniho troj-
thelniku.
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A Z B

Obr. 4: Cévova véta — specidlni piipad

Protoze se obsah trojuhelniku rovna poloviné souc¢inu délky jedné jeho
strany a vySky na tuto stranu, je pomér obsahti dvou trojuhelniki, které
maji stejné vysky, roven poméru délek pfislusnych stran. Proto

Sazi _ ‘AZ‘ SAZC _ |AZ‘
SZBK o |Z.B|7 SZBC o ‘ZB|7
Spxk _ |BX| Spxa _ |BX]
Sxcrx  |XC| Sxca |XCOV
Scyk _ |CY] Scyp _ |CY]|
Syarx  |YA| Syap |YA|
Uvédomme si, Ze pokud se dva zlomky ¢, 5 rovnaji, plati § = 5 =k,
kde k je redlné ¢islo. Proto a = kb, ¢ = kd a nésledné =5 = % =k

Tedy z rovnosti dvou zlomki plyne, Ze se jim rovné i podil rozdila jejich
Citateli a jmenovatelii. Odtud dostévame vztahy

|AZ| _ Sazc — Sazk _ Sakc
|ZB|  Szpc — Szex  Sekc’

|BX| _ Sepxa — SBxk _ SBrA
|IXC|  Sxca—Sxcx  Scka’

ICY] _ Scve—Sovk _ Scks
YAl Syap —Syax  Sakp’
které implikuji rovnosti
|AZ| |BX| |CY| _Sakc Spxa Scks
|ZB| |XC| |YA] Sprkc Scka Saks

:]_7
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a tedy i platnost véty O

Jiny dikaz téze véty miZe Gtenar nalézt napf. v praci [9].

3. Cévova véta o kruznici

Vsechny predchozi teorémy pojednavaly o trojihelniku. Nyni uve-
deme dalsi z Cévovych vét, ktera se vSak — na prvni pohled piekvapivé —
tyka kruznice. Po jejim uvedeni bude zfejmé, ze je analogii véty [

Véta 5 (Cévova véta o kruznici). Necht je dina kruznice k (viz obr. [5)
a necht A, B, C, D, E, F jsou navzdjem rizné body, které na ni lezi
v wvedeném potadi. Tétivy AD, BE, CF kruznice k prochdzeji jedingm
bodem prdve tehdy, kdyZ

|AB| |CD| |EF| _
|BC| |DE| |FA|

1. (21)

Obr. 5: Cévova véta o kruznici

Diikaz. JelikoZ je véta ve formé ekvivalence, staci dokdzat obé& implikace.
Predpokladejme nejprve, Ze se tétivy AD, BE, C'F protinaji v jednom
bodg, ktery oznacime K (viz obr. [)).
Sestrojime-li Sestitthelnik ABC' DEF, dostaneme celkem Sest trojtuhel-
nikil, mezi nimiz nalezneme (diky vlastnostem vrcholovych a obvodovych
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A
B

Obr. 6: Cévova véta o kruznici — dikaz 1. implikace

ahli) t¥i dvojice podobnych trojihelnika. Jedna se o dvojice trojuhel-
niki ABK a EDK, BCK a FEK, CDK a AFK. Z podobnosti troj-
thelnikt plynou vztahy
|AB|  |KA| |FE|  |KF| |ICD|  |KC| |[KC|  |KB|
|ED| |KE|” |BC| |KB|" |AF| |KA|’ |KE| |KF|

Vynasobime-li jejich levé a pravé strany, dostavame rovnost

|AB| |EF| |CD| |KC| |KA| |KF| |KC| |KB]
|DE| |BC| |FA| |KE| |KE| |KB| |KA| |KF|

a po jeji upravé i pozadovany vztah .

Nyni dokdzeme druhou implikaci. Pfedpokladejme naopak, Ze pro Ses-
tici navzajem ruznych bodu A, B, C, D, E, F kruZnice k plati vztah
, a dokazme, ze se tétivy AD, BE, CF protinaji v jediném bodé.
Dtikazem sporem ovéfime platnost obménéné implikace: budeme pred-
pokladat, Ze se tétivy v jediném bodé neprotinaji a dojdeme ke sporu
s rovnosti , kterou lze napsat ve tvaru

|AB|-|CD| - |EF| = |BC|-|DE| - |[FA]. (22)

Predpokladejme tedy, ze se tétivy AD, BE protinaji v bodé K, kte-
rym neprochézi tétiva CF (viz obr. E[) Oznacime-li L prisecik kruznice k
s pfimkou CK (L # C), jsou body F a L riizné. Vzhledem k piedpokladu
plati pro tétivy AD, BE, C'L prochézejici jedingm bodem vztah

|AB|-|CD| - |EL| = |BC| - |DE| - |LA. (23)
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A B
Obr. 7: Cévova véta o kruznici — dikaz 2. implikace

Podélenim levych a pravych stran rovnosti a ziskame vztah

|EF|  |FA|

|EL|  |LA| (24)

Bod L nalezi kruznicovému oblouku F A, na ném?Z lezi bod F'. Bod L
bud nélezi kruznicovému oblouku EF', nebo kruZnicovému oblouku F'A.
V prvnim p¥ipadé je |[EL| < |EF| a zaroven |LA| > |FA|, ve druhém
pfipadé |EL| > |EF| a zaroveir |LA| < |FA|. Proto v prvnim, resp. ve
druhém piipadé dostavame nerovnost

BF| _ |FA] |EF| |FA
|EF| _|FA] O |EF]_|[FA]
EL| ~ LA P (EBL] T LAl

¢imz dochazime ke sporu se vztahem . Tim jsme dokazali (obméné-
nou) 2. implikaci, a tedy i vétu O

Na zavér ¢lanku ukadZzeme vyuziti Cévovy véty o kruznici k dikazu
nésledujici véty, ktera byla poprvé publikovana v knize [7]. Na zac¢atku
jejiho ovéreni sice bude nutné vyjadrit délku tétivy kruZnice, ale poté
jiz bude dikaz diky Cévové vété o kruznici spét velmi rychle ke svému
ukonéeni.

Textem, ktery se podrobné vénuje tomuto teorému, je ¢lanek [12],
v Ceské literatufe je téma zpracovano v praci [9].

Véta 6 (véta o sedmi kruznicich). Necht je ddna kruznice k (viz obr.[§)
a necht A, B, C, D, E, F jsou navzdjem rizné body, které na ni lezi
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v uvedeném potadi. Existuje-li Sest kruznic ka, kg, ko, kp, kg, kr, které
magji vnitini dotyk s kruznici k po Tadé v bodech A, B, C, D, E, F a
zdroven md kazdd z nich vnéjsi dotyk se dvéma ,sousednimi® kruznicemi
(kruznice kg se dotgkd kruznic ka o ko, kruznice ko se dotgkd kruznic
kg a kp atd. aZ koneéné kruznice ka se dotykd kruznic kr a kg), potom
se tetivy AD, BE, C'F protinaji v jediném bodé.

Obr. 8: Véta o sedmi kruznicich

Diikaz. Nejprve vyjadiime délku |AB| tétivy AB kruZnice k (viz obr. [J).
Stredy, resp. poloméry kruznic k, k4, kp ozna¢me po fadé S, Sa, Sp,
resp. 1, 74, rg. Dale necht O znad¢i bod dotyku kruZnic k4 a kg, M znaci
prusecik kruznice k s pfimkou AO, M # A, a N znaci prusecik kruznice k
s pfimkou BO, N # B. Sestrojime tusecky SM, SN, AB, AS (prochazi
bodem Sy4), BS (prochazi bodem Sg) a S4Sp (prochazi bodem O).

Protoze r = |[SA| = |SM|, ra = |SaA| = |S40|, jsou trojtuhelniky
SAM a SpAO rovnoramenné a navzajem podobné. Z toho plyne, Ze
tsecky SM a S40 jsou rovnobézné.

Obdobné lze pomoci podobnych trojuhelniki SBN a SpBO odvodit,
7e jsou rovnobé&zné rovnéz tsecky SN a SpO. Usecky SM, SN jsou proto
rovnobézné se stfednou SaSp, a tudiz jsou body M, N, S kolinearni
(MN je pramérem kruznice k).

Uhly ABN, AMN jsou shodné, nebot jsou obvodovymi thly p¥islus-
nymi kruznicovému oblouku AN kruznice k. JelikoZ jsou shodné také vr-
cholové ihly AOB a NOM, jsou podobné i trojihelniky AOB a NOM.
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Obr. 9: Cévova véta o kruznici — dikaz

7 podobnosti trojuhelniki AOB a NOM, resp. SAM a S4AO, resp.
SBN a SpBO plyne

|AB|  |OA]  |OB]|

= = 2
|NM]| |ON]| |OM|’ (25)
resp.
|OA| _ [Sa4]
_ 26
OM] = [Sas] (26)
resp.
|OB|  |SpB|
il R . 27
ON| ~ 1858 (&)
S vyuzitim vztahu a nasledné rovnosti , dostavame
OA] |OB|
ABP = |4B| - |AB| = 1941 2L INM| =
ABP = |AB| - |AB| = 155 INM] - (g - [N
2 104l 0Bl ISAAl ISsBl_ . ra |t
|OM| |ON| |SaS| |SBS]| r—rsa T—7R
a tudiz

|A32r.\/ A \/ 's
r—rpa r—rp

Analogicky bychom odvodili, Ze

|BC|:2r-\/ 5 \/ re
r—rg r—rc
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|C’D|=2r-\/ re \/ 'D
rTr—Trco r—7Tp

atd., z ¢ehoz dostavame rovnosti

|AB|-|CD|-|EF| =

3 TA B rc D TE 2
— 83, . . : : . =
r—Tra r—Trp T—Tco r—Tp rT—Tg r—TrTg

= |BC|-|DE|-|FA|.

Podle Cévovy véty plati, ze se tétivy AB, CD, EF skutetné protinaji

v jediném bodé¢, tj. plati véta o sedmi kruznicich. O
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Platonium
Jan Smid, Viscodes, Finksburg, USA

ABSTRACT. Platonium is a new geometric object based on a well-known
compound of five tetrahedra. Platonium features extraordinary symmetry which
makes it into an excellent pedagogical and esthetic object.

1 Introduction

A Platonium wireframe can be defined as a wireframe (edge skele-
ton) of the compound of five tetrahedra with a superimposed wireframe
of the icosahedron. Fig. 1 shows a 3D printed model that can be as-
sembled /disassembled and serve a variety of educational and esthetic
purposes. In the following are presented basic properties of a Platonium
and suggestions for its educational usage.

2 The Compound of Five Tetrahedra

The compound of five tetrahedra is a symmetric arrangement of inter-
penetrating tetrahedra. It was first described by Edmund Hess, a Ger-
man mathematician (1843-1903), in 1876.

The wireframe of five tetrahedra is not stable, see fig. 2a. An ad-
jective non-stable, in this context, means that a topologically identical
interweaving of the tetrahedron legs can result in relatively different
cartesian coordinates of the tetrahedron vertices. This problem is by-
passed by origami paper builders by creating thick segments, see fig. 2b.
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Fig. 2a: A Collapse Of The Com- Fig. 2b: Five Tetrahedra Origami
pound Of Five Tetrahedra Edge-ske- Frame
leton

We present a solution without this requirement on the size of the
tetrahedra legs. In Platonium a wireframe is made stable by a spe-
cial icosahedron wireframe. In the following we outline this stabilizing
procedure. We also outline in the section “Icosahedron Platonium” the
mathematical proof that the proposed procedure is correct mathemati-
cally, and not just an engineering covenience.
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3 Platonium Dodecahedron

Vertices of a compound of five tetrahedra define a dodecahedron wire-
frame. A Schlegel diagram of this dodecahedron is shown at fig. 3a. No-
tice that the vertices labeled with the same number define the vertices
of the compound of five tetrahedra, and their mutual distance in the
diagram is exactly 3.

Fig. 3a: Dodecahedron Schlegel Diagram

A general dodecahedron can be built on a cube with vertices c1, ¢2, ¢3,
cd, cb, ¢b, c7, c8, see fig. 3b. A roof, see fig. 3c, attached with a proper
orientation relative to the six faces of the cube, results in a dodecahedron,
see fig. 4a.

c4 z c3
cl c2
(0,0,0)
y
/// c8 c7
X ~"¢c5 c6

Fig. 3b: Dodecahedron Cube Fig. 3c: A Dodecahedron Roof
A dodecahedron built on this cube, see fig. 3b, with coordinates
(£1, £1, £1), centered at (0, 0, 0), has vertices (0, £1/7, +7),
(£7,0, £1/7), (£1/7,47,0), 7 is the golden ratio, 7 = (v/5 + 1)/2.
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4 Platonium Icosahedron

The main feature of the Platonium design is that dodecahedron indi-
vidual vertices are used to define supporting icosahedron vertices. Specif-
ically, the coordinates of this supporting icosahedron are defined as the
centroids of a Platonium dodecahedron’s twelve pentagon faces 11, 12,
13, ..., 111, 112, see fig. 4a.

A F
11 12 | E
o L2 B
® 3
K L

Fig. 4a: Dodecahedron and Icosahedron Vertices

For example, using notations of fig. 3b and fig. 4a, four out of twelve
icosahedron vertices and their coordinates are as follows:

Il=(c5+B+A+cl+G)J5
I2=(A+B+c6+E+c2))/5
3= (c5+K+L+c6+B)/5
4=(l+A+c2+I+1)/5

5 Mathematical Proof Outline

For a segment BJ (a tetrahedron edge), see fig. 4a, the endpoints coor-
dinates are B = (7,0,—771), J = (0,771, 7). The parametric equations
for the same segment BJ are then

(z,y,2) =B+ (J—B)t,
or

x=71+(0—-71)t,
y=0+(r"" =0},
z=—1' 4+ (r+17Ht.
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The parameter value ¢t at z = 0 is given by an equation
O=—7 4T+t or t=7"1/(r+77").
This means that a segment BJ intersects the z = 0 plane at a point with
an x coordinate
r="2/(r+771h).
An icosahedron edge 1112 is defined by two points
In=2+2r+71-2-17,0)/5, 2= (2+27+712+7,0)/5.
Parametric equations of this edgeline through the points I1 and 12 is
(z,y,2z) =11+ (12 — I1)t,
or in terms of the z, y, z coordinates

r=(2+27+7171/5,
y=(-2-71)/5+ 4+ 27)t/5,
z=0.

The z coordinate is constant (the edge line I112 is parallel to the y-axis).
The following equality, of an z coordinate of the intersection IJ and the
z = 0 plane and an x coordinate of 1112,

)+ H=02+2r+17H/5
holds for the value of the golden ratio
= (V5+1)/2.

This equality indicates that an intersecton point of the icosahedron edge
and an tetrahedron edge exists. This type of reasoning can be applied
for any Platonium icosahedron edge. It means that an icosahedron wire-
frame defined this way will intersect each of the tetrahedra exactly and
exactly at four points. From the practical point of view the icosahedron
wireframe makes the compound of five tetrahedra wireframe stable.

6 Platonium For Education

The compound of five tetrahedra is one of the most beautiful com-
pound polyhedra. See e.g. [2], chapter 5, and [I] for an insight into basic
geometry and symmetries of platonic solids. The next section outlines
suggestions for educational usage of the Platonium, specifically in the ar-
eas of basic geometry, theory of graphs, theory of groups (symmetries),
and 3D print technologies.
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6.1 Basic Geometry

Platonium can be used to demonstrate geometric concepts ranging
from the concepts of triangle similarity, Pythagorean theorem, the golden
ratio to the concept of discrete groups for classification of 3D symme-
tries. A portable class of Platonium models are relatively (compared to
custom-made models) inexpensive and can be owned by individual users
and this fact makes the learning and entertaining aspect of the process
convenient and more intense. For example, to make a CAD drawing and
3D-printed platonic connectors (see fig. 6a) a basic geometry (see fig. 6b
and fig. 6¢) can be used to derive an object vertical axis-object leg angle.

> <

|

Fig. 6a: 3D Printed Platonic Connectors

(\V3)/3

(V3)/6

(~3)2

Fig. 6b: Equilateral Triangle  Fig. 6¢: Vertical Axis-Leg Angle
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For example this angle for tetrahedron happens to be

o = sin~!(1/(3)/3) = 0.6155 rad = 35.2644 deg.

6.2 Theory of Graphs

Introduction into theory of graphs, see e.g. [3], can be demonstrated
by presenting Schlegel diagrams for platonic solids. Any platonic solid
can be represented by a Schlegel diagram. For example fig. 3a shows
a Schlegel diagram of a dodecahedron. 3D models of platonic solids can
help substantially to visualize corresponding Schlegel diagrams. Schlegel
diagrams are planar polygonal graphs for which holds the famous Euler
polyhedral rule

Faces + Vertices — Edges = 2.

The components of Platonium provide hands-on exercise for verifica-

tion of the Euler rule.

6.3 Symmetries

Introduction into theory of groups can be demonstrated by visualiza-
tion of tetrahedron isometry rotations, see fig. 6d and fig. Ge.

180deg

120deg
240deg

Fig. 6d: 3-Fold Symmetry Fig. 6e: 2-Fold Symmetry

More generally all the 3D finite subgroups of direct isometries (tetra-
hedral, octahedral and icosahedral groups) can be illustrated using Pla-
tonium.

Even more basic abstract group-theoretic concepts, such as actions,
orbits, stabilizers and the (Burnside) counting theorem [4] are native
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concepts for Platonium. For example the symmetry group of Platonium
is the rotational icosahedral group and the stabilizer of a chosen tetra-
hedron is the rotational tetrahedral group.

Perhaps even more importantly, the counting theorem and associated
definitions allow to gain an insight and prove that a finite subgroup of
SOs is isomorphic either to a cyclic group, a dihedral group, or the
rotational symmetry group of one of the platonic solid.

6.4 STEM

STEM is a well-known abbreviation Science, Technology, Engineering
and Mathematics. A Platonium kit provides a platform for demonstrat-
ing a deep STEM concept. A presentation can start with abstract ideas
of geometry. Then abstract ideas can be captured using a Computer
Aided Design (CAD) software. A CAD system represents geometric
objects mathematically. This representation is translated, behind the
scenes, into a mesh of triangles (STL-Standard Tesselation Language).
Next this triangular representation of an object is translated by a slicer
software into a set of instructions (a gcode) for a machine (e.g. a 3D
printer). 3D printer kits allow an additional insight into an engineering
machinery besides providing a satisfying printed object, see e.g. [5].
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ForClassmates: Revoluce ve vyuce nejen matematiky
Martina Teislerova, ForClassmates, Hradec Kralové

ABSTRAKT. ForClassmates je inovativni online vzdéldvaci platforma, kterd
navazuje na Uuspéiné tisténé ucebnice Matika a Chemie pro spoluzaky. Prindsi
do vijuky nové technologie a spoustu interaktivnich funkci, a pFedstavuje tak
moderni feseni pro vzdéldvdni Siroké vefejnosti.

1. Uvod

Matematika ¢asto byva straSdkem a no¢ni murou studentii a troufam
si Tici, ze leckterému vyucujicimu pfida nejednu vrasku snaha matema-
tiku studenttm zptistupnit. Pfesto je neoddélitelnou soucésti vzdélavani
a otevird dvefe nejen k technickym oborim, ale i k rozvoji logického
mysleni a analytickych schopnosti. Jak tedy udélat matematiku piistup-
néjsi a atraktivnéjsi? Pravé na tuto otazku odpovida tym ForClassmates
(diive ProSpoluzéaky.cz) pod vedenim Marka Lisky prostfednictvim své
nové vzdélavaci aplikace ForClassmates [I]. Tato platforma navazuje na
uspéch tisténych ucebnic Matika a Chemie pro spoluzdky (obr. (1)) a pii-
néasi do vyuky inovativni technologie, které usnadnuji praci ucitelium a
zvysuji motivaci student.

Obr. 1: Uéebnice Matika a Chemie pro spoluzéky
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2. Vznik projektu ForClassmates

Projekt ForClassmates vznikl postupné na zakladé zkuSenosti s tvor-
bou vzdélavacich materiali. Prvotnim nadpadem Marka Lisky bylo sdileni
vlastnich poznamek a nezistnd pomoc spoluzakim jesté na gymnéziu,
coz posléze vyustilo v tisk prvnich udebnic Matika pro spoluziky [2] a
zalozeni vlastnfho nakladatelstvi. Od prvni tisténé ucebnice v roce 2015
az po soucasnou digitalni platformu, ktera propojuje ucitele, studenty,
tvirce obsahu (nakladatelstvi), ale i rodide, progel projekt obrovskym
vyvojem [3].

3. Charakteristika tiSténych ucebnic
3.1. Od studentii ke studentiim

Co se tyce puvodnich tisténych ucebnic nyni kompletné dostupnych
v online verzi [4], je jejich hlavnim charakteristickym znakem, odligujicim
ForClassmates od tradi¢nich uc¢ebnic, pouzivani moderniho ,studentské-
ho jazyka“, ktery je studentim blizky a snadno pochopitelny. Piistup ,,od
spoluzaki pro spoluzaky“ dava obsahu pratelskou a pfistupnou formu
a studenti ziskavaji dojem, ze jim latku vysvétluje zkuSenéjsi spoluzak,
ktery rozumi jejich potfebam a otazkam. Obsahové je velky diraz kladen
na detailni a srozumitelna vysvétleni, vzdy doplnéné o nazorné piiklady.
Kazdy krok je podrobné popséan, aby studenti snadno pochopili jednot-
livé faze feSeni a pokud néemu nerozumi hned, mohou se kdykoliv vratit
zpét a znovu si projit cely postup.

3.2. Propojeni teorie s praxi

Dalsim klicovym prvkem je snaha propojit teorii s praxi. Studenti
¢asto netusi, jak probirana latka souvisi s béznym Zivotem, coZ snizuje
jejich motivaci a chut se ucit. Matika pro spoluzéky proto dopliuje kaz-
dou kapitolu o kontextové informace — napiiklad, jak se dany princip
vyuziva v praxi, v jakych dalsich pfedmétech se s nim studenti setkaji
nebo jak jim miize pomoci pii vybéru budouci kariéry [2].

3.3. Od ucebnic k online platformé

Prestoze ucebnice byly jako projekt tspésné a na mmnohych Skoléch
jsou stale velmi oblibené, autorim chybéla zpétna vazba, se kterou by
bylo mozné déle pracovat, a zaroven chtéli oslovit §irsi vefejnost a na-
bidnout jiny pohled na vzdélavani s daleko vétsimi moznostmi. Proto
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vznikla jiz zminéna aplikace ForClassmates [I], nabizejici sirokou skalu
interaktivnich funkci a Sikovnych nastroji, které posunou klasickou vy-
uku do moderni a dynamické podoby.

4. Online platforma ForClassmates
4.1. Cilové skupiny

ForClassmates [I] je tedy platforma pro kohokoliv se zajmem o vzdé-
lavani, nicméné cilové skupiny jsou, de facto, t¥i. Prvni skupinou jsou
tvirci vzdélavaciho obsahu a nakladatelstvi. Platforma jim umoziiuje
prevést tisténé ucebnice do digitalni interaktivni podoby. Druhou cilovou
skupinou jsou ucitelé, ktef{ s aplikaci miizou pracovat pfimo v hodinéch,
vyuziji ji jako skvélého pomocnika pfi pripravé na vyucovaci hodiny,
mohou vytvéaret a sdilet vlastni vzdélavaci obsah, vyuzivat materialy od
jinych autort a sledovat pokroky svych zédkt pomoci statistickych né-
stroju. Tteti skupinou jsou studenti, které ForClassmates motivuje ke
studiu pomoci hernich prvki, jako jsou denni bonusy a série. Aplikace
sleduje jejich silné a slabé stranky, prizptisobuje vyuku na miru jejich
potfebdm a poméha jim zlepSovat se v oblastech, kde je to tieba.

Q, ForCl - a @ i = Menu .

Ovéfeno vy 20000+ uzivateli (G O S

weiqoid SN

. "
Usetri cas. Uc se
o

| g hrou. Sniz stres.

\ 3 ﬁ\ Vyzkousej zdarma. Jednoduse se zaéni ugit s interaktivnimi Skolnimi
\! \ materidly, které ti usnadni studium.

PUNEY

~ -

Obr. 2: Domovska stranka aplikace ForClassmates

4.2. Klicové funkce

Jednou z nejvyraznéjsich funkci aplikace je interaktivni video, které
studenty aktivné zapojuje prostrednictvim otézek s okamzitou zpétnou
vazbou. Studenti tak udrzuji pozornost a z videa si odnesou mnohem
vice nez pfi pouhém pasivnim sledovani. Vytvoreni otazek k videu je
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velmi snadné a s vyuZzitim Al zabere jen nékolik minut. Dal$im néstro-
jem je OCR technologie pro snadnou digitalizaci poznamek z ruznych
forméati, véetné obrazki, coz umoznuje snadno tvorit, publikovat a sdilet
vzdélavaci obsah v ramci aplikace. Za zminku stoji také intuitivni ma-
tematicka klavesnice, usnadniujici zadavani matematickych vzorct nebo
interaktivni grafy. Pro dlouhodobou motivaci studentti a budovani po-
zitivnich vzdélavacich navyka vyuziva platforma prvky gamifikace. Za
prihlaseni a pohyb v aplikaci studenti ziskdvaji odznaky a sbiraji zku-
Senosti, a cely proces uceni se tak stava zabavnéjsim. Aplikace je tedy
vhodna jak pro samostatné studium, tak praci ve tf¥idé (obr. 2).

4.3. Funkce pro ucitele

Pfimo pro nés, ucitele, pfinasi ForClassmates fadu dalsich uzite¢nych
néstroju, které Set¥i Cas a zefektiviiuji piipravu na hodiny. Zminéné sta-
tistiky vyuky umoziuji sledovat pokrok studentii a urcovat jejich silné
i slabé stranky, zatimco Al planova¢ vyuky generuje navrhy hodin na
miru konkrétnim potfebam tfidy. Moznost tvorby kvizi, které budou
také brzy dostupné, navic poskytne ucitelim dalsi zptisob, jak efektivné
ovéFit znalosti studentt. Aplikace je neustale vylepSovana a zdokonalo-

vana, tudiz dalsi funkce jako napt. Al asistent budou ¢asem pfibyvat.

5. Zavér

Zavérem je nutno Fici, ze ForClassmates je vice nez jen aplikace vychéa-
zejici ze sady ucebnic. Je to komplexni nastroj, ktery propojuje ucitele,
studenty a moderni technologie do jednoho funkéniho celku. Od svého
vzniku v roce 2010 usla spole¢nost dlouhou cestu. Dnes jejich uc¢ebnice
a aplikaci vyuziva vice nez 50 000 studentt a 300 skol v Cesku a na
Slovensku. Pokud tedy hledéte zpiisob, jak ozivit vyuku nejen matema-
tiky, zvySit zapojeni studentii a zaroven si ulehéit praci, staiite se také
soucasti ForClassmates.

Literatura
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Navrh nového ,,matematicko—zubarského* slovniku
Vladimir Tesa¥, Abaku, Praha

ABSTRAKT. Obsah piispévku reaguje na neustdle se zhorsujici dentdlni hy-
gienu u Zdku zdkladnich Skol, kterd zndsobuje nutnost castéjsi komunikace se
zubnimi lékaFi za ztiZenych podminek (mluvend s otevienou ustnd dutinou). To
se ov§em tykd i pedagogiky matematiky, jelikoZ Zdaci musi oznacovat cislem zuby
dole i nahote.

1. Uvod

Autor tohoto ¢lanku je autorem deskové hry Abaku. Jeho vystoupeni
se zpocatku vénovalo této hie — seznamoval dcastniky s podstatou hry
a odkazoval na webové stranky [1], kde je mozné ziskat dalsi informace.
metiky (po¢itan{ z hlavy) na nasem trhu.

Zavér svého vystoupeni chtél autor odlehéit, takZze prezentoval ja-
kysi ,,matematicko—zubaisky“ slovnik. Nesdélil poslucha¢im, Ze se jedna
o vtip.

2. Navrh slovniku pro vjuku na prvnim stupni ZS

Slovnik je dilem autora ¢lanku a pry vznikl po dlouhodobém testovani.
Jeho smysl je ten, Zze se déti maji naucit vyslovovat ¢isla zubt a pocity,
kdyZ maji pfi zubni prohlidce otevienou pusu. Sjednocenim vyslovnosti
zékladnich ¢islovek pak jiz nebude dochézet k omylim na zubaiském
kiesle.

Cilem autora je verifikovat slovnik a doporuéit jeho schvaleni organtim
MSMT a MZD. Jako prilepek ho autor doporucuje ptidat do pfipravo-
vanych kurikul.

Takze tento slovnik mé podobu:

dobfe = hohe nahore = ahohe
§patné = hahe dole = hoe

boli = hohi vlevo = eo
neboli = nehohi vpravo = ao
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1 =ea 5 =-eh 9 zub je neobvykly,

2 = ha 6 = heh pfesto navrhujeme =
3 =hy 7 = heheh hehed ¢i hehet
4 = hyhy 8 = ohu

3. Zavér

Po promitnuti prispévku na tabuli a jeho popisu autor zjistil ke svému
nemalému udivu, ze néktefi pritomni i¢astnici jeho prispévek vzali vazné.
Za to se autor nasledné omluvil.

Literatura

[1] www.abaku.cz

Isaac Newton a Principie
Karel Vasicek

ABSTRAKT. Cldnek se zabjvd spisem Isaaca Newtona Matematické principy
pfirodni filosofie. Tato publikace nebyla po dlouhou dobu pieloZena do cestiny.
Autor ¢lanku popisuje historii prekladi publikace (a to i do vice jazykii), hlavné
vSak sdéluje, jak se v nedduvné dobé prekladu publikace ziucastnil on sam.

1. Uvod

Isaaca Newtona zna asi kazdy, ale kdo od Isaaca Newtona néco ¢etl?
Do nedavna od néj Cesky ani slovensky nevysla ani ¢arka. V posledni
dobé vysly ¢esky a slovensky tii rizné preklady jeho nejvyznamnéjsiho
spisu Matematickych principt piirodni filozofie. V8echny tii pireklady
vysly dokonce uz ve dvou vydénich.

2. Isaac Newton a Principie

Isaac Newton, jeden z nejvyznamnéjsich védca a fyziki, se zapsal do
dé&jin nejen vynélezem diferencialniho a integralntho poctu, zaséhl i do
optiky, alchymie a kupodivu i do teologie (obr. 1).
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Obr. 1: Portrét Isaaca Newtona (1642-1727) — kopie obrazu Sira Godfreye
Knellera (1689) (zdroj: wikipedia)

Newton sepsal spis, ktery je povazovan za nejvyznamnéjsi védecky
spis moderni historie. Matematické principy prirodni filozofie se skladaji
ze t¥{ knih a jsou zkracené oznaovéany jako Principie (obr. 2).

<l il ; e
M
IMPRIMATUR:
S PEPYS RgSc PRESES
T 55

Obr. 2: Titulni stranka Principii, 1. vyd, Londyn, 1687 (zdroj: wikipedia)

Pokud se ptate, jak prisel Isaac Newton na nézev svého spisu, tak
se uvadi, ze nazev je odvozen od néazvu spisu René Descarta Principy
filosofie. Tento Descartiv text vySel pred nékolika lety ve vydavatelstvi
Filosofia. Nevysel v8ak ¢esky kompletni, ¢ast vénovana fyzice v této knize
chybi. Uvadi se, ze Descartes kvili svému vlivu zpozdil ¢ zbrzdil vyvoj
fyziky, a rovnéz se uvadi, Ze se Newton tak trochu posmival Descartovu
pojeti fyziky.
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RENATI DES-CARTES

PRINCIPIA
PHILOSOPHIE.

Vitima Editio cumsptima collata, diligenter
recoguita, & mendis expirgata.

AMSTELODAMI,

| Ex Typographia BLAVIANA, N DG LXXX
o

Obr. 3: Titulni stranka Descartova spisu (zdroj: wikipedia)

3. Historie vydavani Newtonovych Principii na ¢ceském tzemi

Pred lety jsem se dozvédél, ze tento védecky spis nikdy ¢esky nevysel,
a pojal jsem plan zkusit prelozit alespon néjakou smysluplnou ¢ast tohoto
spisu.

Nejprve si ale pripomefime pokusy vydat tento Newtontuv text na
naSem Uzemi.

3.1. Latinské vydani Jana Tesdnka

Co se tyka historie na ¢eském tzemi, tak Jan Tesanek vydal latinsky
prvni dvé knihy Principii, které jsou digitalizovany v Narodni knihovné
Praha (obr. 4).

Jan Tesanek (29. 12. 1728, Brandys nad Labem — 22. 6. 1788, Praha),
latinsky Cannes Tessanek, kitény Jan Baltazar, byl katolicky knéz, ma-
tematik, fyzik a astronom. Vystudoval gymnazium a filozofickou fakultu
v Praze. Nejdiive byl zastancem aristotelovské filozofie, ale diky Steplin-
gov vlivu se seznamil s diferencidlnim poctem, integralnim pocétem a
newtonovskou fyzikou, kterou se pozdéji zabyval ve svych dilech komen-
tujicich Newtonovy Principie.

1 Joseph Stepling (29. 6. 1716, Rezno — 11. 7. 1778, Praha) byl ¢esko-némecky
jezuitsky knéz, fyzik, astronom, matematik, meteorolog a pedagog [14, 15, 16].
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JOANNIS TESSANEK
e

EXPOSITIO
LEGUM MOTUS
:  CUM SECTIONE L
 IN PRINCIPIIS MATHEMATICIS
PRILOSOPHIE NATURALIS
CLARISSIMI
ISAACI NEWTONI
CONTERTARUM
ET PRORGEITIGNUM, EX 115 FROXIME

Obr. 4: Faksimile Tesdnkova textu

Tesanek v roce 1745 vstoupil do jezuitského fadu. Ziskal doktorét
7z teologie a byl vysvécen na knéze. Stal se profesorem fyziky na prazské
univerzité. Dva roky musel pobyvat v Olomouci, kde se stal feditelem
teologického konviktu a uc¢itelem matematiky. Poté se opét vratil zpét do
Prahy, kde byl po smrti J. Steplinga jmenovén Feditelem matematicko-
fyzikalnich studii. V rodiné nebyl jedinym, kdo by se zabyval pfirodnimi
védami. Jeho bratr Francisce (1730 — ?) sepsal uebnici fyziky pro Filo-
zofickou fakultu v Olomouci, na které také vyucoval fadu predméti.

Tesanek si béhem zivota dopisoval s J. L. Langrange a J. IIL.
Bernoulli Mezi jeho zaky v oboru vyssi matematiky pat¥il F. J. Ger-
stne ktery se pak o néj na sklonku Zivota staral. Na univerzité mohl

2) Joseph-Louis Lagrange (25. 1. 1736, Turin — 10. 4. 1813, Pafiz), ptivodnim jménem
Giuseppe Lodovico Lagrangia, ¢i Joseph-Louis Lagrange, byl francouzsky matematik
italského puvodu, ktery vynikal ve vSech oblastech analyzy a teorie Cisel a analy-
tické a nebeské mechaniky. Je obvykle povaZovan za francouzského matematika, ale
italska encyklopedie Enciclopedia Italiana XX (Rome, 1933), s. 380-381, ho nazyva
Giuseppe Luis a ozna¢uje ho jako italského matematika. Byl jednim z nejvétsich ma-
tematika 18. stoleti, podobné& jako Leonhard Euler. Od roku 1797 prednasel na Ecole
polytechnique.

3)Bernoulliové byla nejvyznamnéjsi védeckd rodinnad dynastie historie. Po zadani
hesla ,,Bernoulli“ v Souborném katalogu Narodni knihovny Praha ziskame cca 396
tituld, napft. [1-11, 33].

4 Frantisek Josef Gerstner (22. 2. 1756, Chomutov — 25. 6. 1832, Mladg&jov), né-
mecky Franz Joseph Gerstner, od roku 1810 Ritter von Gerstner (rytif Gerstner), byl
matematik, fyzik a inZenyr. Roku 1806 zalozil Kralovské eské stavovské technické
ucilisté v Praze, predchiidce dne$niho Ceského vysokého uceni technického (CVUT).
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pisobit i po zruSeni jezuitského Fadu, podobné jako jeho ucitel Stepling.
Byl jednim z prvnich ¢élenti Uéené spolecnosti. Jeho znalost matema-
tiky a fyziky mu pfinesla oznaceni ¢esky Newton. Tesankovo jméno bylo
umisténo pod okny Narodniho muzea v Praze spolu s mnoha dalsimi.
Vice o J. Tesankovi se mizeme do¢ist v publikacich [17, 18, 19, 20].

3.2. Preklad LubosSe Nového

Jak jsem se pred lety dozvédél od Jaroslava Folty, jeho kolega a spo-
lupracovnik Lubos Novy (obr. 5) ziejmé pred lety pfeloZil prvni knihu
Principii do €estiny. Lubosi Novému jsem tehdy poslal dopis ohledné
jeho prekladu. Odpovédi jsem se nedockal. Vydavatel Michal Hanzelin,
spolupracovnik Petra Vopénky se pokousel Lubose Nového zastihnout
v misté bydlisté, bohuzel netaspésné. Jaroslav Folta i Lubos Novy jsou
po smrti, osud tohoto pfekladu je tak neznamy.

Obr. 5: Lubos Novy

Lubos Novy (13. 11. 1929, Praha — 6. 1. 2017) absolvoval gymnézium
v Praze a poté studoval matematiku a fyziku na univerzité, kde v roce
1953 obhéjil disertaci Bolzanova logika. V roce 1957 se stal kandidédtem
véd za préci vénovanou u¢ebnicim praktické geometrie v Cechéch v 1. po-
loving 18. stoleti, celkovému stavu matematiky v Cechéch ve 2. poloviné
18. stoleti a zakladim matematické analyzy u Bolzanovych soucasniki.
V roce 1956 se stal vedoucim oddéleni dé&jin pfirodnich véd a techniky
nové se formujiciho Historického tstavu CSAV. V &ele tohoto pracovisté
stal do roku 1985, kdy byl jmenovan feditelem tst¥edniho archivu CSAV.
Na tomto misté piisobil do roku 1989. Od roku 1968 byl séfredaktorem
¢asopisu Dé&jiny véd a techniky. Ptisobil jako ¢len redakéni rady ¢asopisu
Historia Mathematica.

Navrhl vystavbu konéspfezné drahy z Ceskych Budgjovic do Lince [12, 13].
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Pod vedenim LubosSe Nového vznikla v roce 1961 publikace Déjiny
exaktnich véd v Ceskych zemich do konce 19. stoleti. Jeho pozornost se
pak obratila k problematice teorie grup, jakozto dusledku predchoziho
rozvoje algebry. Kniha Origins of Modern Algebra (1973) se stala pod-
kladem pro ziskani titulu doktora véd v roce 1977. V roce 1974 se Novy
zaslouzil o publikaci kolektivni prace Dé&jiny techniky v Ceskoslovensku.

Pocatkem 80. let se jeho védecké zameéry obratily k obecné&jsim problé-
mum revoluci ve védé a vytvareni védeckych disciplin, k tloze naciona-
lismu ve vyvoji védy na pocatku 20. stoleti, k védé jako formeé spolecenské
komunikace, k problémim obecného, teritoridlniho a narodniho vyvoje
védy a k aspekttim Sir§tho pojeti védy jako socidlniho jevu se v&i svou
provazanosti s zivotem spole¢nosti.

Projekt sirokého autorského kolektivu dovedl k obhajobé a posléze i
k dalsimu doplnéni, dokonéeni a redakéni pripravé k tisku. Na zakladé
jeho navrhu byl Narodnimu technickému muzeu pfiznan vyzkumny za-
mér Dé&jiny véd a techniky na léta 1999-2003. Nejvyznamnéjsim publi-
ka¢nim vystupem tohoto vyzkumného zdméru se staly tiisvazkové Stu-
die o technice v ¢eskych zemich ocenéné zvlastni cenou Gloria mussealis
v kategorii Muzejni publikace roku 2003.

Sepsal také napt. knihy Dé&jiny matematiky I a Vyvoj vypocetni tech-
niky. Obé tyto knihy vydalo Narodni technické muzeum. Jaroslav Folt
a Lubos Novy pfrelozili legendarni knihu Dirka J. Struika Dé&jiny mate-
matiky.

3.3. Projekt Daniela Speldy

Pied cca 3 lety vySel éesky preklad Principii z projektu Daniela Speldy,
na kterém se podilel Jan Novotny a dalsi (obr. 6).

Tento preklad zahrnuje preklad predmluv, definic, axiomt, zakonu a
vybér textt 3. knihy Principii [23]. Na Pedagogické fakulté Masarykovy

5) Jaroslav Folta (2. 4. 1933, Plzefi — 25. 3. 2011, Praha) v letech 1951-1955 absol-
voval Matematicko-fyzikalni fakultu University Karlovy v Praze. V letech 1955-1959
pusobil coby aspirant a nasledné v letech 1959-1993 jako védecky pracovnik Historic-
kého tustavu CSAV v Praze. V roce 1961 na MFF UK obh4jil Kandidaturu fyzikalng
matematickych véd. Od roku 1993 piisobil jako vedouci oddéleni dé&jin techniky Na-
rodniho technického muzea v Praze. V letech 1993-1995 dokon¢il zapocatou piipravu
vydani Studii o technice v eskych zemich 1918-1945, navrhl koncepci dalsi etapy této
prace a v letech 1996-1998 sestavil osnovu zpracovani déjin techniky v éeskych zemich
pro léta 1945-1992. Jaroslav Folta obdrzel od prezidenta Vaclava Klause Medaili za
zasluhy.
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univerzity vznikla v souvislosti s projektem vydani Principii i bakal&f-
ska prace Moznosti vyuziti Newtonovych Principii pro vyuku Daniela
Jandory pod vedenim Jindfisky Svobodové [33]. V ramci projektu Da-
niela Speldy vysly i dalsf knihy: Nové astronomie od Johanese Keplera,
Prubif od Galilea Galileie, Uméni odhadu od Jacoba Bernoulliho, Roz-
hovory o mnohosti svétti od Fontenelleho.

Obr. 6: Daniel Spelda a Jan Novotny

Témér vSechny knihy, které vysly v rdmci tohoto projektu, jsou vy-
prodané. K datu sepsani tohoto pfispévku méme na e-shopu vétsinu
téchto titulit minimélné v nékolika vytiscich. Nicméné projekt by mél
mit pokracovani ¢i opakovéni.

3.4. Preklad Jiiho Solera

Na Internetu se da najit preklad ¢asti textu Principii [30], jehoZ au-
torem je Jifi Soler, byvaly poslanec za SPR-RSC, neboli republikany
Miloslava Sladka.

Jiti Soler (20. 4. 1947 — 2018), cesky politik (obr. 7), v 90. letech
20. stoleti poslanec Ceské narodni rady a Poslanecké snémovny za SPR-
—RSC, pozdéji za Liberalné socialni unii a Ceskomoravskou unii stedu,
pak €len ruznych mimoparlamentnich radikalné pravicovych formaci. Vy-
studoval Matematicko-fyzikalni fakultu Univerzity Karlovy. Nastoupil
pak na pozici védeckého stipendisty do Ustavu makromolekularni che-
mie CSAV. Celil podle svych slov kddrovym problémim, protoze odmitl
vstup do KSC. Piesel proto od roku 1976 na profesi programétora, kte-
rou vykonaval i po¢atkem 21. stoleti [32].
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Obr. 7: Jiif Soler
Zustéava otazkou, pro¢ Jifi Soler sviij ¢asteny preklad nerozsiiil a
nepublikoval knizné.
3.5. Upiné slovenské vyddni
Na Slovensku vysel pfiblizné ve stejné dobé jako vydani Principif

z projektu Daniela Speldy uplny slovensky pteklad Juraje éebesty [22]
(obr. 8).

Obr. 8: Juraj Sebesta Obr. 9

Tento pteklad je jiz vice nez rok a ¢tvrt vyprodany a nesehnal jsem
ani vytisk pro sebe a ziejmé jej nema zadné Ceskd hlavni knihovna, jak
jsem zjistoval na webu NKP.

3.6. Riiznd zahrani¢ni vyddni Principii
V Narodni knihovné Praha je kniha Newton’s Principia for the com-
mon reader indického fyzika, laureata Nobelovy ceny za fyziku Chan-
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drasekhara, Subrahmanyana [21]. Autor stravil zfejmé dva roky, aby
zpracoval Principie Isaace Newtona do srozumitelné&jsi podoby.

Z¥ejmé nejnovéjsim anglickym vydanim je pfeklad The mathematical
principles of natural philosophy (1. vydani, Cambridge University Press,
Cambridge) C. R. Leedham-Greena [24].

My jsme v nasledné uvedeném vytisku Cerpali jednak z ruského pie-
kladu z roku 1989 Matematiceskije nacala natural’noj filosofii od A. N.
Krylova [26] (obr. 10), jednak z anglického vydani The Principia: mathe-
matical principles of natural philosophy z roku 1999 od I. Bernarda Co-
hena a Anne Whitmanové (University of California Press, Berkeley, Los
Angeles, London) [25] (obr. 11).

HBIOTOH it

| L
| MATEMATHYECKHE i
A & <Marhematical Princples of NGaurral Philosoply
HATYPAJTBHOJ
SHIOCOPHHA

Obr. 10 Obr. 11

Polské vydani z roku 2011 Matematyczne zasady filozofii przyrody,
které vytvoril a komentafem opatfil Jarostaw Wawrzycki, zfejmé neni
v zadné verejné ¢eské knihovné [27].

Némecké vydani Mathematische Principien der Naturlehre je z roku
1872 od J. Ph. Wolferseho [28]. Moderni némecké vydani ma na svédomi
Volkmar Schiller z roku 1999 [29].

Také rumunsky vysly Principie dfive nez ¢esky — jejich nazev zni Prin-
cipiile matematice ale filozofiei naturale. Také toto vydani je v Narodni
knihovné v Praze [31].

4. Nas preklad prvni knihy Principii

Na&s preklad zahrnuje uplny preklad 1. knihy. Po 13 letech pfiprav a
cca 4 letech hrubé prace na tomto prekladu jsem 28. 3. 2023 konecné
uspofadal kiest této Newtonovy knihy (obr. 12).
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MATEMATICKE PRINCIPY PRIRODNI FILOZOFIE

Isaac Newton
uplny preklad prvni knihy, 2. rozsifené vydani

Leonardo Pisansky Fibonacci Felix Klein
LIBER ABACI - preklad prvnich péti kapitol O tzv. neeukleidovské geometrii
Michal Repik FrantiSek Koutny
K objemu a povrchu koule Newton a calculus a minimalizace
KuZeloseCky v obecné poloze Carl Friedrich Gauss
Od Laméovych krivek po superelipsoidy (30.4.1777-23.2.1855)

Karel Vasicek

Jak vydat knihu Financni; bankovni a internetovd bezpecnost
Krdtce o fotografii a jeji historii a podvody na Internetu
Newton a Principie Matematika na Internetu

Preklady Patrika Pribyla

Carl F. Gauss - Aritmetickd zkoumdni Lagrange - Elementdrni aritmetika
Peter G. Dirichlet - Pfredndsky o teorii Cisel Isaac Newton - Univerzalni aritmetika
Adrien M. Legendre - Esej o teorii Cisel

S pfedmluvou prof. Jana Novotného, CSc.
Prelozil a vydal: Karel Vasi¢ek, Vybrané &asti prelozil: Patrik Pribyl
Korektura prekladu: Vladimir Ladma, Jazykova korektura: Frantisek Just

Obr. 12
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Knihu osm meésicii opravoval Vladimir Ladma, jazykovou korekturu
provedl FrantiSek Just.

Pozadal jsem Jifiho Grygara a Jana Novotného, zda by nesepsali né-
jakou kratkou predmluvu. Bohuzel Jifi Grygar byl podle mych informaci
na akutni operaci, takze nestihl pfedmluvu sepsat. Jan Novotny sepsal
kratkou predmluvu. Souéasti knihy je stat Frantiska Koutného o New-
tonovi a nékterych jeho pracich. Dale je v knize pieklad prvnich &tyt
kapitol knihy Liber abaci (spise Kniha vypo¢ti nez Kniha o abaku) od
Leonarda Pisana Fibonacciho a stru¢ny zivotopis Fibonacciiv. Spis Fi-
bonacciiv byl dosud pielozeny jen do angli¢tiny jako jediného moderniho
ciziho jazyka. Dale jsou soucésti knihy texty Michala Repika (obr. 13).

MATEMATICKE PRINCIPY PRIRODNI FILOZOFIE
Isaac NEWTON

uplny prekiad prvni knihy

LIBER ABACI
Leonardo Pisansky FIBONACCI

prekiad prenich Etyf kapitol

Michal REPIK Karel Vasicek
K objemu a povrchu koule Jak vydat knihu?
Kuzelosecky v obecné poloze Kratce o fotografii a jeji historie

Od Laméovych kiivek po superelipsoidy

PreloZil a wdal: Karel VASIEEK Korektura prekladu: Viadimir LADMA,
Jazykova korektura: Frantiek JUST, Predmiuva: prof Jan NOVOTNY, CSc.

Obr. 13
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Dékuji vSem, ktefi se na knize podileli, nebo mi néjak pfispéli, at
finan¢né, praci nebo materialné.

5. Pripravovana vydani uvedenych publikaci

Doplnili jsme 5. kapitolu textu Liber abaci, ¢lanek Frantiska Koutného
Carl Friedrich Gauss, texty Karla Vagicka Pocitacova, finanéni, bankovni
a internetové bezpecnost a gramotnost a Isaac Newton a Principie. Toto
druhé vydani Principif by mélo byt k dispozici ziejmé v fijnu 2024. Pred-
mluvu tohoto vydéni slibil sepsat i Jifi Grygar.

Literatura

[1] Bernoulli, J.: Uméns odhadu (édst ¢turtd). Masarykova univerzita, Brno,
2020.

[2] Proks, I.: Celok je jednoduchsi ako jeho casti, vybrané kapitoly z histérie
exaktniych prirodnych vied. Veda, Bratislava, 2012.
[3] Livio, M.: Je Biih matematik? Argo, Praha, 2010.

[4] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Jacob/

[5] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Daniel/

[6] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Jacob(II)/

[7] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Johann/

[8] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Johann(II)/

[9] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Johann(III)/

[10] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Nicolaus(I)/

[11] https : / / mathshistory.st - andrews.ac.uk / Biographies /
Bernoulli_Nicolaus(II)/

[12] Streit, J.: Fr. J. Gerstner. Orbis, Praha, 1947.
[13] https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gerstner/
[14] Sisma, P.: Joseph Stepling. https://web.math.muni.cz/biografie/

[15] Kolomy, R.: Josef Stepling — matematik, fyzik a astronom. Matematika a
fyzika ve Skole, ¢. 9, 1978-79, s. 293—-296.

186


https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Jacob/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Jacob/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Daniel/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Daniel/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Jacob(II)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Jacob(II)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann(II)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann(II)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann(III)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Johann(III)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Nicolaus(I)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Nicolaus(I)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Nicolaus(II)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Bernoulli_Nicolaus(II)/
https://mathshistory.st-andrews.ac.uk/Biographies/Gerstner/

[16]

[17]
[18]

[19]

[20]

21]
22]
23]
[24]
[25]
[26]
[27]

(28]

29]

(30]

31]

32]
33]

Jachim, F.: Josef Stepling a jeho doba. Matematika, fyzika, informatika,
¢. 7,1997-98, s. 631-633.

Sisma, P.: Jan Tesanek, https://web.math.muni.cz/biografie/

Jachim, F.: Jan Tesanek a matematika 18. stoleti. Matematika a fyzika
ve Skole, 1986-1987, s. 590-592.

Novy, L.: Jan Tesanek a Newtonova Principia Mathematica Philosophie
Naturalis. Déjiny véd a techniky, ¢. 1, 2002, s. 1-21.

Newton, I.: Philosophiae Natvralis Principia Mathematica. Liber Se-
cvndvs / Avctore Isaaco Newtono Eqvite Avrato, Illvstrata Commen-
tationibvs Potissimvm loannis Tessanek Philosophiae, Pragee. Litteris
Caes. Reg. Scholae Normalis Factore Wenceslao Piskaczek, 1785. https:
/ /www.manuscriptorium.com/apps/index.php?direct=facsimile&pid=
NKCR_-NKCR_49B0001042_319MQLA-csIMGO0000001

Chandrasekhar, Subrahmanyan: Newton’s Principia for the common rea-
der. Clarendon Press, Oxford, 1995.

Sebesta, J.: Newton Isaac, Matematické principy prirodnej filozofie. Bra-
tislava, 2021.

Newton, L.: Matematické principy piirodni filozofie (vijbér z dila), dopisy
Isaaca Newtona Richardu Bentleymu. Praha, 2020.

Newton, I.: Principia. The mathematical principles of natural philosophy.
Cambridge University, Cambridge, 2021.

Newton, I.: The Principia: mathematical principles of natural philosophy.
Berkeley; Los Angeles, London, 1999.

Newton, I.: Matematiceskije nacala natural’noj filosofii. Nauka, Moskva,
1989.

Newton, I.: Matematyczne zasady filozofii przyrody. WSE, Krakow,
WSIiZ, Rzeszow, WSZiA, Zamoscie.

Newton, I.: Mathematische Principien der Naturlehre. Berlin,
1872. http : / / digital.onb.ac.at / OnbViewer / viewer.faces?doc =
ABO_%2BZ25324980X

Newton, I.: Die mathematischen Prinzipien der Physik. Berlin, New York,
1999.

Soler, J.: Vybrané cdsti Principi Isaaca Newtona prelozené do
Cestiny. https ://web.archive.org/web/20131220150904 / http : //
jirisoler.wz.cz/principia.html

Descartes, R.: Principy filosofie. Vijbor doplnény dvéma Descartovymi do-
pisy princezné AlzZbété Falcké. Praha, 1998.
https://cs.wikipedia.org/hesloJitiSoler

Jandora, D.: Moznosti vyuZiti Newtonovgch Principii pro vjuku. Bakalar-
ska préace, Masarykova univerzita, Brno, 2019.

187


https://www.manuscriptorium.com/apps/index.php?direct=facsimile&pid=NKCR_-NKCR_49B0001042_319MQLA-csIMG00000001
https://www.manuscriptorium.com/apps/index.php?direct=facsimile&pid=NKCR_-NKCR_49B0001042_319MQLA-csIMG00000001
https://www.manuscriptorium.com/apps/index.php?direct=facsimile&pid=NKCR_-NKCR_49B0001042_319MQLA-csIMG00000001
http://digital.onb.ac.at/OnbViewer/viewer.faces?doc=ABO_%2BZ25324980X
http://digital.onb.ac.at/OnbViewer/viewer.faces?doc=ABO_%2BZ25324980X
https://web.archive.org/web/20131220150904/http://jirisoler.wz.cz/principia.html
https://web.archive.org/web/20131220150904/http://jirisoler.wz.cz/principia.html
https://cs.wikipedia.org/heslo Ji�� �oler

Soma a jiné kostky
Alena Vavrova, ZS Karla éapka, Praha

ABSTRAKT. Soma kostka (Soma Cube) pat¥i v soucasnosti k béznym a hojné
roz§irenym 3D hlavolamum a sklddackam. Jednd se o jakousi prostorovou verzi
Tangramu. Obé sklidacky maji sedm dilkid a z obou lze vytvorit kromé zdklad-
niho obrazce/télesa tisice dalsich tvari.

1. Uvod

Soma kostka vznikla teprve v roce 1933. Vymyslel ji dansky védec
a spisovatel Piet Hein béhem ptednasky o kvantové mechanice. I kdyz
prednasel nositel Nobelovy ceny fyzik Werner Heisenberg, Hein byl mys-
lenkami oc¢ividné jinde. Zajimavé je, ze postupoval obracené — z 27 krych-
licek vytvarel dilky tak, aby jejich slozenim vznikla krychle 3 x 3 x 3.
Po skonéeni piednasky poslepoval téch 27 kostek do 7 tvari (obr. 1) a
pustil ndpad mezi lidi.

Obr. 1: Soma kostka [1]

Predpoklada se, ze uspéch Soma Cube byl zplisoben predevsim jeji
jednoduchosti. Na prvni pohled to vypada jako jednoduché skladacka,
koneckonci je to jen sedm dilki. Je zabavné sledovat na akcich rodice
s détmi razného véku, jak si tahaji dilky z ruky, protoze to prece neni
problém poskladat.

Bohuzel méalokdo se pousti opakované do hledani feSeni, sou¢asna ge-
nerace déti chce vysledky hned a bez namahy. Trochu ironické, kdyz
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si uvédomime, jak byla kostka pojmenovana. V roce 1932 vysla kniha
Aldouse Huxleyho Brave New World (v ¢esting Konec civilizace), désivé
depresivni romén o futuristické spole¢nosti, kde je hlavni se bavit, ne-
vazat se a mit ,pravo* na Stésti. A kazdy v knize ujiZzdi na droze soma.
Ta byla znama z indickych zapiski Rgvéda z doby starych Arji. Tehdy
somu tvofily halucinogenni rostliny jako prostfednik pro styk s bohy —
patii tam tfeba muchomurka cervené.

Kostku si 1ze snadno vyrobit, ale je i v nabidce raznych firem a v riz-
nych podobach, barvach i materialech (a cenéch). Idealni je dievo s kos-
tickami cca 2 cm.

Samotné schopnost fesit kostku Soma kopiruje kiivku rozloZeni inte-
ligence, ale se zajimavymi vychylkami na obou stranach kfivky.

A pokud je chceme vyuzit pii praci ve t¥idé s vétsi skupinou déti, je
dobré mit pro kazdé dité jeho kostku. Kromé rozvoje jemné motoriky pfi
manipulaci s dilky kostky dale

— trénujeme prostorovou predstavivost,

— podporujeme hravy piistup k prostorové geometrii,

— rozvijime schopnosti fesit problémy,

— podporujeme koncentraci a trpélivost,

— pii diskusi vytvafime a zdivodihujeme predpoklady feSeni,

— uéime déti popis faktt a procesi,

— diskutujeme o postupech a vysledcich,

— uime je vytvaret kostkové konstrukce podle navodu a popisovat po-
lohové vztahy objektii.

2. Slozitéjsi skladacky ze Soma kostky

Naroc¢néjsi uz jsou dalsi tvary, napt. ty na obr. 2.

3. Muj prinos do hry se Soma kostkou

Jako vyzvu do vedené tematiky jsem vytvofila varianty Soma kostky.
Nékteré z nich jsou znamé a maji své vlastni nazvy, napt. ¢islo 8 je
Mikusinski cube (obr. 3).

Literatura
[1] https://img. joomcdn.net/fc7300c3280675d3fc9922cb1857edc8731b56

09_original. jpeg
[2] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Soma_cube_figures.svg
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P0O01:cube parts  A120:sofa  ADG7:bench AQO7:bed A010:bathtub

28

AD03:dog AD39:camel A248:gorilla A175:scorpion AZ256:turtle

A EY L.

ADO5:crystal  AOQB:tower A025:pyramid  A020:tomb  AD15:cormerstone

Obr. 2: Utvary a jejich nazvy vytvorené ze Soma kostky [2]

Obr. 3: Dalsi varianty skladani Soma kostky
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Chybi/nechybi komplexni ¢isla v RVP?
Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. Rdmcové vzdéldvact programy (RVP) prochdzeji inovacemi. Témi
inovacemsi je hlavné skrtdni témat, kterd by méli stredoskoldci umét a pouZit
v Praxi. Cldnek se konkrétné vénuje vypusténi komplexnich cisel z RVP. Uka-
zuje, Ze znalost komplexnich &isel v mnoha pFipadech pomiZe ulehcit TeSeni
matematickijch problémdi.

1. Uvod

Komplexni ¢isla jiz nékolik let nejsou v RVP. Je to dobfe, nebo $patné?
My ucitelé jsme je ve Skole méli a také je ucili. A podobné je to s dalsimi
skolskymi tématy, prfipomenme si napi. analytickou geometrii v prostoru.
Je jejich vypusténi dobie, nebo Spatné?

Vénujme se dal pouze komplexnim ¢islam. Na podporu jejich existence
v RVP si uvedme nékolik tloh, kde je vidét, Ze by se ve gkole hodily.
Jde o ulohy z matematickych soutézi, coz je pfedmétem této konference.
Studenti fesi nékteré planimetrické ulohy pomoci analytické geometrie
— byva to ale vétsinou slozité. Pravé komplexni ¢isla zjednodusi tento
analyticky zpusob feSeni.

2. Uloha 1
Zaddni: Necht ABCD je konvexni ¢tyfuhelnik. DokaZte, Ze plati

|ABJ? +|CD|? = |AD|? + |BC|? & AC L BD.

2.1. Resent v eukleidovské roviné
Ozna¢me soutadnice vrcholt Alay;as], Blb1;ba], Cler;ca], Dldy;ds].
Levou stranu ekvivalence prepiSeme pomoci vektori a upravujeme:

T8 T8+ B 0B — B 1B + 70 7
(b1 —a1;b2 —ag) - (by —ay;by —ag) + (di —c13dy — c2) - (di —c1;d2 — ¢2) =
= (dlfal;dQ*CLQ)'(dl*a1§d2*a2)+(61*b1;02*b2)'(01*b1;02*b2)
(b1 — a1)® + (b2 — ag)® + (d1 — 1) + (da — ¢2)* =
= (d1 — a1)® + (da — a2)? + (e1 = b1)* + (ca — b2)”
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biay + baaz + dicy + dace = dyay + daaz + c1by + c2bo
c1(dy —b1) —ay(dy — by) + ca(da — ba) —as(de — b)) =0
(1 —a1)(dy —b1) 4+ (ca —az)(da —b2) =0
(c1 —ai;c —az) - (dy —bi;dy —b2) =0
AC-BD =04 AC L BD
Tim je tloha vyfeSena.

2.2. Reseni v Gaussove roviné, tj. pomoci komplexnich cisel
Souradnice vrcholi étyfiuhelniku ABCD zapiSeme pomoci komplex-
nich ¢isel a, b, ¢, d a analogicky jako vySe feSime:

AT A8 + OB OB ~ 4D 7D + B B
b—a)-(b—a)+(d—c)-(d—c)=(d—a)-(d—a)+ (¢c=b)-(c—D)
a-b+c-d=a-d+b-c
(c—a)-(d=b)=0
AC-BD =0 AC L BD

Tim je tloha opét vyTesena.

2.8. Porovndni metod TeSent ilohy 1

Vidéli jsme feSeni tlohy 1 jak v eukleidovské roving, tak v Gaussové
roviné. Je vidét, ze v tomto piipadé je druhé feSeni zapsdno kratsim
zpusobem, coz je dulezité i pro vétsi prehlednost.

Jak by tedy zde mohla znit odpovéd na otazku, zda jsou komplexni
¢isla uziteéna, ¢i nikoli?

3. Uloha 2
Piedstavme si nyn{ ulohu z Rumunské MO v roce 1994 [I}, s. 91-92].
Zaddni: Necht M, N, P, Q, R, S jsou postupné stiedy stran AB, BC,
CD, DE, EF, F A konvexniho Sestithelniku. DokaZte, Ze plati:
IMQ|? = |NR|* +|PS|* & NR L PS

3.1. Reseni v Gaussové roviné
Souradnice vrcholi Sestithelniku ABCDEF' zapiSseme pomoci kom-
plexnich ¢&isel a, b, ¢, d, e, f. Stitedy M, N, P, Q, R, S stran Sestitthelniku
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ABCDEF zapiSseme pomoci komplexnich ¢isel

a+b b+c¢ c+d d+e
= 9 , = 9 , P= 9 , 4= 9
e+ f Siera
o2 T 2
A8 F
R
-,
FE
M+ :
. 10
D
B - 'p
N c
Obr. 1

Levou stranu ekvivalence pfepiSeme pomoci vektora a upravujeme:
MQ-MG=NE-NE+ PS-PS$
(d+e—a—-b?—(e+f—-b—c’=(f+ta—c—d)?
(d—a—f+c)-(d+2e—a+f—-2b—c)=(f+a—c—d)?
(fra—c—d)?—(f+a—c—d)-(d+2e—a+f—2b—c)=0
(fta—c—d)-(2e+2f —2b—2¢) =0
(f+a_c+d) _ (e-l—f_b-i—c) 0
2 2 2 2

(s=p)-(r—=m)=0
P§-NE=0<PSLNR

Ekvivalentnimi tpravami jsme dospéli k tvrzeni, Ze pfimky NR a PS
jsou vzajemné kolmé.

4. Uloha 3

Tato tloha je z Ceské MO, rok 2023/24, domaci kolo Z9 [2]. Jejim
autorem je autor tohoto ¢lanku. Toto propojeni mezi tlohou a ¢lankem
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mé pravé zduraznit vhodnost ponechani komplexnich ¢isel v RVP.

Zaddni: Trojuhelnik ABC' je pravothly s pravym thlem pfi vrcholu C.
Body A’, B’, C’ jsou obrazy bodu A, B, C ve stiedovych soumérnostech
se stfedy C, A, B. Dokaite, ze plati

|A'B'2 + |B'C'|> +|C'A'|> = 14 - |ABJ*.

Obr. 2

4.1. Syntetické Fesent
Oznaéme |AC| = b, |BC| = a. Pak je
|A'B'|> = a® + (3b)* = a® + 907,
|B'C'|> = (3a)? + (2b)* = 9a® + 4b?,
|A'C' ) = (2a)* 4+ b? = 4a® + b,

takze je
|A'B'|? + |B'C'|* + |C"A')? = 14(a® + b*) = 14|ABJ?.

4.2. Resent v Gaussove roviné

Souradnice vrcholi trojuhelniku ABC zapiSeme pomoci komplexnich
¢isel A, B, C, aby se to nepletlo s délkami stran a, b. Souradnice vrcholu
trojihelniku A’ B’C" zapiseme A’, B’, C'. Mezi t&mito &isly plati vztahy:

_B+B’ c+c’ A+ A
T2 2 2
A'=20—-A, B'=24A-B, C'=2B-C

A
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V trojihelniku ABC plati Pythagorova véta:

(A-B)?=(A-0C)*+(B-0)?
C? = AC + BC — AB
A nyni jiz dokdZeme pozadované:
|A/B/|2 + ‘B/CI‘Q + ‘C/A/|2 —
=(2A-B-2C+A)?+(2B-C—-2A+B)*+
+ (20 -A-2B+0)* =
=(BA-B-20)?+(—2A+3B—-C)*+(-A—-2B +30)*=
=14(A*+ B*+C?* - AB - BC - AC) =
= 14(A% —2AB + B?) = 14(B — A)* = 14|AB)?

5. Zavér

Na nékolika ulohach jsme si ukézali, jak se daji FeSit nékteré matema-
tické tlohy. Na nich je dobfe vidét, Ze pro kazdou tlohu je vhodné né-
ktera z prezentovanych metod feSeni. A je zde jasné vidét, Ze je mnohdy
velmi uzite¢na metoda vyuzivajici komplexni &isla. Pro¢ je tedy vypous-
tét z RVP?

Literatura

[1] Andreescu, T., Andrica, D.: Complex Numbers from A to ... Z. Birk-
h&user, Boston-Basel-Berlin, 2006.

[2] Zhouf, J.: Uloha MO, kategorie C. 1995.

Informace o publikacich vydavatelstvi Portal I11

Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha

ABSTRAKT. V ¢ldnku je prezentovdna jedna populdrni matematickd publikace
vydavatelstvi Portdl. Z této publikace jsou prezentovdny konkrétni problémy,
jejich tesent je ale ponechdno na ctendfi.
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1. Uvod

Tento ¢lanek je pokracovanim ¢lanku [2)[B]. Jedna se jiz tradi¢né o pre-
zentaci publikace vydavatelstvi Portal. Na dvou minulych konferencich
byly prezentovany publikace Jakou barvu md medvéd, Piijdou ti logici
do baru a Seherezddiny hadanky a dalsi podivuhodné lohy.

Nyni je prezentovana publikace Vedle nul je jednicka velké cislo [1],
jejimz obsahem jsou napi. Pocetni triky a ¢iselné hiicky, O cifernych
souctech a pohadkovych éislech, Jak zustavaji ¢isla v hlavé, Kouzla s ¢isly
a roky narozeni, Magie s kostkami, kartami a papirem a Fada dal3ich
témat.

Obalka knihy, z jejiz prvni kapitoly Pocetni triky a ciselné hiicky je
v tomto ¢lanku ¢erpano, je na obr. 1.

'olaer
éwﬁnéea(/
Vedle py
I€ Jednigkg
velké Cislo

Matematické triky
Pro kazgy den
/

Obr. 1

2. Pocetni triky a ¢iselné hricky

Kapitola je nazvina ponékud nadnesené, jeji obsah ve skuteCnosti
pojednava o obyc¢ejnych ¢iselnych operacich, které jsou ale malo znamé,
a tudiz i malo pouzivané. Proto jejich prezentace mize nasledné usnadnit
Ciselné pocitani.
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2.1. Druhd mocnina Cisel koncicich pétkou

Tuto poucku znadme ze skoly:

35 x 35 = 3 x 4|25 = 12|25 = 1225
135 x 135 = 13 x 14]25 = 182|25 = 18225

Rozdélovnik ve formé svislé ¢ary je tu jako uvod k zapisim dalSich vy-
pocti.

2.2. Soucin Cisel, kterd maji stejné desitky a maji soucet jednotek roven
deseti

Vypoéty jsou v podstaté shodné jako v pfedchozi kapitole:

32 x 38 =3 x 4|2 x 8 = 12|16 = 1216
131 x 139 = 13 x 14|1 x 9 = 182]09 = 18209

Sem patii tedy i tento soucin:

45 x 45 = 4 x 5|5 x 5 = 20|25 = 2025

2.3. Soucin Cisel, kterd maji stejné jednotky a maji soucet desitek rovny
deseti

Ze zde uvedenych piikladi je jasné, jak se tyto operace provadéji:

32 x 72 =3 x T+2|2 x 2 = 23|04 = 2304
55 x 55 =5 x 5 4 5[5 x 5 = 3025 = 3025

Rozsifeni na viceciferna ¢isla neni tak jednoduché, takze to neni tak
zajimavé, tudiz ani tak hezké. Proto tuto situaci zde neprezentujeme.

2.4. Soucin vicecifernych Cisel s jednocifernym cislem

I zde si, doufejme, ¢tenaf sam zduvodni tyto operace:

523 x 3 = 5/23 x 3 = 1569 = 1569
2113 x 8 = 21|13 x 8 = 168 + 1|04 = 169|04 = 16904
34588 x 5 = 3|45(88 x 5 = 15[225[440 = 15 + 2|25 + 4[40 =
= 17|29]40 = 172940
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nebo (jen pfi nasobeni péti)

34588 x 5 = 34|58|8 x 5 = 17|29]40 = 172940
34598 x 5 = 34|59|8 x 5 = 34|58 + 1|8 x 5 = 34|58/18 x 5 =
= 17/29/90 = 172990

3. Zavér

Ukazali jsme si nékolik zajimavych pripadi, jak lze nésobit specialni
dvojice prirozenych ¢&isel. Néco zname ze Skoly, ale vétSinou jde o u nas
neprezentované operace. Zajimavé jsou i zapisy ¢isel s oddélovacim zna-
kem ve tvaru svislé Cary.

Snad kazdy ¢tenai pochopi uvedené operace. Kdo by mél néjaké pro-
blémy, at si zapiSe ¢isla v dekadickém rozvoji. Tam je jasné vidét zdu-
vodnéni uvedené operace.

Jako ptiklad této aktivity uvedme tento piriklad:

32X 72 =3 xT7+2|2 x 2= 23|04 = 2304
32x72=(3-10+2) x (7T-10+2) =
=3-7-10°4+(3+7)-2-10+2-2=

=(3x7)-1024+2x102+2x2=[3x7)4+2]-10*+2x 2
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PODEKOVANI

Organizatori konference dékuji sponzorum, diky kterym mohl byt vysa-
zen a vytistén tento sbornik. Jsou jimi:

ALEF NULA, a.s.

https://www.alefnula.com/


https://www.alefnula.com/

ForClassmates”

ForClassmates, s.r. 0.

https://www.forclassmates.com/cs


https://www.forclassmates.com/cs

ZA PODPORY

Janecek ®
Foundation

Nadace Janecek Foundation

www . janecekfoundation.cz/


https://www.janecekfoundation.cz/
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