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UVOD

Uvodni slova

Vazeni ctenari,

sedmy roc¢nik konference Ani jeden matematicky talent nazmar
probéhl 5. a 6. ¢ervna 2015 v Hradci Kréalové. Tato tradi¢ni konfe-
rence, ktera je tematicky orientovana na zaky a studenty talentované
v matematice a prirodovédnych oborech, nasla letos nové garanty:
Univerzitu Hradec Kralové a Kralovéhradeckou pobocku JCMF. Diky
témto organizatorum se na konferenci podarilo vytvorit prijemnou
pracovni a pratelskou atmosféru. Problematika zaku a studentu
talentovanych v matematice a prirodovédnych oborech ziskava v po-
slednich letech tim vic na aktualnosti, ¢im vic je zfejmé, ze to
budou pravé tito mladi lidé, kdo se v budoucnu stanou hybateli
pokroku a nositeli védeckého, technického i spolecenského rozvoje.
Na konferenci zaznély prednasky, které se na problematiku talentu
a pedagogické prace s nim divaji z pohledu psychologického, matema-
tického, informatického, ale i prispévky tykajici se odbornych soutézi.
Prednasejici predstavili posluchacum nékteré dulezité teoretické
ramce, ale zaroven své prednasky uvadéli do souvislosti s kon-
krétnimi praktickymi zkuSenostmi s aplikaci uvadénych poznatku pti
praci s zaky zakladnich skol a studenty strednich i vysokych skol.
Sbornik, ktery pravé dostavate do ruky, obsahuje piispévky k témto
prednaskam. Vérime, ze v ném najdete mnoho inspirace a podnétu
ke své pedagogické praci, ale také k vlastnimu rozvoji. Tésime se na
setkani na pristim ro¢niku konference Ani jeden matematicky talent
nazmar.
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PROGRAM KONFERENCE

Patek 5. 6. 2015
9.30 Prezence

10.30-10.45 Zahajeni

10.45-11.30 Martin Bilek, Michal Musilek: Projekt MaScilL,
aneb IBL jako néstroj rozvoje talentu

11.30-12.10 Ludmila Valesova: Trénovani paméti
12.10-12.30 Jana Sevcové: Informace o soutézi Pythagoridda

14.00-14.45 Marie Havigerova: Vyhledavani nadanych déti
a aktualni poznatky o nadani

14.45-15.20 Michaela Kaslova: Jeden nebo nekone¢né mnoho?

15.45-16.15 Jana Kopfova: Pythagorova veta ako ju (mozno)
nepoznate (alebo ¢o vsetko. . . )

16.15-17.00 Jaroslav Zhouf: Matematické hry I

Sobota 6. 6. 2015
9.00-9.15 Jaroslav Zhouf: Matematické hry II

9.15-9.45 Iva Vojkuvkova: Den 7 (nejen) na FIM
9.45-10.30 Jaroslav Zhouf: Jsou testy 1Q skutecnymi testy 1Q?
10.30-11.00 Radovan Potucek: O tiech typech nekone¢nych tad
11.00 Zakonceni



PREDNASKY

Jeden nebo nekone¢né mnoho?

Michaela Kaslova, PedF UK, Praha'

ABSTRAKT.  Pojmotvorny proces probihd u nadprumérnych Zdaku
v leccems odlisné od majority tridy. Nekdy je rozdil evidentni, jindy
se skryva v ,malickostech®, které probéhnou wve vteriné. Jaké otazky
provdzeji proces zobecniovdni? Kdy nastdvd u Zdka zdjem o pojem a jeho
reprezentaci? Analyzujme cétyri pripady, na kterych si ukdZeme, co a kde
vzniklo a jaky to dalo popud k diskust.

1 Uvod

Prace s nadprumérnymi zaky vyzaduje vysokou citlivost na to, co a jak
rikaji. Jsou myslenky, které diky nepfipravenosti ucitele mohou zapad-
nout. Zék nékdy uvazuje nahlas, sdéluje své pocity, ndpady, aniz by si
uvédomil, co vyznamného je za nimi skryto. Je na uciteli tyto zakovy
podnéty registrovat, analyzovat a adekvatné na né reagovat.

2 Ctyfi situace

S nadprumérnymi zaky mam ¢tyri druhy zkuSenosti: jako pozoro-
vatel pii hospitacich, jako uéitel prvniho/druhého stupné, jako experi-
mentétor, jako vedouci Klubu pratel matematiky (dale jen KPM), kam
chodi dobrovolné zéaci ve véku 5 — 11 let. Nasleduji ¢tyti pripady z KPM,
ve kterych si budeme v§imat zdkovskych reakci na rizné podnéty, které
jsou vzhledem ke kontextu prvniho stupné nestandardni (galerie s abs-
traktnim umeénim a Geogebra). Piipady nejsou uvedeny chronologicky
proto, ze teprve v situaci 1 z roku 2013 jsem si uvédomila, ze podobny
posun nastal jiz dfive, a to v monologu divky v roce 2010 (situace 2)
a v dialogu ti{ chlapcu v roce 2012 (situace 3). Obé situace (2 i 3) byly
sledovany puvodné z jiného hlediska a také publikovany v jiném kontex-
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tu. V situaci 4 byly jiz v prubéhu diskuse cilené zaregistrovany momenty
onéch promeén.

2.1 Situace 1

Kontext: Galerie Méstska knihovna v Praze, vytvarnik M. Kubicek,
skolnf rok 2012/13

Ukol: Vybrat si jedno z dél, které se mi libi/zaujalo mne; vybér
zduvodnit

Z&k M, devét let, popisoval jeden obraz, ukazoval, co ho zaujalo,
a prebihal zleva doprava, aby vSichni vidéli; najednou si vsiml (udiv),
ze se z ruznych uhla pohledu trojihelniky méni (obrazek 1): | J& myslel,
ze je vostrej (ostrouhly), ale von muze. .. “

Zarazil se, ostatni vS8ak ne. Ucitel se podivil a to zpusobilo, ze
nasledovalo zkoumani: vybraného trojihelniku v galerii a stitu u domu
cestou do ZS (obrazek 2).

Nasledujici etapa: Nékteti zaci (z KPM v rdmci outdoorové mate-
matiky) pfinesli fotografie objektu zabiranych pod riznymi ihly. Prace
se postupné prolinala s diskusi nad fotografiemi a nad silnou vzpominkou
z galerie.

Diskuse: Diskuse se soustfedila na otazku, kolik je vlastné
trojuhelniki. Pokud bychom se mohli na jeden obrazek divat z ruzného
uhlu nebo z ruzné vzdalenosti, byl by to jeden trojuhelnik, nebo by jich
bylo vice?

Obrazek 1



Zaznam fragmentu: ,...tak je jen jeden? Tupothlej znamend,
ze... Koukam z jinyho mista,... Ne uhlu...? Tak kolik je vlastné
trojuhelniku? Nekonecné? Kdyby byl jen jeden, tak pro¢ ucitel rika, ze
je délime na. ..

Obrazek 2

2.2 Situace 2

Kontext: Galerie Rudolfinum, vytvarnice Shakbasi, Skolni rok
2010/2011

Ukol: Vybrat si jedno z dél, které se mi libi/zaujalo mne; vybér
zduvodnit

Zakyné A, Sest let, popisovala, co ji na obraze se tfemi barevnymi kou-
lemi zaujalo (obrdzek 3): ;Hm... Ted mi to doslo... Ona koule nemusf
na nicem lezet. Vlastné muze ménit tu velikost, ... *

U: ,,Pro¢ myslis?“

A: ,No, ... Neni tu nic jinyho, nevim, jestli je vétsi nez ja, nebo
mensi... Je to asi jedno....(pauza). Ona (autorka) tika, ze je jedno,
jakou si tam predstavim barvu, koule muze byt, kde chce. Ja to vidim. ..
Ani nevim, jestli se toci, ale to je taky jedno. Je (singulér) to koule. Je
to krasny.*

Poznamka: V projevu holc¢icky v zavéru jiz nejsou koule (mnozné
¢islo), ale mluvi jen o jedné. Jde pro ni o modifikaci jediného dyna-
mického modelu pojmu koule. Singular jména zustal ucitelem napoprvé
nepovsimnut, teprve s odstupem casu se vynoril jako vyznamny pri opa-
kovaném ¢teni zaznamu.



Obrazek 3

2.3 Situace 3

Kontext: Galerie MU Hradec Kralové, vytvarnik V. Bostik, skolni
rok 2011/2012

Ukol: Vybrat si jedno z dél, které se mi libi/zaujalo mne; vybér
zduvodnit

Zéci, kteif se shodli na jednom dile, M, K, S, T (ze zdznamu nenfi zcela
jasné, kdo co tekl) (obrazek 4):

,Hele to, je to, to — kruh.*

,No a co?*

,Co to ma jako bejt?*

,Ale neni vohranicenej.“

, 1o vadi?*®

,lak... Je to vnittek kruhu, ale...*

,Kde je ta kruznice? Je to takovy, takovy, no — neurcity. ..

»Jako by se zvétsovall“

,Ne, je mensi a. ..

, 10 je tou barvou.*

»Llaky neni stejné barevnej. ..

,Jako kdyz jde do nekonecna.*

, 10 by neslo, kdyby tam ta kruznice byla.*

,No jo, to by nebylo véény.“



M a T se usmivaji, S krouti hlavou, ale uz nic nefika, K ma chvili
oteviena usta.

Obrazek 4

Poznamka: V prubéhu diskuse se méni pohled na obraz a pro nékteré
se staticky model kruhu stava dynamickym modelem, ktery je schopen
meénit svoji velikost pri zachovani tvaru, pro druhé nezvyraznéni hranice
kruhu dava tusit existenci nekoneé¢né mnoha modelu. Nejde jiz o fadu
modelu, ale jediny proménlivy model. Neni jasné, jak dalece je chapan
proces volby jednoho z modelu dle potieby, tedy dospéni k cilené volbé
reprezentanta. Diskuse neuzaviena.

Ve skole za tyden:

M: , Tak ma Bostik jeden kruh?... Kdyz by se roztahoval, tak by byl
vlastné jeden.“

S: ,,No, kdyz se roztahuje, tak je jich nekonecné ... moc ...*
U: , Tak se o tom pobavte se spoluzaky.*

T: ,To sotva.“

U: ,,Proc¢?“

T: ... jejim to fuk.”

M: ,,MaJ problém s kruzitkem.*

U: , Tak jesté pockame.“

S: ,Na co?*

U: ,,Divejte se kolem sebe a premyslejte, az budete chtit, budeme o tom
mluvit.*

2.4 Situace 4

Kontext: Ttida, interaktivni tabule, teprve potieti se v KPM ucili
zobrazovat v Geogebre

10



Organizace: Prace ve skupinach po 2 nebo 3 zacich dle véku, prace
odkryvanim, v blocich od 15 do 20 minut na interaktivni tabuli; skupi-
nu A stiidala skupina B, ktera méla jiny tkol.

Ukol: A) V systému soutadnic sestrojte pravidelny ¢tyfthelnik s vr-
choly v bodech [-3; 0] a [0; —3]. Sestrojte kruznici, kterd je mu vepsand
(opsand). Pak sestrojte opét pravidelny ¢tyithelnik, ktery je vepsan vasi
kruznici, a opét novou kruznici, a to tak dlouho, dokud vas to bude bavit
(obrazek 5).

B) Obrazek ulozte a zjistéte, jak by se dal zvétsit nebo zmensit.

Obrazek 5

Dialog:

M: , Kdyz se to zmensi. ..

T(7): ,,Nekonecno!!“

U:?

T(7): ,Furt dal. ..«

M: | Ten (obrazek) ukazuje zmensovéni. . .

M2: ,Zvétsovani...“ (smich)

T: ,Toceni. .. "

H: ,To je furt to samy. Kdyz se to d& zvétsovat, tak je zbyteény to
delat dokola. Staci jeden.*

U: ,,Co to tedy je?“

H: ,Jeden kruh a jeden ctverec. Vlozili se dalsi. Jaky nekonecno?*

T: ,No... (pohled na U) nekoneéné mnoho mensi a mensi a mensi.

M2: A vétsi a vétsi a vetsi.

T: ,Ale i ty vétsi muzou bejt maly az jako bod.*

Hra na interaktivni tabuli v programu Geogebra pokracovala.

H: ,Stejné je to jen jeden (obrazek). Neznam softwer, ale je to jeden,
co se meéni.
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M: ,Jak chces ty, ze jo?*
H: ,Nebo ty, to...“ (mavl rukou)

3 Jen nadpriumeérni?

V bézné ttidé (nejen na prvnim stupni) o relativné velkém poctu zdku
musi ucitel sledovat obrovské mmnozstvi jevu, ty selektovat a tiidu v ak-
tualné relativné optimalni strategii smérovat k naplnéni kratkodobych
i dlouhodobych cili. To vSe realizuje ve dvou rovinach: jak ke ttidé ja-
ko jednomu celku, tak vzhledem k individualnim pripadum, k jednot-
livetim, ¢i malym skupinam. Na prvnim stupni jednak nepredpokladame
(jak plyne z metodickych ptirucek, ¢lankt, piiprav na hodiny, které jsou
dostupné na internetu), ze se dité muze trapit otdzkou mnozstvi modelu,
jejich typu, jednak neni pro ucitele prilis prostoru, aby registroval takové
nuance, a konecné ne kazdy ucitel je na toto ptipraven.

Z pozorovani praxe (hospitace, vyuka studentu kombinovaného stu-
dia, seminéfe dalsiho vzdélavani) plyne, Ze nékteri ucitelé maji problém
rozliSit mezi matematickym terminem (vyslovenym, napsanym) a mate-
matickym pojmem, pojmem chapanym jako vyvijejici se struktura, jejiz
soucasti je i termin. Podobné neni ve studiu ucitelt vzdy dostatek pro-
storu nejen probrat, ale tim méné naucit pozorovat takové situace, aby
se ucitel musel zamyslet nad tim, zda je pro zaka pojem na trovni unika
(unikum jako pojem, kde je termin propojen s jedinym modelem /typem
modelu), do jaké miry doslo k posunu, k redukci ve skdle modelu, kdy
a jak dochazi k dalsimu zobecnéni, nebo dokonce k abstrakénimu zdvihu.
Zpocatku ma jedinec tendenci propojit slovo/slova (mluvend nebo psana
hlaskovym pismem nebo symbolikou) s jedinou predstavou v daném kon-
textu. Propojeni nazyvame neprdazdny pojem. Pokud jde o unikum, pak
toto jedinecné propojeni je cilové, ale v matematice u abstraktu je proces
najdeme v fadé odbornych textu (Hejny, Vondrova a dalsi). Termin
neni totéz co pojem. Osvojeni pouhého terminu muze vést i k zalozeni
prdazdného poymu. Pojmy v matematice by nemély byt prazdné, u osvo-
jovani matematickych pojmu jde o dlouhodoby proces nazyvany pojmo-
tvorny proces nebo také zrani pojmu, které je u zaku individualni, ne-
jednotné.

Podrobnéjsi sledovani nadprumérnych ziku ovSsem ukazuje (nejen
v popsanych situacich), ze abstrakéni zdvih nékdy naskoc¢i rychle,
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ale nemusi byt stabilni. V nékterych sledovanych ptipadech u nad-
prumeérnych zaka prvniho stupné je zprvu vazan na kontext, ve kterém
k tomu doslo, a vede zpravidla k dalsimu zkoumani novych kontextu
s piipadnym hledanim souvislosti. Podobné situace muzeme sledovat
u nadprumeérnych déti v predskolnim véku, kdy ve specifickych situ-
acich dochazi k zobecnéni, které ovsem neni stabilni, a v jinych situ-
acich je u ditéte sledovano propojeni na izolované modely. Tento proces
muze byt navic nevhodné narusovan komunikaci ve tiidé, kdy spoluzaci,
ucebnice, nékdy i ucitelé komunikuji s nadprumérnym tak, ze nevédomky
vraceji zaka do nizsi ,faze poznavaciho procesu“. V situaci 1 je patrné,
jak je zak zmaten rozporem mezi mluvou ve skole a vlastnim ,,objevem®.
V treti skolni diskusi v KPM doslo k novym posunum. Teprve inter-
pretaci a propojenim skolni a mimoskolni situace pak ucastnici odkryli
novou formulaci (V): ,....jak je fuk, jestli je to ABC (trojtihelnik), nebo
PQR,... Hm, jako neva, Ze je tupej, pravej, pravouhlej, a tak. Je to furt
trojuhelnik. Jeden?... Jo?“

Setteni v devadesatych letech na prvnim stupni v ZS ukézalo, Ze se zaci
z vice nez 80 % domnivaji, ze geometrie je jen ,svét, ktery se vejde na
lavici, do sesitu, do ucebnice®, Ze jeho existence zavisi na rysovani nebo
na vytvareni obrazku. Jak o takovych predstavach je informovan svét au-
toru uc¢ebnic? Je nebo neni nutné zasahnout do RVP? Maji nékteri zahra-
nicni ucitelé pravdu, ze ucebnice matematiky je kontraproduktivni pro
poznavaci proces, ze je tfeba davat zakum specifické pracovni listy? Po-
kud ano, jsou na to ucitelé pripraveni? Za jakych podminek (pocet zdku,
pocet internaci se specifickymi poruchami, moznost asistence, pocet ho-
din matematiky v tydnu, ...)? Je zde proces, ktery podle mého vyzaduje
dlouhodobéjsi zkouméni u jednotliveu. Je otazkou, zda a za jakych okol-
nosti je mozné, ze neodhaleni takovych momentu se muze podilet na
vytvéareni blokdtoru (Kaslové, 2015) v pojmotvorném procesu. Souvisi
popsané situace také s tim, jak ucitel komunikuje s zaky? Podivejme se
na ruzné situace v hodindch matematiky v zahranici.

1. situace, Belgie, 1998: Mame trojuhelnik (jednotné cislo). Muize vy-
padat ruznée. Nacrtnéte rizné typy.

2. situace, Francie, 2009: Dej mi ruzné priklady trojuhelnika. Kdo
nacrtne obrdzek néceho, co trojuhelnik pripomind, ale nemuzZeme ho po-
gmenovat trojuhelnik?

3. situace, Italie, 2002: Jsou rizné moznosti, jak zobrazit trojuhelnik.
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Pracujte ve skupindch a vyznacte co nejvic modeli trojihelnika.. .. Podle
¢eho mdm posuzovat vasi prdaci? Kdy muzeme prigmout to, Ze vds obrdzek
zastupuge trojuhelnik (zobrazit zde znamend vidy zduraznéni zdstupné
funkce modelu)?

4. situace, Svycarsko, 1995: V éem je rozdil, (néjakyj) trojihelnik
a (tento) trojuhelnik (rozdil je v clenu u jména)?

Zduraznuji, ze mimo jiné ve vSech ¢tyrech zminénych zemich jde

v mluvé o rozdil v uziti ¢lenu u jména. Rozdil je jazykové i v tom,
zda uzijeme u jména trojuhelnik ¢len a ktery clen. Naptiklad ve fran-
couzstiné neurcity ¢len jednotného ¢isla ma dva vyznamy: jeden ¢i
kterykoliv z modeli pojmu trojihelnik; ur¢ity ¢len v jednotném cisle
znamena termin vazajici se na pojem, tedy termin, ke kterému se poji
nepieberné mnozstvi predstav — modeli, nebo to znamend reprezen-
tant pojmu v pripadé, ze je trojuhelnik znam — Ze vidime reprezentant
pojmu na tabuli nebo Ze je blize uréen (napf. pojmenovén, ze zname je-
ho rozmeéry, piipadné polohu napft. v systému soutadnic a tak podobné).
V angli¢tiné vynechani ¢lenu znamend, ze mame na mysli pojem (zjed-
nodusené feceno: propojeni terminu s predstavami), neurcity clen naz-
nacuje, ze budeme pracovat s jakymkoli modelem pojmu trojuihelnik a
uréity ¢len funguje podobné jako ve francouzstiné. Cestina ¢leny u jmen
neuziva, takze mira obecnosti/konkrétnosti neni ziejma. Je na komu-
nikujicich, zda miru obecnosti, ¢i roli uzitych slov daji najevo dalSimi
jazykovymi prostiedky. Napiiklad muzeme sledovat situaci v komunikaci
kolem slova trojuhelnik a dany (vybrany, nds, ABC) trojihelnik, ktery je
ddn/urcen ...
Pii kontrole prace zaku ucitelé v zahranici castéji uzivaji vazeb C¢i
frazi, potrhujicich existenci tfid shodnych trojihelnikta k danému zadani,
z ¢ehoz plyne, ze kazdy zék narysoval jednoho z reprezentantu této tiidy,
daného typu. Klade se diraz na to, ze to vSem musi vyjit stejné ve smyslu
shodnosti, neni-li tikol zadédn jinak (poloha, symbolika a podobné).

4 Shrnuti

Duraz na uspornost v ucitelové vyjadiovani smazava rozdil mezi
terminem a pojmem, pojmem a jeho modelem, vybérem modelu jako
reprezentanta dané tridy, ktery je vhodny pro danou situaci, pro daného
jedince. To vSe nestoji jen na uziti slov — zde podstatnych jmen, ale
i na mluvnickém ¢isle v kontextu véty, jak se ukazalo ve vypovédich
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v uvodnich situacich. Citlivost na jazyk a na situace, tedy na sluchové
a vizualni jevy, je oznacovano v odborné literature jako jazykovy cit
a Kufinovo ,uméni divat se“. Na zavér sledujme na fotografiich rtizné
pohledy na ,modely pravoihlych trojihelniku“, které tvoii vyzdobu
knihovny Katolické univerzity v Ruzomberoku (obrazek 6).

Obrazek 6

Reference

[1] Kaslova, M.: Didaktické struktury. Predndska na konferenci Talent v matematice. MU BRNO,
fijen 2014.

[2] Kaslova, M.: Viytvarné uméni jako motivace Zdka nadprimérného v matematice. Prednaska
na konferenci Podpora talenti. MU Brno, listopad 2014.

[3] Kaslovd, M.: Outdoorovd matematika. Workshop na konferenci Jak ucit zdky matematice.
Litomysl, listopad 2013.
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Tajemstvi ukryta v pravoihlém trojihelniku
Jana Kopfova, MU SU, Ostrava !

ABSTRAKT. Tento prispévek md za cil popsat, co muze jiz dobre znamd
Pythagorova véta naucit talentované stredoskoldky.

1 Uvod

Profesor R. Smullyan ve své knize 5000 pr.n.l. a jiné filosofické fan-
tasie popisuje experiment, ktery provedl v hodiné geometrie. Na tabu-
li narysoval pravouhly trojuhelnik se ¢tverci nad jeho odvésnami i nad
preponou a upozornil na fakt, ze ¢tverec nad preponou ma vétsi obsah nez
kterykoliv ze ¢tvercu nad odvésnami. Pak se zeptal: ,,Predpokladejme, ze
vSechny tii ¢tverce jsou ze zlata a vam nabizeji jeden velky ¢tverec, ne-
bo dva mensi ¢tverce dohromady. Kterou moznost si vyberete?“ Mozna
vas prekvapi vysledek ,pokusu“ — asi pulka posluchacu si vybrala prvni
moznost a druhd pulka moznost druhou.

Taky jsem byla prekvapena, a jesté mnohem vic, kdyz jsem si po-
dobnou situaci zopakovala ve skupiné asi 40 studentu stifednich skol se
zajmem o matematiku. Vysledek ,pokusu® byl jen malinko odlisny, asi
tretina studentu si vybrala prvni moznost, tfetina moznost druhou a zby-
tek se nevyjadfil, ale postupné zacalo par studentt vyktikovat: ,,Vzdyt
je to jedno.“. Nakonec se ozvalo: ,,/ To je Pythagorova véta.”

Pythagorovu vétu ve tvaru a®>+b? = ¢? zné snad iplné kazdy. Jak je ale
vidét z pribéhu popsaného nahoie, do hloubky a souvislosti ma Pythago-
rova véta co nového fict i nadanym zaktum stfedni skoly. Tento ptispévek
ma za cil popsat nékolik smértu, jak rozvinout téma Pythagorovy véty
pro stredoskolaky:.

Zacit muzeme diskusi a jednoduchymi tvahami na zamysleni a na
hledani souvislosti: Kde v§ude najdeme pravé uhly? Jak zkonstruujeme
pravé thly?

Le-mail: jana.kopfova@math.slu.cz
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2 Jak Pythagorova véta vznikla?

Jiz kdysi davno v Egypté, v dobé, kdy se stavély pyramidy, bylo
potfeba umeét presné vymeérit tizemi. Postup byl velmi jednoduchy. Delsi
lano opatrili trinacti uzly, takze mezi nimi vzniklo 12 stejné dlouhych
dilku. Zacatek a konec provazu chytil jeden clovéek a spojil je, treti uzel
drzel dalsi clovék a sedmy uzel dalsi. Potom lano napnuli od sebe, a vy-
tvorili tak pravouhly trojuhelnik.

Vznikly obrazec je trojuhelnik se stranami dlouhymi 3, 4 a 5 dilu.
Egyptané veédéli, Ze na tietim uzlu vznikne pravy ihel. Tohoto postupu
pouzivali i pii stavbé chramu a pyramid. Byla to takika ceremonie, kdyz
pri slavnostnim polozeni zdkladniho kamene takového chramu vystoupili
y,hapinaci lana“ a pomoci lana s uzly vytycili na stavenisti prvni pravy
uhel. Tito napinaci lana patrili k cechu knézské kasty a své tajemstvi
védeéni si peclive strazili.

Pozdéji ve starovékém Recku si polozili otdzku: ,,Jak to, Ze trojihelnik
se stranami délek 3, 4, 5 je pravouhly a trojuhelnik se stranami délek
4, 5, 6 se nemuze pysnit pravym thlem?“ Rekové si otdzku nejenom
polozili, ale nagli na ni i odpovéd, a tou je Pythagorova véta.

Pythagorova véta se jmenuje po slavném feckém matematikovi
a predevsim filosofovi Pythagorovi. Pythagoras ze Samu zil priblizné v le-
tech 580 az 500 pfed nasim letopoctem. Kdyz se usadil v mésté Kroton
na jihu Apeninského poloostrova, vytvoril kolem sebe zvlastni sdruzeni
— krouzek, jehoz ¢leny dnes nazyvame Pythagorejci.

Pythagorejci byli posednuti ¢isly. Pokouseli se vystihnout harmonii
svéta pomoci ¢iselnych vztahu. Pythagorejci utajovali svoje uceni, a pro-
to dnes nevime presné, co vymyslel Pythagoras a co jeho zéci. To se tyce
i slavné Pythagorovy véty, kterd byla patrné znama uz Babyléonanum.

3 A proc plati Pythagorova véta? O jejim dikaze

V mnohych védeckych muzeich po svété najdete nasledujici exponat
s nazvem Pythagorova véta (obrazek 1): Ve ¢tvercich se nachézi teku-
tina, ktera se po otocCeni exponatu prelije — z velkého ¢tverce do dvou
mensich a naopak. Je to dobry dukaz Pythagorovy véty? Zkusme se zaky
diskutovat, pro¢ by to mohl byt dikaz a proc ne.
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Obrazek 1

A je toto dukaz Pythagorovy véty (obrazek 2)7 Diskutujme se studenty
a nechme je prijit na to, kde lezi problém.

Ayl tiapaalai

Obrazek 2

Néasledné muzeme ukazat ,dukaz* Pythagorovy véty pomoci origami.
Jednoduchy névod s presnym popisem muzeme najit v odkazu [3]. Opét
aktivitu zakoné¢ime diskusi, jestli jde o platny a spravny dukaz.

V soucasné dobé existuje vice nez sto nejruznéjsich dukazu Pytha-
gorovy véty. Jeden z nich navrhuji probrat spoleéné, naptiklad pomoci
obrazku 3. Uvedeny dukaz je prikladem tzv. ,dukazu beze slov* — stu-
denti se snazi jenom z obrazku pochopit podstatu myslenky. Podobné
dukazy beze slov je mozné najit a vyuzit i v jinych oblastech matemati-
ky a v jinych tématech, vdéénym zdrojem napadu je kniha [1].

Studentim muzeme nasledné namnozit nékolik ruznych dikazu Py-
thagorovy véty (zdroj napiiklad [4]).

18



Obrazek 3

Nechame je samostatné pracovat s tim, ze jejich ikolem bude dikaz
pochopit a vysvétlit ostatnim. Vybrani zaci na konci aktivity predvedou
dukaz s vysvétlenim na tabuli, svij, nebo jiny, ktery je nejvic zaujal.
Hezké zabavné zpestieni vyuky je ukazat studentum néktery z dukazu
na vyrobu a piipravu) nebo ve formé hlavolamu na folii (jednodussi na
vyrobu i méné nékladnéjsi — obréazek 4), kde je tkolem posklddat dané
utvary do ¢tverce nad preponou a nasledné i do ¢tvercu nad odvésnami.

Obrézek 4

Samoziejmé je nejhezcéi, pokud studenti Pythagorovu vétu objevi sa-
mi. Protoze pisu o aktivitach pro stredoskolaky, predpokladam, ze ji
z uciva zakladni skoly jiz znaji. Nejhezci zpusob, ktery je mi znam, jak
vétu objevit, je (nebo bude) popsan v [2]. Ten je zalozen na podrobném
zkoumani pravouhlych trojihelniku ve ctvercové siti. Taky je hezké ne-
chat studenty skladat pravouhlé trojihelniky s celoc¢iselnymi délkami
stran z paratek nebo kousku stavebnice s tyckami a pozorovat a hledat
vztahy a zakonitosti, az je to dovede k objevu.
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4 Diskuse o vyznamu dikazu v matematice

Diky starovékym Rekim, a jejich dikaztim, je matematika jedind
vedeckd disciplina, kde to, co platilo pred tisici lety, plati i dnes —
pro hloubavé studenty je zvlast zajimavé porovnéni s fyzikou. Vyznam
starovékého Recka ve vyvoji matematiky — matematika pred Reky se
zabyvala otazkami, jak néco vypocitat, pomahala v praktickych tlohach,
az Rekové se snazili pochopit a prijit na to, pro¢ néco se tak dé pocitat.
Tim prisel objev dukazu a dulezitost jeho vyznamu. Tato cast je pro
studenty vétsinou zajimava a objevna, takovy pohled neznaji ze skolnich
hodin matematiky:.

Uloha 1: Navdzeme na pocatecni ulohu — jak by to vypadalo, kdyby
trojuhelniky nebyly pravouhlé? Po diskusi probereme a upozornime na
souvislost s kosinovou vétou (pokud to nevymysli sami studenti), pro
sikovné studenty s dukazem.

Uloha 2: Co se stane, jestlize v Pythagorové vété zaménime Ctverce
za trojihelniky nebo jiné pravidelné geometrické ttvary? Ctverce
nad odvésnami i pfeponou pravouhlého trojuhelnika nahradime rovno-
strannymi trojuhelniky, pravidelnymi Sestitithelniky, ¢tverci, pulkruhy —
plati tvrzeni podobné Pythagorove véte?

Mozné je to prekvapivé, ale ¢tverce lze opravdu zaménit v Pythago-
rové vété za jiné obrazce — trojuhelniky, Sestithelniky, pulkruznice, za
predpokladu, Ze jsou navzajem podobné. Soucet obsahu téchto obrazct
nad odvésnami bude opét rovny obsahu obrazce nad pfeponou [5].

Uloha 3: Podle sikovnosti studentu, se kterymi pracujeme, mi-
zeme hledat nejdiftv néjaké pythagorejské trojuhelniky (pravoiuhlé
trojuhelniky, jejichz délky stran jsou celd ¢isla), pak predpis pro obecny
pythagorejsky trojihelnik a vzorec pouzitelny pro jakykoliv pythago-
rejsky trojihelnik [6].

Uloha 4: Zaméifme se na trojihelnikova a ¢tyrsténnd cisla v Pas-
calové trojuhelniku, vlastnosti téchto cisel, hledani pravidel a vztahu
v souvislosti s problémy fecké matematiky, na feseni zajimavych ukolu.

Uloha 5: Diskutujeme pythagorejsky strom a souvislost s fraktély [7].

Na zavér muzeme vzpomenout souvislosti s neeuklidovskou geomet-
rii a zminit fakt, ze Pythagorova véta je ekvivaletni 5. axiomu o rov-
nobézkach. A ze v neeuklidovské geometrii existuji trojuhelniky, které
maji vSechny uhly pravé.
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5 DVD Matematika a jeji tajemstvi

Radi bychom vam nabidli DVD Matematika a jeji tajemstvi, kde se
muzete dozvédét vice o tajemstvich pravoihlych trojihelnika ¢i jinych
zajimavych tématech z matematiky.

Nabizime ¢eskou, anglickou i némeckou verzi DVD — Matematika a jeji
tajemstvi, Mathematics and its Secrets, Mathematik und ihre Geheim-
nisse. Ukdzka z DVD v ¢estiné je na adrese [8]. Ukdzka z DVD v némcéiné
je na adrese [9]. Ukdazka z DVD v angli¢tiné je na adrese [10].

DVD obsahuje sedm filmu o matematice namluvené rodilymi mluvéimi
na témata:

Tajemstvi fraktalti. Muze existovat dtvar s nekoneénym obvodem
a s koneénym obsahem? Pojd se s ndmi podivat do svéta fraktalu! Co
jsou to fraktaly, kdo a jak je poprvé objevil a kde se pouzivaji.

Ptibéh cisla Pi. Pi je jedno z nejslavnéjsich ¢isel v matematice. Kde
se ale vzalo, jaké ma vlastnosti a jak a pro¢ se objevuje ve vzorcich pro
obsah kruhu, nebo objem koule?

Tajemstvi topologie. Topolog pry nerozezna pneumatiku od hrnku
na kavu. Co je to topologie a jaka dalsi tajemstvi skryva? Putujeme od
Platonskych téles, Eulerovy véty az po Mobiuv pasek a Kleinovu lahev.

Tajemstvi ukryté ve spiralach. Co maji spirdly spolecné s kraliky?
A matematika s botanikou? Nabizime Archimédovy, logaritmické a Fi-
bonacciho spiraly, jejich vlastnosti a souvislosti s vyskytem v ptirode.

Tajemstvi pravouhlych trojihelnikia. Co mé spolecné Pythago-
ras s pravouhlym trojihelnikem? Prezentujeme historie a dalsi netusené
zajimavosti kolem Pythagorovy véty.

Tajemstvi pocitani s nekonecnem. Muze mit nekonecna trada
¢isel koneény soucet? Rady geometrické, harmonické a jak je to s je-
jich soucty? Jak se s nekonecnem pocita? Jak se scitaji nekonecéna a co
to jsou Zenoénovy paradoxy.

Tajemstvi Pascalova trojihelniku. Co vSechno skryva Pas-
caluv trojuhelnik? Prezentujeme historii a souvislosti, trojihelnikova
a Ctvercova cisla, fraktalové vzory a jiné pozoruhodné vlastnosti ukryté
v Pascalové trojuhelniku.

Filmy se daji vyuzit na doplnéni ¢i rozsiteni uciva na zakladnich
i stfednich Skolach. Na mmnohé ve filmech nastolené, nebo nastinéné
otazky je mozné navazat ve vyucovani, a zamyslet se tak nad problémy
s Sirsimi souvislostmi.
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Reference

Projekt MaSciL. jako zdroj napadu i pro talentované Zaky
v matematice

Michal Musilek, Martin Bilek, PiF UHK, Hradec Kralové, !

ABSTRAKT. Prispévek prezentuje jeden z mezindrodnich projektu, kte-
rych se Prirodovédnd fakulta UHK tucastni. Projekt je zaméren na zmeény
ve vyucovdni a uceni se matematiky a prirodovédnych predmétu v Evropé.
Prispévek vedle predstaveni tohoto projektu zahrnuje i konkrétni ukdzku
jedné takové aktivity ve vyucovdni.

1 Projekt MaSciL

MaScil. (Mathematics and Science for Life — Matematika a piirodni
védy pro zivot) je mezindrodni projekt podporovany Evropskou komisi
v ramci 7. Ramcového programu, na kterém se podili 18 partneru ze
13 zemi. Projekt se zamétruje na zmény ve vyucovani a uceni se mate-
matiky a prirodovédnych predmétu v Evropé, které podporuji ucitele pti
vyuzivani badatelské metody (IBL — Inquiry Based Learning) a zaroven
je podnécuji k propojeni vyuky matematiky a prirodovédnych predmétu
se svétem prace (WoW — World of Work), tedy s redlnym zivotem.

Le-mail: michal.musilek@uhk.cz, martin.bilek@uhk.cz

22



Jde o to, aby badatelsky orientovana vyuka ve spojeni se svétem préce
pomohla uc¢init matematiku a prirodovédné predmeéty vice smysluplné
a pristupné pro zaky s ruznym stupném nadéni.

Cilem projektu je jednak zmapovat stav vyuzivani badatelské metody
ve vyucovani a v uceni se a v jejim propojeni se svétem prace v ruznych
zemich Evropy a v ruznych pfedmétech, a jednak cilené provadét dise-
minaci této nové vzdélavaci kultury s hlavnim durazem na inovaci sou-
visejici piipravy uciteli matematiky a piirodovédnych predmétu. Bada-
telsky orientovana vyuka (IBL — Inquiry Based Learning) se zaméfuje na
rozvijeni procesu mysleni a postoju potiebnych pro zvladnuti zivota v bu-
doucnosti, o které presné nevime, co nam piinese. Zakladem badatelského
pifstupu je zdkova aktivita a kladeni otdzek. Zaci patraji po informacich,
kladou otazky, nachéazeji na né odpovédi, které odpovidajicim zpusobem
vyhodnocuji. Uc¢eni probihé prostfednictvim otazek s otevienou odpoveédi
a strategii hledani ruznych odpovédi a moznosti feseni problému. Ucitelé
pusobi proaktivné, podporuji usili zaku, a hlavné téch, kteii dosdhnou
cile pomoci peclivé vybranych strategickych otazek. Hodnoti piinos zak,
vcetné chyb, kterych se dopustili, a posouvaji je v uceni pomoci jejich
vlastnich zkusSenosti a interpretaci. Ve tridé podporuji smysl pro tucel
a odpovédnost.

Vzdélavani by meélo pripravovat zaky pro budouci praci. Zdroje
pouzivané pfi vyucovani a pii uceni by se tak mély vztahovat ke svétu
prace prostiednictvim specifického kontextu (tj. ndvaznosti na pracovisté
nebo na role souvisejici s redlnym zivotem). Podil reflektujici svét prace
se muze liSit, pocinajic aktivitou na pracovisti az po Skolni feseni uloh
z reality uvedenych v ucebnici.

Pro podporu badatelského pristupu ve vyuce matematiky a ptirodo-
védnych predmétu partnefi projektu MaScilh pripravili nabidku dalsiho
profesniho vzdélavani ucitelu, kterd byla od roku 2014 poskytnuta vsem
v projektu zicastnénym zemim. V ramci profesniho rozvoje byli ucitelé
seznameni s ruznymi praktickymi piistupy, s jejichz pomoci si mohou na-
vrhovat pripravy pro vlastni vyuku. Vytvorené materidly jsou postupneé
zverejnovany a jsou v anglické jazykové verzi pristupné vSem evropskym
uciteluim na adrese [3]. Pii vyvoji komplexnich iloh a jejich nasazeni
v kontextu vyuky je vyuzivana spolupréce realizatoru vseobecného mate-
matického a prirodovédného vzdélavani s odbornymi skolami a podniky.

Regeni projektu se kromé spolufesiteli z Pifrodovédecké fakulty
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Univerzity Hradec Kralové, ktery predpoklada spolupraci napti¢ usta-
venym fakultnim vyzkumnym tymem zamérenym na oborové didaktiky
piirodnich véd, matematiky a informatiky, Gcastni univerzity a dalsi in-
stituce z Némecka, Nizozemi, Spanélska, Norska, Turecka, Litvy, Bul-
harska, Rumunska, Recka, Kypru, Rakouska a Velké Britdnie. Jejich
zastupci vyvijeji, nabizeji a ovéruji nové piistupy profesniho rozvoje
ucitelu, také zkoumaji, jak by jednotlivé narodni vzdélavaci systémy
a podminky v evropskych zemich mély byt zménény, aby podporova-
ly novou vzdélavaci kulturu. Projekt MaSciL. je podporovan Evropskou
komisi v ramci 7. Ramcového programu EU a mél by se primo dotknout
65 000 a neptrimo az 800 000 evropskych ucitelu. Podrobné informace lze
ziskat na webu projektu na linku [4] nebo na socialni siti Bitter [5].

2 MaSciL, matematika a matematicky nadani

zaci

Projekt MaScilL neni prvoplanové orientovan na zaky talentované
v matematice a prirodnich védach. Jeho ambici je zprostfedkovat prv-
sekunddrntho stupné vzdélavani, tedy v Ceské republice zakum 2. stupné
zakladnich skol. Pracuje se ovSem i s tlohami vhodnymi jiz pro zaky
priméarnfho stupné (1. stupenn ZS), ¢ naopak zéky vysstho sekundédrniho
stupné (sttedni 8koly). Anglické slovo inquiry se v ramci ¢eského terminu
badatelsky orientovana vyuka pieklada ponékud vzletné jako badani. Lze
ho vsak prelozit také jako dotazovani, ptani se, pripadné vysetfovani.
Cilem IBL je naucit zaky, aby se naucili sami sobé klast vhodné otazky
a nasledné na né hledali odpovédi. Tento navyk je velmi vhodny pro
rozvoj jakéhokoliv talentu, tedy i matematického.

Typickym rysem tloh vyvijenych v ramci projektu MaScil. je je-
jich otevienost, neurcitost. Zadani si sami zaci mohou modifikovat,
zpresinovat, ¢i naopak zobecnovat podle vlastni dvahy, samoziejmeé
v pripadé vyznamnéjsich uprav po dohodé s ucitelem. Je tedy mozné,
aby na zakladé stejného puvodniho zadani fesila skupina talentovanych
jich védomosti a dovednosti. Rada tloh vzniklych v rdmci projektu
je zaméfena bud ¢isté na matematiku, nebo pokryva meziprfedmétové
vztahy mezi matematikou a nékterou z prirodnich véd (biologie, fy-
zika, chemie), pouze mensi ¢ast iloh vyzaduje znalosti z konkrétniho
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prirodovédného oboru.

Kazd4 z 1loh pripravena nékterym z narodnich tymu je zafazena do
jednoho, nebo vice z péti danych obortu: matematika, biologie, fyzika, che-
mie, zaklady techniky; pokryva jednu, nebo vice dimenzi IBL: zkouméni
situace, planovani vyzkumu, systematické experimentovani, interpretace
a vyhodnoceni, diskuze zavéru; je urcena pro jednu, nebo vice cilovych
skupin (zéci prvniho stupné zakladni Skoly, druhého stupné zakladni
skoly, sttednich skol). Ve specifikaci zadani je uveden predpokladany cas
feseni problému, kontext ilohy, role (kterou na sebe zak — teSitel pro-
blému bere), odpovidajici profese (pro jejiz budouci vykon feseni dané
ulohy pripravuje, nebo kterd byla inspiraci pro vznik tlohy), aktivita
(prevazujici ¢cinnost béhem feseni) a produkt (ilohy maji ¢asteéné pova-
hu miniprojektt, je tedy ocekdvan konkrétni vystup). Vétsina iloh ma
kromeé takto podrobné specifikovaného zadani k dispozici také metodicky
list pro ucitele a pracovni list pro zaky. Ukazme si to na konkrétni iloze.

3 Parkovani v suterénu o¢ima architekta

Ukolem 78kt je pracovat jako architekti (projektanti) a komplexné
vyTesit parkovani v suterénu nové projektovaného bytového domu. Ukol
byl navrzen architektem, ktery zrcadli svoji praci v profesionalnim kon-
textu. Omezeni ulohy byla prevzata z aktualné platnych stavebnich
predpist. Ukol ndzorné ukazuje, jak se matematika pouziva ve svété
prace, kde jsou problémy spatné strukturované, takze nelze predpokladat
jednoznacné teSeni. Hodnoceni a zlepsovani moznych teSeni je soucasti
procesu TeSeni. Profesionalové potiebuji vyuzivat ruznych matema-
tickych znalosti a nastroju, aby mohli prijit s dobrym fesenim.

Studenti prijimaji roli architekta — ¢lena projekéniho tymu. Zakladni
aktivitou je navrh planu parkovisté v suterénu budovy. Rozmérovy
nacrtek obrysu je k dispozici na pracovnim listu. Studenti aplikuji geome-
trické znalosti a dovednosti a vyuzivaji svoji prostorovou predstavivost,
aby rozhodli o upravach a rozmérech parkovacich ploch a dalsich prvku,
jako jsou rampy a schodisté, ¢i vytahova Ssachta. Odpovidajici profese je
tedy architekt.

Produktem tohoto tukolu je rozmérovy nacrtek parkovisté s vy-
svetlujicim komentafem. Vysledek prace muze také obsahovat zpravu,
nebo popis pro majitele nebo uzivatele parkovacich mist v dané budoveé.

Konstrukce budovy je slozity tkol, ktery zahrnuje mnoho proménnych.
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Architekti museji premyslet o struktufe, instalacich (elektfina, voda, to-
peni), rozdéleni prostoru (schodisté, chodby, pokoje, vstupni hala atd.),
orientaci budovy atd. Casto se stav4, ze rozhodnuti piijata v predchozich
krocich ovlivni to, co bude mozné udélat v téch pristich. V této uloze stu-
denti pracuji jako architekti na konstrukei parkovisté (garazi). Struktura
budovy a rozmisténi pilitu jiz bylo rozhodnuto a nelze jej zménit. Stu-
denti maji navrhnout rozvrzeni parkovisté, parkovaci mista a vyjezdni
rampu. Pracuji v ramci urc¢itych omezeni a je tteba, aby nékteré chybéjici
informace zjistili sami.

Predpokladana doba trvani feSeni miniprojektu jsou dvé vyucovaci ho-
diny. K zadani je ptilozeno video zachycujici praci architektu v projekéni
kancelari, metodicky list pro ucitele (ve formétu PDF) a pracovni list
pro zaky (ve formatu PDF).

Dimenze badatelského uceni, které tuloha pokryva, jsou: zkoumani
situace, interpretace a vyhodnoceni, diskuze zavéru. Tato tloha neni
zamérena na planovani vyzkumu ani na systematické experimentovani.
Cilovou skupinou jsou zaci druhého stupné zakladni skoly. Ulohu navrhl
narodnf tym Spanélska.

4 Zaver

V tomto kratkém clanku jsme chtéli predstavit projekt MaScil. a ne-
tradicni matematickou tlohu, kterd je jednim z jeho produkti. Mnoho
dalsich zajimavych a uzitecnych informaci a zasobu loh najdete na webu

projektu na linku [1]. Vérime, Ze pujde o vitanou pomoc a inspiraci pii
rozvijeni matematického nadani nasich zaku.

Reference

[1] Project MaSciL. Accesible at: http://www.mascil-project.eu/

[2] Doorman, M., Fechner, S., Jonker, V., Wijers, M.: Guidelines for Teachers for Deve-
loping IBST-oriented Classroom Materials for Science and Mathematics Using Workpla-
ce Contexts. Connecting Inquiry-based Learning (IBL) in Mathematics and Science to the
World of Work (WoW). Translation to Czech version — Bilek, M.: Project MaSciL.
http://www.fisme.science.uu.nl/en/mascil/.

[3] http://www.mascil-project.eu/teaching-material.html
[4] http://www.mascil-project.eu
[5] https://twitter.com/mascilEU/mascil-team

26



Parkovani v suterénu oc¢ima architekta — metodicky
list pro ucitele

Abstrakt

V této uloze studenti pracuji jako architekti na konstrukci parkoviste
(gardze) v suterénu budovy. Struktura budovy a rozdéleni pilifu jiz
byly urceny, a nelze jej zménit. Studenti maji navrhnout rozvrzeni
parkovisté, parkovaci mista a vstupni rampu. Pracuji v ramci urcitych
omezeni a je tieba, aby si sami doplnili nékteré chybéjici informace.

Piedmet: matematika

Veékova skupina: 12-16 let

Cas: 100 minut (2 vyucovaci hodiny)
Priprava:

e nakopirujte pracovni list
e pomucky: tuzky, pravitka atd.
e volitelné: pristup k internetu pro vyhledani dalsich informaci
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Parkovani v suterénu ocima architekta — pracovni
list pro zaky

Pri navrhovani bloku byt musi architekt vymyslet, jak rozmistit par-
kovaci mista v konstrukci suterénniho parkoviste.

Schéma ukazuje plan vymezujici rozsah oblasti, ktera je k dispozici.
Vsechny rozméry jsou v metrech.
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Nékterda omezent:

1. Musi zde byt dvé parkovaci mista pro osoby se zdravotnim po-
stizenim.
2. Musi zde byt Sest parkovacich mist pro motocykly.

3. Musi existovat bm x bm schodisté.

------------

rampy je 25 %.

Najdéte dobry navrh pro tuto situaci.
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Priklad casového planu vyuky:

1. hodina

5 min Rozdélte tiidu do malych pracovnich skupin (po
4 studentech) a uvedte je do problému a pra-
covisté: architekt navrhuje parkovisté. Je mozné
ukazat video jako videondpovédu. Vhodna videa
naleznete na YouTube.

10 min Studenti se seznami s ulohou (pracovnim listem)
a dozvédi se, co se ocekava jako vysledek reseni
ulohy. Za¢nou pracovat.

5 min Kratka diskuse s celou tfidou o problémech, otaz-
kach, naptiklad pokud jde o ”chybéjici” informa-
ce: Jak velké je auto? Kolik mista je potieba
pro otaceni? atd. Poznamka: neposkytujte ho-
tové odpovédi, ale pomozte studentum, aby tu-
to informaci sami nasli (napiiklad na internetu,
vymeénou osobnich znalosti, méfenim automobilu
parkujicich pted skolou atd.).

25 min Studenti budou pokracovat v praci na tkolu.
5 min Néasleduje kratka diskuse o vysledcich a otazkach.
2. hodina
35 min Studenti dokoné¢uji svuj navrh suterénniho par-
kovisté (vykres a komentar).
15 min Studenti prezentuji (vsSichni, nebo jen nékteii)

priklady a diskutuji zavery.

Didaktické poznamky

e V zavislosti na véku studentu budete vyzadovat podrobnéjsi design.
e Je-li k dispozici dostatek ¢asu, mohou studenti vyuzivat dalsi infor-
mace z internetu (napiiklad o pravidlech pro pristupnost parkovacich
mist nebo o poloméru otac¢eni osobnich automobili).

29




O trech typech nekonec¢nych rad
Radovan Potucek, FVT UO, Brno!

ABSTRAKT. Prispévek je vénovdn trem typum nekonecénych rad — di-
vergentnim radam, jejichZ cleny jsou tvoreny prevrdcenymi hodnotamsi
k nekterym posloupnostem, specidlnim typum zobecnénijch harmonickych
rad a Kempnerovym ftadam. Tyto tri typy Tad mohou predstavovat
zajimavd témata pro talentované studenty nejen na vysokych, ale © na
strednich Skoldch. Mohou rozsirit ucivo tematického celku Nekonecné
rady, a vzbudit tak hlubsi zdjem studentu o nekonecné rady i matematic-
kou analyzu.

1 Uvod

Obsah tematického celku Nekoneéné fady je na strednich skolach zpra-
vidla omezen pouze na nekonecné geometrické rady. Predndsky na vy-
sokych skolach jsou nejcastéji vénovany geometrické a harmonické rade,
s piipadnou zminkou o fadach s teleskopickou vlastnosti, a také kritériim
konvergence ¢iselnych tad. Proto by prispévek mohl byt inspiraci pro
praci s nadanymi studenty nebo pro rozsiteni standardni vyuky o ne-
konecnych ¢iselnych radach o dalsi typy konvergentnich i divergentnich
fad, a to jak na vysokych skolach, tak i, pti jistém zjednoduseni vykladu,
na Skolach strednich. Pfispévek volné navazuje na autorovy ¢lanky [1],

2], [3] a [4].

2 Divergentni rady tvorené prevracenymi hodno-
tami k nékterym posloupnostem

Zde se budeme zabyvat Tfadami, jejichz cleny jsou tvoreny
prevracenymi  hodnotami k  posloupnostem  ptirozenych  ¢isel
{1,2,3,4,5,6,...}, lichych cisel {1,3,5,7,9,11,...}, sudych ¢isel
{2,4,6,8,10,12,...} a k posloupnosti tvorené jednickou a prvocisly

le-mail: radovan.potucek@unob.cz
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{1,2,3,5,7,11,...}. Postupné ukazeme, ze vSechny tyto Ctyfi rady
diverguji.

2.1 Rada pfevracenych hodnot k pfirozenym é&islam

Harmonicka rada je definovana jako fada pfevriacenych hodnot
k ptirozenym ¢islum, tj. nekonecnd rada tvaru

1 1 1 1
%;H_1+§+§+'”+E+”' (1)
V zakladnim kurzu matematické analyzy tykajicim se nekonecnych
fad se dokazuje, ze harmonickd fada diverguje, a to pomoci vhodného
uzavorkovani jejich c¢lentu. Tato skuteénost muze nékteré studenty
prekvapit. Postupuje se zpravidla tak, ze se soucet s, prvnich n = 2™

¢lenu zapise takto:
SR WY (LI Y (IR LR IO (R
2\ 3 4 5 6 7 8 2m=1 4+ 1 2m

SRR (I Y (I 1+ S
RV 8 8 8 8 om om

Pritom v 1. zavorce jsou 2 s¢itanci, ve 2. zavorce 2° séitanci a posledni,
(m — 1)-ni zévorka obsahuje 2™~! séitancti. Protoze je soucet séitanct
v kazdé zavorce vétsi nez 1/2, plati celkem

1 1 m
1+ = — D=1+ —.
Sy > +2+On )2 +2

Odtud plyne, ze castecné soucty tady (1), s, = som, rostou s ros-
toucim m nade vSechny meze. Tak napi. s, > 10 pro m > 18, tj.
pro vice nez 2% = 262 144 ¢leni harmonické fady. Tento klasicky
a nejcastéji v ucebnicich uzivany dukaz je pripisovan Nikolasi Oresmoui
(1323 -1382).

Divergenci harmonické rady lze vsak dokazat i takto: Predpokladejme,
ze harmonicka rada konverguje ke konecnému souctu

1 1 1 1
p— —:1 —_— —_ —_— o o o
s g_n +2+3+4+

Potom lze psat

i Lyl T (L N
S = — —_ —_ Y —_ —_ —_ — .« .. —
3 5 7 2 4 6 8
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It otitiq -
— — — — —8S.
357 2

Odtud dostavame, ze

5 11 1
=1ttt

2 3 5 7
tj. rovnost
1+1+1+1+ —1+1+1+1+
2 4 6 8 3 57
Tato rovnost vSak nemuze platit, nebot
1 1 1 1 1 1 1
<1, =<z, =<=-, =<-=

2 4 "3 6 5 8 7 7
takze soucet s nemuze byt konecny, a harmonickd fada tudiz diverguje.

2.2 Rady pievricenych hodnot k lichym a sudym &islam

Dusledkem vztahu

1+1+1+1+ _ 2
3 5 7 2
a
1+1+1+1+ —1+1+1+1+
3 5 7 2 4 6 8

jsou skutecnosti, ze obé redukované harmonické rady, tj. nekonecné rady
prevracenych hodnot k lichym, resp. k sudym ¢islim

(.¢]

> SR N (2)
~om—1 ~ 3 5 7 9
a o0

1 11 1 1 1 5
B AR TR )
diverguji. Tato tvrzeni lze, stejné jako divergenci harmonické rady, rovnéz
snadno dokéazat uzitim integralniho kritéria konvergence.
Trebaze harmonicka rada diverguje, roste jeji n-ty castecny soucet
1 1 1 1

Sn:1+§+§+1+"'+ﬁ
velice pomalu. Matematici se proto zabyvali otazkou urcit minimalni
pocet clenu potiebnych k tomu, aby c¢asteény soucet ptresahl dané
¢islo. Napt soucet 250 000 000 ¢lenu je stale mensi nez 20 a k to-
mu, aby castecny soucet presahl 100, je tifeba pridat vice nez dalsich
15 - 103 ¢lentt [5].
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2.3 Rada pievracenych hodnot k prvoéisliim

Harmonickou radu nyni vyrazné zredukujeme tak, Ze vynechame
vSechny ¢leny, jejichz jmenovatel predstavuje slozené cislo, takze ob-
drzime nekonecnou fadu tvorenou souctem jednicky a prevracenych hod-
not ke vsem prvoél’slﬁm

1 1 1 1 1 1 1
1+pezp _1+— totetotgtptetgt @
kde P oznacuje mnozinu vSech prvocisel. Dalsim prekvapenim pro
studenty muze byt, ze i takto znacné redukovana harmonicka rada
— misto prvnich 100 ¢lenu harmonické tady jich zbyva 26, misto
prvnich 1 000 ¢lent zbyva jen 169 ¢lenti, misto prvnich 10 000 ¢lent zbyva
pouze 1 230 ¢lent, misto prvnich 100 000 ¢lenu zustava jen 9 593 ¢lenu
atd. — presto stale diverguje. Prvni dukaz divergence tady (4) provedl
sporem (napt. [6]) Leonhard FEuler (1707—1783) v roce 1737.
Jinym, elegantnim dukazem divergence tady (4), je tento dukaz: Jest-
lize je ¢islo p prvocislo, potom ze vzorce
a
l—q
pro soucet s nekonecné konvergentni geometrické fady s prvnim ¢lenem
a =1 a kvocientem ¢ = 1/p < 1 plyne vztah

1 1 1 1
=l+-+S5+—+
1-1/p p p* P

Nyni provedme souc¢in obou stran tohoto vztahu pies vsechna p € P.
Obdrzime tak vztah

Hl_ll/p:H<1+1+1+1+ )

peP peP p p p

S =

Vsimnéme si, ze na pravé strané této rovnosti jsme tak dostali soucet
prevracenych hodnot 1/n pro v8echna prirozena ¢isla n. Kazdy takovy
zlomek totiz vznikne soucinem pievracenych hodnot k prvocislum a jejich
mocnindam. Tak napf. zlomek 1/1234 vznikne souc¢inem zlomku 1/2-1/617
a zlomek 1/2100 je souc¢inem zlomku 1/2%-1/3-1/5%-1/7. Plati tedy

rovnost
=1 1 1 1
> —=[l1t+=+5+5+
n p p* D
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Protoze harmonicka fada (1) diverguje a jeji soucet s = oo, plati proto

rovnost 1
11 =00,
Spl=1/p

z niz plyne, ze souc¢in jmenovatelu

(-3

peP

Na zaveér odvozovani divergence fady (4) uzijeme nasledujici vétu, jejiz
dikaz lze nalézt napt. v ¢lanku [1]:

Pro kazdou funkci f(n), n € N, 0 < f(n) < 1, plati rovnost
H[l — f(n)] = 0 praveé tehdy, kdyz fada Z f(n) diverguje.
neN neN

1
Dusledkem této véty je skutecnost, ze rovnost H <1 — —) = () nastane

peP p

1
pravé tehdy, kdyz Z — = 00, coz dokazuje divergenci Ciselné rady (4).
peP

3 Specialni typy zobecnénych harmonickych rad

Nyni se zaméirme na nékteré jednoduché ptripady zobecnénych harmo-
nickych fad. Zobecnénou harmonickou radu pritom definujeme jako

nekonec¢nou radu tvaru
o

1

Z aq 1 a9 k 1 ag’ (5)

— ni(n+1)%2---(n+k-1)

kterou oznacujeme H(aq,as,...,a;) a kde ay,as,...,a; jsou nezdporna

¢isla se souctem alespon 2. Tyto rady se také nazyvaji H-tady

délky k£ s vahou ay + as + --- 4+ aj. Ptikladem takové tady je rada
o0

1
H(1,1,4) = ; Y PO P 1T Podrobnéjsi informace o H-tadach
a jejich vlastnostech lze nalézt napt. [7] a [8]. Poznamenejme, ze H-rady

délky 1 predstavuji hodnoty Riemannovy funkce zeta

1 1 1 1
g;-—-i§'+'§§'+ g;'%"' —-C(S).

n=1

e.¢]

Dale se zabyvejme nékterymi nejjednodussimi priklady zobecnéné har-
monické fady — fadami H(1,1) a H(2). Na tadu H(2), ktera predstavuje
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radu tvorenou prevracenymi hodnotami k tzv. ¢tvercovym ¢éislim,
navazeme fadou tvorenou prevracenymi hodnotami k trojihelnikovym
¢islim. Na zavér odstavce se budeme vénovat fadam prevracenych hod-
not ke kvadratickym polynomum tvaru (n — a)(n — b), o kterych po-
drobnéji pojednava clanek [4].

3.1 Rada H(1,1)

Uvazujme nejprve fadu
= 1
H(1,1) = _.
(1.1) nz:;n(nJrl)

Rozkladem na soucet parcidlnich zlomku obdrzime rovnosti

1 A B
n(n+1) n—i_n—l—l7 (n+1)+Bn,

z niz po dosazeni kofenu jmenovatele n = 0 an = —1 ziskdme koeficienty
A =1, B=—1, takze n-ty clen a, tady H(1,1) lze psat ve tvaru
1 1
ay, = — — :
" n n+1l
Pro urCeni souc¢tu s tady H(1,1) uzijeme posloupnosti n-tych

¢asteénych souctu {s,}, kde s, = a1 +as+---+a,, a vztahu s = lim s,.
n—o0

Protoze tada H(1,1) ma teleskopickou vlastnost, je jeji n-ty c¢astecny

soucet velmi jednoduchym vyrazem

(1 1)+<1 1>+ +< 1 1)+<1 1 > ! 1
STL: _——— —_—— o« o - - — _ .
1 2 2 3 n—1 n n n+1 n+1

Protoze lim (1 —

n—oo

n 1) = 1, je souc¢tem konvergentni fady H(1,1) ¢islo
n
s = 1.

3.2 Rada H(2)

Urcit soucet tady

oo

1 1 1 1 1
n=1

predstavuje jiz obtiznéjsi dlohu. Vyse bylo uvedeno, ze soucet s této
rady predstavuje hodnotu Riemannovy funkce zeta v ¢isle 2, tj.
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2
s = ((2) = % Konvergenci tady H(2) lze vsak dokazat snadno

uzitim rozkladu na soucet parcialnich zlomku a nasledujici nerovnosti,

kde N — oo
N N N
1 1 1
<Y s =1 Y (o) =
PR D B T D D] (e e
n=1 n=2 =2
—1+<1 1)+<1 1>+ +( L L )+
N 2 2 3 N-2 N-1
+( ! 1)—1+1 L
N—-1 N/ N '

Dostali jsme tak horni ohrani¢eni souctu s = ((2) < 2, takze fada H(2)
konverguje.

Problém urc¢it soucet prevracenych hodnot k druhym mocninam
prirozenych ¢isel, tj. urcit soucet nekonecné rady

001_1_ 1 1 1
Y= lm(prg )

je v teorii ¢isel znam jako Basilejsky problém, ktery byl formulovan
Pietrem Mengolim (1626 —1686) v roce 1644 a vyteSen Leonhardem Eu-
lerem v roce 1735. Problém je nazvan po Basileji — rodisti Leonharda
Eulera, stejné jako rodiny Bernoulliovy, jejiz ¢lenové se rovnéz pokouseli
o teSeni tohoto problému. Soucet fady, zaokrouhleny na 15 desetinnych
mist, ma hodnotu
s = 1.644 934 066 848 226 .
Basilejsky problém vyzaduje urcit presny soucet s v uzaviené formeé.
Euler urcil piesny soucet s jako podil 72/6 a sviij objev ozndmil v roce
1735. Eulerovo odvozeni hodnoty 72/6 je velmi dimyslné a originalni.
Nyni strucné pripomeneme hlavni kroky a ideje jeho excelentniho dukazu.
Vyjdéme z Taylorova rozvoje funkce sinus

, o 2 2
sm:z::as—g—kg—ﬁ#—--- .
Vydélenim proménnou x obdrzime rovnost
sinz 2?  at 2f
PR T T

Kofeny rovnice sinx/x = 0 jsou body z = nm, kde n = £1, £2, £3, ... .
Za predpokladu, ze nekonecnou fadu na pravé strané lze vyjadrit ja-
ko soucin linearnich cinitelu danych koreny, obdobné jako u polynomu
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kone¢éného stupné, dostavame vyjadreni

sinx T T T T T T
(=900 D)2 2+
T ( T +7T 21 +27T 37 +37r
. 2 2 2
sine (0 @N (2N (_2Y
x 72 472 972
2

Jestlize tento soucin formalné roznasobime a slouc¢ime vsechny ¢leny s x°,

zjistime, Ze koeficient u mocniny 2 rozvoje funkce sinz/x je

L S S 1K1
w2 4n? o 9n? 2 n?

n=1

Avsak v puvodnim rozvoji funkce sinz/x je u mocniny z? koeficient

—1/3!' = —1/6. Protoze se tyto dva koeficienty museji rovnat, dostavame
rovnost -
(I N
6 w2 n?
n=1

Vynésobenim obou stran vyrazem —m? obdrzime hledany soucet fady
H(2) prevracenych hodnot k druhym mocnindm ptirozenych ¢isel:
n?2 6

n=1

3.3 Rada pfevracenych hodnot k trojihelnikovym &islim

Trojihelnikové cislo je jednim z figuralnich ¢cisel, tedy cisel, ktera
mohou byt reprezentovana pravidelnym geometrickym usporadanim. Na
obrazku 1 jsou ilustrovana trojuhelnikova, ctvercova a pétithelnikova
¢isla, kterd po radé tvori posloupnosti

1
{1,3,6,10,15,21,28,...,Qﬁ@éf—),...},
{1,4,9,16,25,36,49,...,n% ...}

a
3n — 1
{1,5,12,22,35,51,70,...,ﬁf—f%———l,...}.
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Obrazek 1

Odvodme soucet T fady pievracenych hodnot k trojihelnikovym

/ o ~ 7/ ./ Y / ~ / n n —|— 1
¢islim. Oznac¢me n-té trojuhelnikové cislo t,, tedy t, = %,
2
a prevracenou hodnotu k ¢, oznac¢me T, tedy T,, = —— . Rozkla-
n(n+1)
1 1
dem na soucet parcialnich zlomku obdrzime T}, = 2 (— o 1) . Uzitim
n o n

teleskopické vlastnosti dostavame n-ty casteény soucet

Sy =Ti+ Tyt +T, =

R Y R S

tj. S, =2 — . Odtud soucet

S:limSn:hm<2— 2 >:2

n 4+

n—00 n—00 n —+ 1

3.4 Rady pievriacenych hodnot k nékterym kvadratickym
polynomum

Uvazujme fadu prevracenych hodnot k normovanym kvadratickym po-
lynomum tvaru (n + a)(n + b), kde a,b € Ny, tedy fadu

e.¢]

1
Z(n+a)(n+b)’

n+1

a urceme soucet této rady s = s(a, b). Vyjadieme n-ty clen a, této rady
jako soucet parcidlnich zlomku
1 A B

fin = (n+a)(n+0b) :n+a+n+b'
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Z rovnosti dvou linedrnich polynomu 1 = A(n+0b)+ B(n+a) dostaneme

po dosazeni n = —a koeficient A = a po dosazeni n = —b koeficient

1 1 1
a, = — )
b—a\n+a n—+bdb

Pro n-ty casteény soucet s,, tak mame

1 1 LY, (1 LY,
ey e\ 150 2+a 2+

n 1 1 n 1 1
n—1+a n—14+0D n+a n+b)|

Prvnimi séitanci, ktefi se v tomto souctu navzajem zrusi, budou séitanci,

1 1
které hodné k plati = . Proto posledni sc¢itanec
pro které pro vhodné k p 50 o a p

od zacatku v souctu s,, ktery se nezrusi, bude s¢itanec 7 takze prvni

—1
B = —— takze
b—a

sCitanci, ktefi se nezrusi, vytvori soucet
S .
l+a 2+a b

Analogicky poslednimi s¢itanci, ktefi se v souctu s, navzajem zrusi, bu-

dou sc¢itanci, pro které pro vhodné ¢ plati Proto prvni

n+ta (40

sCitanec od konce v souctu s, ktery se nezrusi, bude sc¢itanec T
n+a

takze posledni scitanci, ktefi se nezrusi, vytvori soucet

1 1 1
-~ - +o 4 .
n+a+1 n+a+2 n+b
Po zruseni vnitinich séitancu s opaénymi znaménky dostaneme n-ty
castecny soucet ve tvaru

1 1 N 1 N +1 1 1 1
Sy = ceedb—— — — = )
b—a\l+a 2+a b n+a+1 n+a-+2 n-+b

Proto hledany soucet

1 1 1 1
s =s(a,b) = lim s, = < + —|—---+—>,

n—00 b—a\l+a 2+a b
Napr. pro a = 2, b = 5 mame radu

oo

1
Z(n+2)(n+5)’

n=1
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ktera ma n-ty castetny soucet

1 1+1+1 1 1 1
sn=5(5+-+z— - - ,
3\3 4 5 n+3 n+4 n+5b
takze souctem s = s(2,5) této rady je

1(1 1 1)_1 20+ 15+ 12 47
; —

3+

ME

= 0.261.

T3 ~3 60 180

4 Kempnerovy rady

Kempnerova rada K, je zajimavym pripadem redukované harmo-
nické rady, z niz vznikne vynechéanim vsech ¢lenu 1/n, jejichz jmenova-
tel n obsahuje pri zapisu v desitkové soustave ¢islici c. Tato fada, presnéji
rada

1 1 1 1 1 1 1

1
Ko= -4+ -4 ...+ 4+ 4 — 4.4 4 4 -
K 1+2+ +8+10+11+ +18+20+21+ ’

byla poprvé studovana v roce 1914 v ¢lanku [9] britskym matematikem
Aubreym Johnem Kempnerem (1880—1972), v némz Kempner dokazal,
ze Tada K¢ prekvapivé konverguje, trebaze harmonickad rada divergu-
je. Analogicky lze dokézat, ze vSech dalsich devét Kempnerovych tad
Koy, K1, ..., Kg konverguje. Stranky vénované Kempnerovym radam lze
nalézt napt. v knize [10]. Néasledujici tabulka udavé piiblizné hodno-
ty souctu Sy, S1, ..., Sy téchto fad zaokrouhlené na tii desetinnd mista,
které presnéji (na 20 desetinnych mist) vycislil v roce 1979 americky
matematik a softwarovy expert Robert Baillie v ¢lanku [11]:

& 0 1 2 3 4
S, 1123.103116.177119.25720.570| 21.327
& ot 6 7 8 9
S.1121.835122.206 | 22.493 | 22.726 | 22.921

Kempneruv dukaz konvergence rady Ky, jez nyni uvedeme, je relativné
jednoduchy. Cleny tfady Ky nejprve seskupime do zavorek podle poctu
¢islic ve jmenovateli. Dostaneme tak fadu ve tvaru:

b D (e D) (6)
1 8)  \10 88 1071 88...8 )
——

n—Kkrat
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Nyni vytvorime pomocnou fadu

PPN WY (UL I (LI I
1 1 10 10 101 1on-1) "

jejiz ¢leny jsou vétsi nebo rovny odpovidajicim ¢lenum fady (6), a to tak,
7e kazdy ¢len s k ¢islicemi ve jmenovateli je roven zlomku 1/10%1.

Poznamenejme, ze pocet zlomku s k ¢islicemi ve jmenovateli fady (6)

neobsahujicimi ¢fslici 9 je 8971, nebot é&fslici z mnoziny {1,2,...,8} na
prvnim misté lze vybrat 8 zpusoby a ¢islice z mnoziny {0,1,...,8} na
dalsich mistech 9 zptusoby. Radu (7) lze tedy zapsat ve tvaru
1429, 8 9 80T,
10 102 1071 o

Protoze se vsak jednéa o geometrickou radu s prvnim ¢lenem a = 8 a kvo-
cientem ¢ = 9/10, je soucet S této konvergentni rady, tedy pomocné
rady (7),

a 8 8
1—-¢ 1-9/10 1/10
Uzitim srovnéavaciho kritéria pro nekonecné ¢iselné rady s nezapornymi
cleny tak dostavame, ze pro soucet Sg fady (6), tj. Kempnerovy rady Ko,
plati nerovnost Sy < S = 80. Analogicky lze dokazat, ze plati nerovnost
8 < Sy, takze celkem plati

S = 80.

8 < Sg < 80.

Poznamenejme, ze v ¢lanku [13] je uveden algoritmus zobecnujici pro-
blém chybéjicich ¢islic na chybéjici fetézec ¢islic. Tak napft. soucet redu-
kované harmonické rady s vynechanym fetézcem ,42° ve jmenovatelich
je priblizné 228.446 a pti vynechaném tetézci ,,314159% je soucet takto
redukované harmonické rady priblizné 2 302 582.334.

Co se tyce vynechanych ¢lenu Kempnerovy fady Ky, dokazal v roce
1916 americky matematik Frank Irwin (1868—1948), Ze jednotlivé re-
dukované harmonické rady obsahujici ve jmenovatelich nejvyse konecny
pocet cislic 9, predstavuji rovnéz konvergentni rady. Tak napi. rada
1/941/19+1/29+1/39 + -- -, kde jmenovatelé obsahuji pravé jednu
¢islici 9, ma soucet priblizné 23.044.
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SoutéZe a olympiady zajisfované NIDV

Jana

1

Sevcova, NIDV, Praha

ABSTRAKT. V prispévku je uveden vicet soutézi a nesoutéznich aktivit,
které
Jde o vycet veskerych takovych aktivit, nejen z matematiky, fyziky ci
jingych prirodovédnich obori.

zajistuje na ndrodni trovni Ndrodni institut pro dalsi vzdéldvdnd.

Uvod

Nérodni institut pro dalsi vzdelavani (NIDV) vznikl pred deseti lety

spojenim ¢trnécti krajskych pedagogickych center. Oproti jinym organi-
zacim s obdobnym zamérenim méa vyhodu celostatni pusobnosti a Sirokou
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e-mail: sevcova@nidv.cz
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lektorskou zakladnu. Pripravuje a realizuje vzdélavaci programy, kur-
zy a seminafe pro pedagogické pracovniky v ramci dalstho vzdélavani
pedagogickych pracovniku. Zabyva se rovnéz zajmovym a neformalnim
vzdélavanim a oblasti podpory rozvoje nadani, v ramci které realizuje
mimo jiné predmétové soutéze a olympiady vyhlasované MSMT.

2 Prehled soutézi a olympiad garantovanych Ta-
lentcentrem NIDV

Stredoskolska odborna ¢innost — je urcena pro studenty strednich
skol v 18 soutéznich oborech. Probiha ve skolnim, okresnim, krajském
a celostatnim kole. Studenti zpracovavaji samostatnou praci na téma,
které si sami vyberou a které nasledné obhajuji pred odbornou porotou
v jednotlivych postupovych kolech. Nejlepsi prace postupuji do celostatni
prehlidky, ktera se pro 38. rocnik soutéze kona od 17. do 19. ¢ervna 2016
v Hradci Krélové, v SPS, SOS a SOU v Hradebnf ul.

Jazykové soutéze — jsou realizovany v nasledujicich jazycich: ang-
licky, némecky, Spanélsky, francouzsky, rusky a latinsky. Jsou urcené pro
zéky zakladnich a stfednich skol. Probihaji v nékolika kategoriich, které
respektuji vék zaku a jejich jazykovou troven, maji nékolik postupovych
kol. Nejlepsi student z kraje postupuje do ustredniho kola.

Déjepisna olympiada — je urcena pro zaky zakladnich skol.
Probiha v nékolika soutéznich kategoriich a kolech. Tematické zameéreni
45. ro¢niku soutéze je ,,Po stopach Lucemburka aneb Za cisarskou koru-
nou”.

Olympiada v ceském jazyce — je urcena pro zaky zakladnich
a strednich skol. Probihd v nékolika soutéznich kategoriich a kolech.
Ustiedn{ kolo se kond v ¢ervnu formou tydenniho taborového pobytu.

Soutéz v programovani — je urcena pro zaky zakladnich a stfednich
skol, probiha v nasledujicich kategoriich: programovani zaci, progra-
movani mlddez a nové je zarazena subkategorie programovani mik-
roradicu; kategorie aplikacni software se déli na tvorbu webu a kan-
celarské aplikace. Probiha v krajském a usttednim kole, okresni kola jsou
realizovana fakultativneé.

Pythagoriada — je urcena pro zaky 5.—8. ro¢niku zédkladnich skol a od-
povidajicich roc¢niku viceletych gymnazii. Kond se ve skolnim a okresnim
kole. V kazdém kole tesi zaci 15 uloh, za kazdou spravné vyresenou ulohu
ziskaji jeden bod, uspésnym fteSitelem je zak, ktery ziska 9 a vice bodu.
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NIDV zodpovida za zpracovani a distribuci dloh.

Evropa ve Skole — je literarni a vytvarna soutéz urcend pro déti
a mladez ve 4 vékovych kategoriich, které jsou odstupnované odlisné pro
vytvarné a pro literarni aktivity.

Daniel — ma napln Holocaust a jeho reflexi, soucasnou rasovou pro-
blematiku a problematiku souziti riznych etnik v CR. Soutéz Daniel
je jednokolova. Je organizovana ve dvou kategoriich pro zaky zakladnich
a zaky vSech typu strednich skol v oboru literdarnim, historickém a v obo-
ru fotografie. Vice informaci o uvedenych soutézich naleznete na [1, 2].

Uspéém’ studenti vybranych soutézi maji moznost wUcCastnit se
nasledujicich mezinarodnich soutéznich a nesoutéznich aktivit.

3 Mezinarodni soutéze

Being Youth Science Creation Competition — laureati SOC se
diky spolupraci s CSVTS téastni od r. 2014 mezindrodni soutéze od-
bornych praci v Pekingu v Ciné. V roce 2016 se bude konat jiz 36. roénik
soutéze, kterou organizuje pekingska asociace pro védu a techniku — Be-
ijing Association of Science and Technology (BAST).

INTEL International Science and Engineering Fair (Intel
ISEF) — je soutéz organizovand v 15 oborech, od piirodovédnych pres
technické az po humanitni. Kazdy rok ji na zacatku kvétna porada jedno
z mést v USA. Ucastni se ji cca 1 700 studentt z vice nez 70 statu svéta.
V kvétnu 2016 se ve Phoenixu, stat Arizona, USA, uskutecni 67. rocnik
soutéze ISEF, kterého se zicastni i vybrani vitézové 37. roéniku SOC,
ktery se konal v ¢ervnu 2015 v Praze. Vice na [3].

European Union Contest for Young Scientists (EUCYS) -
Evropska soutéz pro mladé védce navazujici na soutéz Philips Con-
test, ktera probihala v letech 1968-88. Soutéze se ticastni mladi zajemci
o védu, kteri byli vybrani svou narodni porotou a umistili se na 1. misté
narodni prehlidky. Kazda zemé muze ptihlasit 3 projekty a maximalné
6 soutézicich ve véku 14-21 let s podminkou, ze soutézici neni absol-
ventem 1. roéniku VS. Ceskd republika na této soutézi participuje od
roku 2000. Vysild nejlepsi studenty z Celostatni prehlidky Stredoskolské
odborné ¢innosti (SOC). Vice na [4].

European Union Science Olympiad (EUSO) - Prirodovédnd
olympidda zemi Evropské unie (EUSO) zaloZzend v roce 2002 Dr. Mi-
chaelem A. Cotterem z Dublin City University, ktery ptisel s myslenkou
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tymové prirodovédné soutéze pro studenty ze zemi Evropské unie. Olym-
piada je koncipovana jako multidisciplinarni tymova soutéz urcend pro
17leté a mladsi zaky ze zemi EU. Kazda zemé EU muze vyslat maximalné
dva tymy ve slozeni biolog, fyzik, chemik a tii mentory. Ukolem hostujici
zemé je kromé logistického zajisténi soutéze i priprava uloh pro jednot-
livé soutézni oblasti, které byvaji rovnomérné zastoupeny. CR se déastni
na této soutézi od roku 2007. Vice na [5].

4 Nesoutézni prehlidky a odborna soustiredéni

International Wild Research Week (IWRW) — je tydenni sou-
stfedéni mladych biologl organizované Svycarskou organizaci Schweizer
Jugend forscht ve svycarskych Alpach v oblasti Valchavy. Soustiedéni se
tcastni mladf biologové do 21 let, CR se ucastni od roku 2008. Kazdy
stat ma moznost vyslat 2 studenty. Studenti, ktefi prosli narodnim kolem
soutéze (u nds Celostatni prehlidkou odbornych praci SOC), jsou nomi-
novani odbornou porotou. Studenti fesi ve skupinach ruzné ikoly tykajici
se pozorovani prirody. Ze svych pozorovani vypracuje kazd4a skupina pro-
jekt, ktery na zavérecném setkani predstavi ostatnim tcastnikum. Pristi
ro¢nik se bude konat v ¢ervnu 2016. Vice na [6].

European Sciences Expo (ESE) — je nesoutézni prehlidka pro-
jektu, kterou organizuje Milset for Europe. The International Mo-
vement for Leisure Activities in Science and Technology (MILSET)
— je mnestatni, neziskova a politicky nezavisla mléddeznickd organiza-
ce, kterd pomoci prirodovédnych projektu a technologickych programu
(prirodovédnych veletrhi, kempt, kongresu a dalsich aktivit) poméha
rozvijet prirodovédné, technické a kulturni vzdélani mezi mladymi lid-
mi.

Milset Expo — Sciences International (ESI) - je organizovano
jednou za dva roky. Letosni 15. rocnik se konal v ¢ervenci v belgickém
Bruselu za tcasti 60 zemi svéta, vystaveno bylo 400 projekti od 1 000 stu-
dentu. Vice na [7, §].

Swiss Talent Forum — je organizované svycarskou organizaci Schwei-
zer Jugend forscht. Kona se na pfelomu ledna a tinora ve Svycarském
Thunu, tcastni se ho studenti do 21 let. Jedna se o mezinarodni student-
skou konferenci pro studenty ruznych oboru (jak prirodovédnych, tak
humanitnich). Studenti diskutuji o aktualnich celosvétovych problémech
s prednimi predstaviteli védy, vyzkumu a praxe. Vice na [9].
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Den Pi (nejen) na FIM
Iva Vojkuvkové, UHK, Hradec Kralové !

ABSTRAKT. Prispévek informuge o tradici, kterou zalozil tym z Katedry
informatiky a kvantitativnich metod Fakulty informatiky a managementu
(FIM) Univerzity Hradec Krdlové. Cilem kaZdoroéni akce nazvané Den
Pi na FIM je ukdzat studentum univerzity a strednich skol, Ze matema-
tika neni jen suchd véda, ale ma velmi poutavou historit ¢ pritaZlivou
moderni podobu. Tato forma preddvdni poznatku muZe talentované stu-
denty nasmérovat k vlastnimu bddant.

1 Co je to Den Pi?

Ludolfovo ¢islo neboli ¢islo m vzbuzuje zdjem matematiku i laika
od dévnovéku. Pohled do historie tohoto ,magického” (iraciondlniho
a transcendentniho) ¢isla je v podstaté pohled do historie matematiky
jako takové, jak doklada [1]. Je to historie plna velkych objevu i slepych
ulicek. Objevime tu necekané souvislosti mezi jednotlivymi oblastmi ma-
tematiky. Muzeme opakovat imorné vypocty, obdivovat elegantni apro-
ximace nebo trénovat vlastni pamét. Na cesté po stopach je mozno studo-
vat egyptské papyry i babylonské hlinéné desticky, zalistovat Bibli nebo
dokonce sbirkou zakonu. Lze se tu setkat s velkymi postavami, jakymi
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byli Archimédes, Francois Viete, John Wallis, Gottfried Wilhelm Leib-
niz, Isaac Newton, Leonhard Euler a dalsi. Nékteri z poutniku po této
cesté byli vybaveni jen pravitkem a kruzitkem, jini hrali hazardni hry,
dalsi spolupracovali se zazracnymi poctari a v nedavné minulosti se ke
slovu dostala moderni technika — vykonné pocitace a nové algoritmy (vice
napt. v [3]).

Snad pravé podobné tivahy o vyznamu vedly v roce 1988 fyzika Larry-
ho Shawa ze sanfranciského muzea Exploratorium k uspotadani oslavy,
nazvané jednoduse Den Pi [4]. Ta se konala 14. bfezna (v anglosaském
zépisu 3/14) a mimo jiné se na ni konzumovaly kulaté ovocné kolace
(pie). V dalsich letech se postupné zacalo slavit i jinde, predevsim na
univerzitach. Napiiklad v Princetonu se oslavy spojuji s vyro¢im na-
rozeni Alberta Einsteina, které ptfipadd na stejny den. Nékde se slavi
»den priblizného Pi“ (22/7), tedy 22. ¢ervence. Na MIT se navic v ramci
oslav piipomind Cas Tau (6.28), nebot zde existuje hnuti ,lobbujici“ za
pouzivani 7 = 2. V roce 2009 byl Den Pi dokonce uzndn Snémovnou re-
prezentantu USA. Oslavy probihaji riznym zpusobem. Samoziejmosti je
vyroba a konzumace tradi¢nich kolacu, ale i pizzy nebo dortu se zapisem
¢isla Pi. Soutézi se v zapamatovani, resp. vyjmenovani co nejvice cifer,
hledaji se vtipné slogany na plakaty a tricka, povida se o historii i zhavé
pocitacové soucasnosti. . .

2 Den Pi na FIM

Ziejmé kazda vysoka skola ma zdjem o dobré studenty a chce se dostat
do povédomi stredoskolaku. Pti hleddni novych moznosti zviditelnéni
fakulty se nad c¢lankem z popularniho ¢asopisu na nasi katedie zrodil
napad usporadat Den Pi. Vzniklo logo, které reflektuje jednotny vizualni
styl univerzity a je pfitom zaroven matematickou hiickou (obrazek 1),
zprovoznili jsme webové stranky http://fim.uhk.cz/pi. Po zhodnoceni
svych moznosti jsme se shodli na podobé, kterou jsme v dosavadnich
rocnicich zachovali a zfejmé zachovame i do budoucna. Zaklad bude vzdy
tvorit skutecna matematika, avSak provedeni by mélo byt odlehcené.
Chceme vyuzit i pocitacové zazemi fakulty, zejména software MAPLE.

Prvni ¢asti akce je volné pristupna prednaska. Ve druhé casti se konaji
pocitacové workshopy pro studenty, na které je tieba se z kapacitnich
duvodu hldsit predem. Workshopy bud rozvijeji téma z prednasky, nebo
nabizeji dalsi netradi¢ni pohledy na problematiku.
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Obrézek 1

2.1 Prvni roc¢nik

V roce 2013 jsme dne 14. brezna uspotfadali 1. ro¢nik akce, kterého
se zucastnilo zhruba dvacet studentu univerzity a padesat stredoskolaku.
Prednaska Historie c¢isla m vazné 1 nevdzné provedla posluchace od sta-
roveku do soucasnosti. Béhem prednéasky byla moznost zapojit se do
nékolika tipovacich soutézi o tricko FIM. Na workshopu Algoritmy pro
vypocet m se po zakladnim seznameni s MAPLE pocitalo v prvni casti
Archimédovou (obrézek 2) a obdélnikovou metodou (ty byly zminény
i v prednasce) a v druhé casti metodou Monte Carlo.

Obrazek 2

2.2 Druhy roc¢nik

V roce 2014 se konal 2. ro¢nik, z organiza¢nich duvodu jiz 13. bfezna.
Nad poradanim akce prijala patronat kralovéhradecka pobocka JCMEF.
Mezi studenty univerzity byl sice zdjem mensi nez v prvnim roéniku,
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ale cennd byla jejich asistence pti workshopu pro stredoskoléky, kterych
dorazilo opét kolem padesati. V pfednédsce nazvané Dohoni Achilles po-
sledni cifru w7 bylo pojednano o vypoctu pomoci nekonecnych rad a tzv.
vzorcu Machinova typu. Workshop Co s m v fadé? na prednasku navazal,
zkoumala se na ném znamé Gregory-Leibnizova fada, zatimco workshop
Kruznice zndmé a nezndmé nabidl pohled statisticky (obréazek 3).

Obrazek 3

2.3 Treti rocnik

V roce 2015 se vzhledem k terminu jarnich prazdnin v okrese ko-
nal 3. rocnik 19. brezna, opét pod zastitou kralovéhradecké pobocky
JCMF. Pocet posluchaci se v podstaté shodoval s predchozim roénikem.
Prednaska s ndazvem Kruh — matematika nebo mystika? provedla poslu-
chace napri¢ casem i mistem. Uk&zala, jak se kruh, jeden ze zakladnich
symbolu lidstva, vyvijel v ruznych kulturdach a nabidla presah do psy-
chologie, uméni, architektury, nabozenstvi, marketingu apod. Na prvnim
workshopu byla naznacena odpovéd na otdzku Kde ukryvd Mandelbrot
Ludolfa? (obrazek 4); jednd se o zajimavou souvislost mezi zndmou
fraktalni mnozinou a c¢islem 7. Ve druhém workshopu bylo ukéazano
s vyuzitim Gaussovy myslenky a Pickovy véty, jak souvisi m a ¢tverce.
Vzhledem k tomu, ze postupy popsané v teoretické ¢asti workshoptu ne-
byly dosud potvrzeny dikazem, otevira se zde studentum cesta k samo-
statnému badani.
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Obrazek 4

3 Zaver

Poradani podobné akce je samoziejmé prace nad ramec béznych po-
vinnosti, navic s neméritelnym vysledkem. Ukazalo se, ze patrné nebu-
deme schopni uspotradat velkou akci ,,amerického” typu. Problémem je
kapacita pocitacovych uceben a pocet licenci MAPLE. Také ¢astky na
propagaci nejsou neomezené, takze stfedoskolaci prichazeji zejména ze
skol, kde mame osobni kontakty. Presto se domnivame, ze podobna ak-
tivita je smysluplnd a prispiva nejen k Siteni dobrého jména fakulty, ale
zejména matematiky jako takové. Muze byt inspirativni pro nadané stu-
denty, kteri se na zdkladé podnétu z prednasek a workshopu mohou vydat
vlastni cestou objevu.

4 Podékovani

Autorka ¢lanku dékuje svym kolegum z katedry za poskytnuti mate-
rialt pro pripravu ¢lanku.
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Jsou testy 1Q skuteCnymi testy 1Q?
Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha’

ABSTRAKT. Cldnek se zabyvd jednim typem matematickyjch dloh, které
jsou casto soucdsti testu 1Q) a jinych skolnich testi a na mnohich $koldch
se zZaci s temito ulohami setkdvaji ve vyuce. Jde o ulohu typu ,Do-
pln ciselnou Tadu o nasledujici clen.“ ¢i ,Dopln sprdvné c¢islo na misto
otazniku v uvedené ciselné radé.“ Tyto ulohy nemaji jednoznacné resent,
a zkresluji tak skolni vysledky Zdaki a 1Q) testovanich jedincai.

1 Uvod

V ruznych kvizech v ¢asopisech, ale i v seriéznich publikacich (napf.
v [2], s. 84, [3], s. 12) a na webu (z mnoha napt. [4] — [6]), hlavné
vsak v testech, které zkoumaji IQ) clovéka, se objevuji ulohy, kde je
uvedeno nékolik ¢isel za sebou a ma se doplnit dalsi, které ma logic-
ky nasledovat. Prikladem takové tlohy je tato: ,Doplnte dalsi cislo,
které nasleduje v tadé ¢isel 1, 4, 9, 16, ... .“ V takovéto tloze jsou
hned dva problémy. Jednak se pouziva nespravné slovo ,fada“, spravneé
se ma pouzivat slovo ,posloupnost®, jednak pokud neni znamo pravi-
dlo, jak doplnit dalsi ¢islo, muze kazdého z nas napadnout jiné pravi-
dlo, takze tloha muze mit vice feSeni, dokonce nekonetné mnoho reSeni.
Napi. k uvedené uloze muze nékdo fici, ze pouzije pravidlo, v néz se
uvedend ctverice ¢isel neustale opakuje, takze c¢isla budou tvorit po-

sloupnost: 1, 4, 9, 16, 1, 4, 9, 16, 1, ... . Nékdo jiny uvede pravidlo,
ze od patého clenu posloupnosti bude vzdy ¢islo nula, takze dostane-
me posloupnost: 1, 4, 9, 16, 0, 0, 0, ... . A takovychto pravidel si

muzeme vymyslet nekonecné mnoho. Nékdo fekne, ze jednotlivé cleny
posloupnosti dostane, kdyz bude dosazovat do néjakého matematického
vyrazu. V nasem piikladu by §lo o vyraz n?, do néhoz kdyz dosadime
za proménnou n postupné cisla 1, 2, 3, 4, ..., dostaneme posloupnost
1,4,9, 16, ... . Co kdyz ale nékoho jiného napadne jiny vyraz? Dale
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uvedeme ukazku toho, ze muzeme k danym nékolika ¢lenum posloup-
nosti vytvorit nekoneéné mnoho vyrazu, do nichz kdyz dosazujeme za
proménnou ¢isla 1, 2, 3, 4, ..., dostaneme zacatek posloupnosti stejny,
ale v dalsich ¢lenech se bude posloupnost ménit podle pouzitého vyrazu.

2  Uloha

Jako ukazku pouzijeme jesté jednodussi ilohu, nez je uvedena v ivodu,
aby ziskané vysledky byly lehce kontrolovatelné. Takze tloha zni:

Urcete dalsi clen posloupnosti 1, 2, 3, 4, ... .

3 Prvni metoda — Polynom vysSiho stupné

Zadané cleny si muzeme ptredstavit jako polynomickou funkci, v niz je
¢islu 1 prifazeno cislo 1, ¢islu 2 je prifazeno ¢islo 2, ¢islu 3 je prifazeno
¢islo 3 a cislu 4 je pritfazeno cislo 4.

Takovou predstavu spliuje polynomicka funkce y = x. Podle tohoto
predpisu by bylo ¢islu 5 pritazeno ¢islo 5 atd. To vétsinou predpokladaji
autori testovych tuloh.

Na tuto polynomickou funkci muzeme prijit, kdyz si fekneme, ze
pouzijeme polynom tiettho stupné y = ag + a1z + asx® + azz>, nebot
v ném jsou jako neznamé parametry ¢tyti koeficienty a zadand tloha ma
zadané také ctyri udaje, takze se ony koeficienty daji jednoznac¢né najit.
V tomto pripadé jde o vyreSeni této soustavy:

r=1:ay+a+ay+a3=1
r=2:ay+ 2a; + 4as + 8az = 2
r=3:ay+ 3a1 + 9as + 27a3 = 3
r=4:ay+ 4ay + 16ay + 64a3 = 4

Ta ma teseni ag = 0, a1 = 1, ao = 0, ag = 0, coz predstavuje poly-
nomickou funkci y = z. V uvedeném vypoctu vysla polynomicka funkce
jednoznacné, a to muze byt pro tviurce testi duvodem, pro¢ pozaduji
jediné pokracovani dané posloupnosti.

Problematika ale neni tak jednoznacna, jak nyni ukazeme. Proc
bychom nemohli pozadovat vyjadrit danou posloupnost polynomickou
funkci vyssiho stupné nez tfetitho? Ukazme si tuto metodu pro polyno-
mickou funkei étvrtého stupné y = ag+ a2+ asz® + azz® + asx*. V tomto
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pripadé jde o Teseni této soustavy:

r=1:ay+a1+ay+a3+as=1
r=2:ay+ 2a;1 + 4as + 8asz + 16a, = 2
r=3:ay+ 3a1 + 9as + 27a3 + 8lay = 3
r=4:ay+ 4ay + 16as + 64az + 256a4 = 4

Tato soustava ma nekoneéné mnoho teSeni. Volime-li napt. ay = 1,
je pak a3 = —10, as = 35, a1 = —49, ap = 24, takze jsme dosta-
li polynomickou funkci y = 24 — 49z + 352 — 1023 + 2*. Po dosa-
zeni x = 5 do této funkce, dostaneme hodnotu 29; tedy nase posloup-
nost ma podobu 1, 2, 3, 4, 29, ... . Pokud volime a4 = —1, je pak
az = 10, as = =35, a4 = 51, ag = —24, dostaneme polynomickou
funkci y = —24 + 51z — 3522 + 102% — 2*. Po dosazeni 2 = 5 do této
funkce, dostaneme hodnotu —19; tedy nasSe posloupnost ma podobu
1, 2, 3,4, —19, ... . A takto muzeme pokracovat do nekonecna, coz
znamena, ze pozadovany paty clen dané posloupnosti muze byt v pod-
staté jakykoli.

Analogicky muzeme volit polynomickou funkci patého, sestého atd.
stupné. Tim dostavame dalsi a dalsi moznosti, jakych hodnot muze
nabyvat paty ¢len dané posloupnosti.

4 Druha metoda — Rychly ,,univerzal*

Jina metoda je velice rychla na tvorbu polynomické funkce. V nasem
pripadé posloupnosti 1, 2, 3, 4, ... muzeme vyuzit autorem ocekavaného
pokracovani posloupnosti, tj. funkce y = x a pric¢ist k ni néjakou jinou
polynomickou funkci. Téch prictenych funkci muze byt nekoneéné mnoho
zavislych na poc¢tu danych prvnich ¢lentu posloupnosti. Jako ukézku si
uved me dva takové pifklady. Prvni z nich m4 podobu

y=z+ (r—1)(z—2)(z —3)(z —4).
Tato funkce ma po upravé podobu
y = 24 — 49z + 3522 — 1023 + 2,
se kterou jsme se jiz setkali vyse. Druhd z nich ma podobu
y=x+ (r—1)(z—2)(x —3)(xr —4)(z — 6).

Tato funkce ma po upravé podobu
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y = 144 — 1452 — 442 + 7123 — 1622 + 2°.

Tato polynomicka funkce generuje posloupnost 1, 2, 3, 4, —19, 6, ... .

5 Treti metoda — Jednotlivy napad

Zde si uvedme jednotlivé funkce, které nds napadnou ndhodou ne-

metod. Ukazme si ¢tyri takové priklady.
Prvni priklad je

y =logs[(x — 1)(x — 2)(x — 3)(x — 4) + 1] + =,
druhy priklad je
y=sin(z—1)(z —2)(z — 3)(z — 4)418 +z,
treti priklad je
y=—lr—4/+4
a ¢tvrty priklad vyuzivajici dolni celou ¢ast realného cisla je

y=5]+z

6 Ctvrta metoda — Lagrangeav vzorec

Lagrangeuv vzorec [1, s. 250] je vlastné predpis pro polynomickou funk-
ci, ktera ma takovy pocet koeficientu, kolik je zadano funkénich hodnot.
Ukazme si tuto metodu pro nasi danou posloupnost 1, 2, 3, 4, ... .

Zde musime zadat, jakou hodnotu si prejeme, aby mél paty clen po-
sloupnosti. Reknéme, ze chceme, aby mél hodnotu 1. Pro prehlednost si
sestavme tabulku, v niz jsou uvedeny hodnoty nezavisle proménné a k ni
hodnoty zavisle proménné:

z[1]2]3]4
yl[1]12]3141

Vznikne polynomicka funkce ¢tvrtého stupné, kterd ma v obecném
pripadé tvar:
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(25 — z1) (25 — 22) (25 — 23)(T5 — 24)
V konkrétnim pripadé pro nasi tabulku mé polynomicka funkce tvar:

@2 -3a-D@-5) (- —3)z— 45
BN Gy iy )

g o=@ -4)@-5 , (@-D-2@=3)-5)

i 2 1-(—1)(-2) 3.2-1-(—1)
(x —1)(x —2)(x — 3)(x — 4)
1-
+ 4.3.2-1
—24 + 562 — 3522 4+ 102 — *
y:
6

7 Pata metoda — Newtonuv vzorec

Newtonuv vzorec [1, s. 251] je také predpis pro polynomickou funkei,
ktera ma takovy pocet koeficientu, kolik je zaddno funkcénich hodnot.
Ukazme si tuto metodu opét pro nasi posloupnost 1, 2, 3, 4, ... . Zde také
musime zadat, jakou hodnotu si prejeme, aby mél paty clen posloupnosti.
Reknéme, ze chceme, aby mél hodnotu 1. Pro prehlednost si sestavme
analogickou tabulku, v niz jsou uvedeny hodnoty nezavisle proménné
a k ni hodnoty zavisle proménné:

1[2[37]4
yll1]2]3]4]1

Nejprve si vypocteme tzv. diference:
Ayr = yo — Y1, Ayo =y3 — 2, Ayz = ys — y3, Ays = Y5 — Y,
A2y = Ays — Ayr, A%ys = Ays — Ays, A?yz = Ayy — Ays,
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Asyl = A2y2 - Azyl, A3y2 = A22J3 - AQ?J%
A491 = Ag?JQ - Ag?h

Navic od Lagrangeova vzorce vyzaduje Newtonuv vzorec volbu tzv.
kroku h, coz je hodnota, se kterou se zvétsuje nezavisle proménna. Vznik-
ne polynomicka funkce ¢tvrtého stupné, kterd ma v obecném piipadé
nasledujici tvar:

Ayp(z — x7) N A2y (z — 21) (2 — 29)

YT 2152
Ayi(x — 21)(z — 22)(x — 73)
" 3173 -
+A3y1(5(: —x1)(x — z9)(x — x3) (T — 14)
41 p#

V nasem pripadé zvolime krok h = 1 vzhledem k tomu, ze posloup-
nost je definovana na prirozenych cislech. Vznikne polynomicka funkce
¢tvrtého stupné, kterda ma pro nasi tabulku tvar:

I(z —1) N O(x — 1)(z—2) N O(x — 1) (z —2)(z —3)

y=1+

1 2
_I_—4(:1: —1)(x —2)(x — 3)(x — 4)
24
—24 + 56z — 3522 + 1023 — 2*
y =
6

Zde nahodou Newtonuv vzorec a Lagrangeuv vzorec davaji stejny tvar,
to je ale zptusobeno volbou kroku h = 1, jinak byvaji oba tvary ruzné.

8 Zaver

Doufejme, ze tento maly prispévek aspon trochu vyvratil vétsinovy
nazor spolecnosti, jak ma jednoznacné pokracovat nacatd posloupnost.
Hezké by bylo, kdyby si to uvédomili hlavné psychologové, kteri podle
takovych testu hodnoti osobnost clovéka, ¢i jeho IQ. Podle mého nazoru
by ¢lovek, ktery doplni vétsinové oc¢ekavanou hodnotu, mél dostat jen
maly pocet plusovych bodu, kdezto clovéek, ktery vyplni jinou hodnotu,
by mél dostat vice plusovych bodu. To je samoziejmé prehnané, ale urcité
by clovéku, ktery vyplni jinou hodnotu nez tu vétsinové ocekavanou,

nemeéla byt pocitana tato polozka jako chybna. Znamena to tedy, ze by se
takto nejednoznacné ulohy mély ze vSech testu a vSech ucebnic vymytit.
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Matematické hry
Jaroslav Zhouf, FIT CVUT, Praha’

ABSTRAKT. Jak motivovat Ziky ke studiu matematiky? Je dobré obcas
predlozit jim atraktivni téma a vyucovat ho ponékud volnéjsim zpusobem.
Cldnek popisuje jednu takovou situaci v rdmeci volitelného predmétu Apli-
kovand matematika pro Zdky zajimajici se o matematiku ponékud vice. To
atraktionéjsi téma bylo Teorie her, ale ne vyucované striktné metodou de-
finic a vet, ale formou hrani konkrétnich her, hleddni vitéznych strategii
a hleddni ruzngch jinych variant her.

1 Uvod

Ve gkolnim roce 2014/15 jsem na Gymnéziu Christiana Dopplera
v Praze vyucoval volitelny predmét Aplikovand matematika pro zaky,
kteri maji vétsi zdjem o matematiku a dosahuji v ni uz pomérné slusnych
vysledki. Jednim tématem, které jsme si spolecné se zaky zvolili, byl
Uvod do teorie her. ijlné prvnim impulsem k volbé tématu byly ulohy
z probihajictho a nésledujiciho rocniku matematické olympiady, které
maji charakter her. Prubézné jsme se ve vyuce zabyvali matematickou
olympiadou, takze to byl vlastné prirozeny prechod k novému tématu.

Teorie her je pomérné nova matematicka disciplina, a to studenty také
zaujalo, protoze skolni vyuka se zabyva matematickymi oblastmi, které
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byly nové pred nékolika staletimi, nebo dokonce tisiciletimi. A to uz pro
zaky nejsou lakava témata.

V tomto prispévku se budu zabyvat jen tou ivodni ¢asti tématu, ktera
méla studenty vnést do prostiedi her, vyzkouset si nékolik zndmych her,
hledat jejich vitézné strategie a pokusit se vymyslet hry nové, nebo aspon
obmeénéné k jiz znamym hram.

2 Vymezeni tématu

V té jednodussi, motivacni ¢asti Teorie her jsme si se zaky stanovili
osnovu, jak by bylo vhodné hloubéji se seznamit s jednotlivymi hrami,
a tak zacit premyslet, jak je asi vybudovana disciplina Teorie her. Takze
jsme si stanovili tuto osnovu:

— prezentace hry;

— sehrani jedné nebo vice partii této hry v kolektivu ttidy;

— hledéni vitézné strategie hry:;

— ovéreni této strategie sehranim partie v kolektivu tridy;

— hledani obmeén prezentované hry a hledani vitéznych strategii;

— hledani relativné jiné hry, ktera ma ale skryté kofeny v prezento-
vané hre;

— sepsani sbirky novych her, které byly vytvoreny v nasem
predmeétu.

3 Realizace vymezeni predmétu ve vyucovaci ho-
diné

Zaktm jsem predlozil publikaci [1], kde je uvedeno 75 zakladnich ma-
tematickych her a mnoho jejich obmén. Na zacatku tématu o hrach do-
stal kazdy zak pridéleny dvé hry, které mél nastudovat a fidit nasledné
v dalsich hodinach postup tak, abychom napliovali stanovenou osno-
vu tématu. Jako doplnkovou literaturu k fadnému nastudovani pravidel
a strategii her méli zaci k dispozici publikace [2, 3, 5, 6, 7], a také si
shanéli dalsi informace na internetu.

V naslednych hodinach vzdy jeden student tidil vyuku zhruba podle
osnovy, kterou jsme si stanovili. Zaci méli mnohdy tendenci nékteré ¢asti
osnovy preskocit, protoze se jim to zddlo samoziejmé. Tento postup se
neukazal jako optimalni, protoze tim zrychlenym procesem na nékteré
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detaily zapominali. Proto jsem tam byl jako supervizor ja a vracel jsem
je k pomalejsimu tempu a pravé podle stanovené osnovy. Poté mnohdy
zaci priznali, ze kdyz se zamysleli az hloubé¢ji nad problémem, tak mu
teprve radné porozuméli.

4 Priklad jedné hry rozpitvané podle predepsané
0osSnovy

Hra je uvedena v [1, s. 46-47] pod nazvem Scelk, ale je pfevzata z pu-
blikace [4].

Formulace hry: Hraji dva hrdci. Je dan ctverec s n X n jednotkovymsi
policky. Hraci stridavé zabarvi libovolné nezabarvené policko a s nim
vsechna policka leZici od néj doprava, nahoru a sitkmo doprava nahoru
(obrdzek 1). Prohraje ten hrac, ktery musi zabarvit levé dolni policko.

7 7,

6 %%

5 %%

4 AR
3 EB\:
) DN
1 |

t 3 3 4 8§ 9 7

Obrazek 1

Zéci sehréli dvé partie, aby si hru podrobnéji ,osahali“. Pak nastala
diskuse o tom, jak hrat, aby néktery z hrac¢u jednoznacné vyhral. Hra je
pomérné jednoducha a zaci po nékolika minutach vitéznou strategii obje-
vili. Vzdy dosli k tabuli, aby se nemuseli dlouze vyjadrovat, a ukazovali,
ktera policka by si postupné vybirali.
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Objevili, ze vitéznou strategii mé zacinajici hrac. Nejprve vybere
policko na thlopficce ¢tverce tésné sousedici s polickem v levém dolnim
rohu. Pak bude vybirat policka soumérna s vybranymi policky soupere
podle diagondaly sméiujici zleva dole doprava nahoru.

Tato strategie je tak jasna, ze uz zaci odmitli hru jesté jednou hrat.
Naopak je zaujalo vymyslet varianty této hry.

Jedna z variant, kterd je napadla, je, ze misto poc¢atec¢niho Ctverce se
vezme libovolny obdélnik. Ta je uvedena i v publikaci [1], ale tam je také
uvedeno, ze doposud neni zndma vitézna strategie (viz [3]), ze ,jedinou
moznosti je iplny strom moznosti, ze kterého se vyhravajici pozice daji
zpétné urcit®.

Dalsi variantou uvedenou nasimi zaky je, ze by se k vybranému policku
vybarvila policka lezici v celé vodorovné tadé a v celém svislém sloupci,
tj. jakysi kiiz. Zde prvni hrac¢ vybere policko v jednom sloupci, druhy
hra¢ musi vybrat policko ve druhém sloupci, prvni hrac¢ ve tietim sloupci
atd. Nakonec jeden z hracu musi vybrat posledni sloupec, ¢imz zabarvi
i levé dolni policko. Zde tedy zavisi na tom, ma-li ¢tverec lichy nebo sudy
pocet sloupcu. Tim je tato varianta nezajimava.

Uved'me jesté jednu variantu, kterou Zaci navrhli, a sice Ze by stiidavé
hrali tfi hraci. I zde je ale vitézstvi zavislé na velikosti puvodniho ¢tverce.
Takze i tato varianta je nezajimava.

[jplné jinou hru motivovanou prezentovanou tlohou se zakum nepo-
darilo najit, vzdy v navrhu bylo vidét, zZe je to vice ¢i méné jen varianta
prezentované hry. Zde se neni mozné divit, protoze hra je svou podstatou
jednoduchd a nenabizi mnoho zcela jinych, ale pritom vlastné stejnych
uvah.

5 Zaveér

Na zacatku vyuky Uvodu do teorie her jsme si spolecné se zaky vy-
tycili, ze vytvorime sbirku novych her, které zaci objevili. Jak ale bylo
vidét v ukazce vyse, neni viibec jednoduché takové hry vytvorit. Vétsinou
slo vzdy jen o varianty znamych her. Proto nakonec zadna sbirka nevznik-
la. To ale neméni nic na tom, ze se zaci do prace zapojili se zaujetim, ze
se seznamili s mnoha matematickymi hrami, Ze se naucili premyslet spe-
cifickym zpusobem a Ze byli schopni vymyslet aspon varianty znamych
her.

To tedy z mého pohledu ucitele, ktery mél zakum predat nové po-
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znatky a vzbudit v nich zajem, je velky uspéch. A neni si mozné prat nic
vic, nez aby i jind matematickd témata prinesla takovy pozitivni pristup
k vyuce matematiky. A nejen matematiky.
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Adam a Eva

o[peoaz aloN

Martin Maly

FEva:

Jsem jednotou téla,

velmi, velmi nepatrného,

ale dost slozitého kousku hmoty,
a monumentalniho ducha,

ktery v tomto bludisti nachazi
svoje vlastni rysy.

Moje védomi je tajemnym
milovanim se onéch dvou

a obrazem, k némuz konverguje
souhra jejich pohybu.

Je funkci i ¢islem,

k némuz se blizi jeji hodnoty.

A7 se hmota opotiebuje,

jeji pritel se jako nevésta,

ktera se chce libit

svému zenichovi,

odéje do svatebniho zavoje

a jejich tanec vykresli svoji limitu,
pozna ¢islo svij obraz

a moje byti bude u konce.
Hmota se rozpadne a muj duch,
pripraveny zakficet

jako novorozenec své ”ano”,

si mnou vetknuty tvar vlozi

do barvami hytictho kontinua
svych podob.

Jad:

Adam:

Hraji si jako dite

s barevnymi kaminky,

tu vétsimi - tu mensimi,

ve snaze poskladat z nich
pravdivy a krasny obraz.
Jsem télem i duchem badatel.

Hledam strukturu tam,

kde ji dosud jini nenasli -

moje mysl stépi,

co se dosud nepovedlo rozstépit,
a sklada v celistvost,

co v celistvosti

dosud lidsky duch neuchopil.

Jsem jako ndbojnice

plna schopnosti a sil,

které dokazi uvolnit

jako §ip z napjatého luku -
mam talent ke vSemu,

po ¢em touzi moje srdce,

a také schopnosti jej vyuzit.
Jsem pfipraven dojit

ve svém uchopeni sebe a svéta,
ve kterém ziji, az na vrchol
svych schopnosti.

Jsem dité Adama a Evy.
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Ani jeden matematicky talent nazmar — tiskova zprava
z internetovych stranek UHK

Ve dnech 5. az 6. cervna 2015 se na UHK konala konference , Ani jeden
matematicky talent nazmar®, kterou pordada pravidelné Jednota ceskijch
matematiku a fyziki.

V programu se predstavili i domaci tucastnici hned ze tii fakult uni-
verzity. Prof. PhDr. Martin Bilek, Ph.D. a PhDr. Michal Musilek, Ph.D.
z PiF UHK predstavili v ivodu setkani Projekt MaSciL,, aneb IBL ja-
ko néstroj rozvoje talentu. PhDr. Jana Marie Havigerova, Ph.D. z PdF
UHK pohovotila o Vyhledavani nadanych déti a Mgr. Iva Vojkuvkova
z FIM UHK sezndmila s akci Den pi (nejen) na FIM. V zavéru konfe-
rence predseda programového vyboru doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.
podékoval za milou atmosféru predstavitelum kralovéhradecké pobocky
JCMF a tcastnici obdrzeli od prodékana pifrodovédecké fakulty PhDr.
Michala Musilka, Ph.D. pozvanku k setkani v roce 2017 jiz v nové bu-
doveé.

Mgr. Iva Vojkuvkova lektor Katedra informatiky a kvantitativnich me-
tod FIM UHK

Zdroj: https://www.uhk.cz/cs-CZ/UHK /Cim-zijeme/
Multi-telocvikarska# UHK-Article
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10.

11.

12.

13.

14.

Seznam ucastniku

. Bilek Martin e-mail: martin.bilek@Quhk.cz

Pracovisté: PTF UHK, Rokitanského 62, Hradec Kralové

Havlickovd Radka e-mail: radka.havlickova@pedf.cuni.cz
Pracovisté: PedF UK, M. D. Rettigové 4, Praha 1

Jezek Viktor e-mail: jezek@jaroska.cz
Pracovisté: G, tr. kpt. Jarose 14, Brno

Kaslovd Michaela e-mail: michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
Pracovisté: PedF UK, M. D. Rettigové 4, Praha 1

Kobza Ales e-mail: akob@seznam.cz
Pracovisté: PTF MU, Kotlarska 2, Brno

Kommouvd Helena e-mail: helena.kommova@gmail.com
Pracovisté: GJK, Parlérova 2, Praha 6

Kopfova Jana e-mail: jana.kopfova@math.slu.cz
Pracovisté: MU SU, Na Rybnicku 1, Opava

Kurina Frantisek e-mail: kurinovi@gmail.com
Pracovisté: UHK, Rokitanského 62, Hradec Kralové

Maly Martin e-mail: maly.m@mail.muni.cz
Pracovisté: ADC Czech Republic, Turanka 98B, Brno

Muchdlkovd Jarmila e-mail: michalkova.j@zsprosec.cz
Pracovisté: ZS, Proseé 260

Molnar Josef e-mail: josef.molnar@Qupol.cz
Pracovisté: PTF UP, ti. Svobody 26, Olomouc

Musilek Michal e-mail: michal.musilek@Quhk.cz
Pracovisté: PTF UHK, Rokytanského 62, Hradec Kralové

Miiller Fvien e-mail: muller@gozhorice.cz
Pracovisté: G, SOS, SOU, VOS, Husova 1414, Hofice

Potucek Radovan e-mail: radovan.potucek@unob.cz
Pracovisté: FVT UO, Kounicova 65, Brno
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ringel Jiri e-mail: ringelQgybroumov.cz
Pracovisté: G, Hradebni 218, Broumov

Ruzickovd Lucie e-mail: ruzickova@gchd.cz
Pracovisté: GChD, Zborovska 45, Praha 5

Sevcovd Jana e-mail: sevcova@nidv.cz
Pracovisté: NIDV, Praha

Tlaskal Jakub e-mail: jakub.tlaskal@seznam.cz
Pracovisté: VOS a SPSE, Bozetéchova 3, Olomouc

Vojkuvkovd Iva e-mail: iva.vojkuvkova@uhk.cz
Pracovisté: FIM UHK, Rokitanského 62, Hradec Kralové

Zhouf Jaroslav e-mail: zhouf@seznam.cz
Pracovisté: FIT CVUT, Thékurova 9, Praha 6

71



Nézev: Ani jeden matematicky talent nazmar 2015, Sbornik prispévku

Editofi: doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.;, PhDr. Lucie Ruzickova, Ph.D.
Sazba programem IXTEX: Zuzana Prochazkova

Rok a misto vydani: 2016, Hradec Kralové

Vydani: prvni

Néklad: 100

Vydalo nakladatelstvi GAUDEAMUS, Univerzita Hradec Krélové jako svou
1571. publikaci

ISBN 978-80-7435-631-5



