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a Fakulta informatiky a managmentu
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ÚVOD

Úvodnı́ slova
Vážeńı čtenáři,

sedmý ročńık konference Ani jeden matematický talent nazmar
proběhl 5. a 6. června 2015 v Hradci Králové. Tato tradičńı konfe-
rence, která je tematicky orientována na žáky a studenty talentované
v matematice a př́ırodovědných oborech, našla letos nové garanty:
Univerzitu Hradec Králové a Královéhradeckou pobočku JČMF. Dı́ky
těmto organizátor̊um se na konferenci podařilo vytvořit př́ıjemnou
pracovńı a přátelskou atmosféru. Problematika žák̊u a student̊u
talentovaných v matematice a př́ırodovědných oborech źıskává v po-
sledńıch letech t́ım v́ıc na aktuálnosti, č́ım v́ıc je zřejmé, že to
budou právě tito mlad́ı lidé, kdo se v budoucnu stanou hybateli
pokroku a nositeli vědeckého, technického i společenského rozvoje.
Na konferenci zazněly přednášky, které se na problematiku talentu
a pedagogické práce s ńım d́ıvaj́ı z pohledu psychologického, matema-
tického, informatického, ale i př́ıspěvky týkaj́ıćı se odborných soutěž́ı.
Přednášej́ıćı představili posluchač̊um některé d̊uležité teoretické
rámce, ale zároveň své přednášky uváděli do souvislost́ı s kon-
krétńımi praktickými zkušenostmi s aplikaćı uváděných poznatk̊u při
práci s žáky základńıch škol a studenty středńıch i vysokých škol.
Sborńık, který právě dostáváte do ruky, obsahuje př́ıspěvky k těmto
přednáškám. Věř́ıme, že v něm najdete mnoho inspirace a podnět̊u
ke své pedagogické práci, ale také k vlastńımu rozvoji. Těš́ıme se na
setkáńı na př́ı̌st́ım ročńıku konference Ani jeden matematický talent
nazmar.

Editoři
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PROGRAM KONFERENCE

Pátek 5. 6. 2015
9.30 Prezence

10.30–10.45 Zahájeńı

10.45–11.30 Martin B́ılek, Michal Muśılek: Projekt MaSciL,
aneb IBL jako nástroj rozvoje talentu

11.30–12.10 Ludmila Valešová: Trénováńı paměti

12.10–12.30 Jana Ševcová: Informace o soutěži Pythagoriáda

14.00–14.45 Marie Havigerová: Vyhledáváńı nadaných dět́ı
a aktuálńı poznatky o nadáńı

14.45–15.20 Michaela Kaslová: Jeden nebo nekonečně mnoho?

15.45–16.15 Jana Kopfová: Pythagorova veta ako ju (možno)
nepoznáte (alebo čo všetko. . . )

16.15–17.00 Jaroslav Zhouf: Matematické hry I

Sobota 6. 6. 2015
9.00–9.15 Jaroslav Zhouf: Matematické hry II

9.15–9.45 Iva Vojk̊uvková: Den π (nejen) na FIM

9.45–10.30 Jaroslav Zhouf: Jsou testy IQ skutečnými testy IQ?

10.30–11.00 Radovan Pot̊uček: O třech typech nekonečných řad

11.00 Zakončeńı
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PŘEDNÁŠKY

hfs
Jeden nebo nekonečně mnoho?

Michaela Kaslová, PedF UK, Praha 1

Abstrakt. Pojmotvorný proces prob́ıhá u nadpr̊uměrných žák̊u
v lecčems odlǐsně od majority tř́ıdy. Někdy je rozd́ıl evidentńı, jindy
se skrývá v

”
maličkostech“, které proběhnou ve vteřině. Jaké otázky

provázej́ı proces zobecňováńı? Kdy nastává u žáka zájem o pojem a jeho
reprezentaci? Analyzujme čtyři př́ıpady, na kterých si ukážeme, co a kde
vzniklo a jaký to dalo popud k diskusi.

1 Úvod

Práce s nadpr̊uměrnými žáky vyžaduje vysokou citlivost na to, co a jak
ř́ıkaj́ı. Jsou myšlenky, které d́ıky nepřipravenosti učitele mohou zapad-
nout. Žák někdy uvažuje nahlas, sděluje své pocity, nápady, aniž by si
uvědomil, co významného je za nimi skryto. Je na učiteli tyto žákovy
podněty registrovat, analyzovat a adekvátně na ně reagovat.

2 Čtyři situace

S nadpr̊uměrnými žáky mám čtyři druhy zkušenost́ı: jako pozoro-
vatel při hospitaćıch, jako učitel prvńıho/druhého stupně, jako experi-
mentátor, jako vedoućı Klubu přátel matematiky (dále jen KPM), kam
chod́ı dobrovolně žáci ve věku 5 – 11 let. Následuj́ı čtyři př́ıpady z KPM,
ve kterých si budeme vš́ımat žákovských reakćı na r̊uzné podněty, které
jsou vzhledem ke kontextu prvńıho stupně nestandardńı (galerie s abs-
traktńım uměńım a Geogebra). Př́ıpady nejsou uvedeny chronologicky
proto, že teprve v situaci 1 z roku 2013 jsem si uvědomila, že podobný
posun nastal již dř́ıve, a to v monologu d́ıvky v roce 2010 (situace 2)
a v dialogu tř́ı chlapc̊u v roce 2012 (situace 3). Obě situace (2 i 3) byly
sledovány p̊uvodně z jiného hlediska a také publikovány v jiném kontex-

1e-mail: michaela.kaslova@pedf.cuni.cz
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tu. V situaci 4 byly již v pr̊uběhu diskuse ćıleně zaregistrovány momenty
oněch proměn.

2.1 Situace 1

Kontext: Galerie Městská knihovna v Praze, výtvarńık M. Kub́ıček,
školńı rok 2012/13

Úkol: Vybrat si jedno z děl, které se mi ĺıb́ı/zaujalo mne; výběr
zd̊uvodnit

Žák M, devět let, popisoval jeden obraz, ukazoval, co ho zaujalo,
a přeb́ıhal zleva doprava, aby všichni viděli; najednou si všiml (údiv),
že se z r̊uzných úhl̊u pohledu trojúhelńıky měńı (obrázek 1):

”
Já myslel,

že je vostrej (ostroúhlý), ale von může. . .“
Zarazil se, ostatńı však ne. Učitel se podivil a to zp̊usobilo, že

následovalo zkoumáńı: vybraného trojúhelńıku v galerii a št́ıt̊u u domů
cestou do ZŠ (obrázek 2).

Následuj́ıćı etapa: Někteř́ı žáci (z KPM v rámci outdoorové mate-
matiky) přinesli fotografie objekt̊u zab́ıraných pod r̊uznými úhly. Práce
se postupně proĺınala s diskuśı nad fotografiemi a nad silnou vzpomı́nkou
z galerie.

Diskuse: Diskuse se soustředila na otázku, kolik je vlastně
trojúhelńık̊u. Pokud bychom se mohli na jeden obrázek d́ıvat z r̊uzného
úhlu nebo z r̊uzné vzdálenosti, byl by to jeden trojúhelńık, nebo by jich
bylo v́ıce?

Obrázek 1
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Záznam fragmentu:
”
. . . tak je jen jeden? Tupoúhlej znamená,

že. . . Koukám z jinýho mı́sta,. . . Ne úhlu. . . ? Tak kolik je vlastně
trojúhelńık̊u? Nekonečně? Kdyby byl jen jeden, tak proč učitel ř́ıká, že
je děĺıme na. . .“

Obrázek 2

2.2 Situace 2

Kontext: Galerie Rudolfinum, výtvarnice Shakbasi, školńı rok
2010/2011

Úkol: Vybrat si jedno z děl, které se mi ĺıb́ı/zaujalo mne; výběr
zd̊uvodnit

Žákyně A, šest let, popisovala, co ji na obraze se třemi barevnými kou-
lemi zaujalo (obrázek 3):

”
Hm. . . Ted’ mi to došlo. . . Ona koule nemuśı

na ničem ležet. Vlastně může měnit tu velikost, . . .“
U:

”
Proč mysĺı̌s?“

A:
”
No, . . . Neńı tu nic jinýho, nev́ım, jestli je větš́ı než já, nebo

menš́ı. . . Je to asi jedno.. . . (pauza). Ona (autorka) ř́ıká, že je jedno,
jakou si tam představ́ım barvu, koule může být, kde chce. Já to vid́ım. . .
Ani nev́ım, jestli se toč́ı, ale to je taky jedno. Je (singulár) to koule. Je
to krásný.“

Poznámka: V projevu holčičky v závěru již nejsou koule (množné
č́ıslo), ale mluv́ı jen o jedné. Jde pro ni o modifikaci jediného dyna-
mického modelu pojmu koule. Singulár jména z̊ustal učitelem napoprvé
nepovšimnut, teprve s odstupem času se vynořil jako významný při opa-
kovaném čteńı záznamu.
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Obrázek 3

2.3 Situace 3

Kontext: Galerie MU Hradec Králové, výtvarńık V. Bošt́ık, školńı
rok 2011/2012

Úkol: Vybrat si jedno z děl, které se mi ĺıb́ı/zaujalo mne; výběr
zd̊uvodnit

Žáci, kteř́ı se shodli na jednom d́ıle, M, K, S, T (ze záznamu neńı zcela
jasné, kdo co řekl) (obrázek 4):

”
Hele to, je to, to – kruh.“

”
No a co?“

”
Co to má jako bejt?“

”
Ale neńı vohraničenej.“

”
To vad́ı?“

”
Tak. . . Je to vnitřek kruhu, ale. . .“

”
Kde je ta kružnice? Je to takový, takový, no – neurčitý. . .“

”
Jako by se zvětšoval!“

”
Ne, je menš́ı a. . .“

”
To je tou barvou.“

”
Taky neńı stejně barevnej. . .“

”
Jako když jde do nekonečna.“

”
To by nešlo, kdyby tam ta kružnice byla.“

”
No jo, to by nebylo věčný.“
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M a T se usmı́vaj́ı, S krout́ı hlavou, ale už nic neř́ıká, K má chv́ıli
otevřená ústa.

Obrázek 4

Poznámka: V pr̊uběhu diskuse se měńı pohled na obraz a pro některé
se statický model kruhu stává dynamickým modelem, který je schopen
měnit svoji velikost při zachováńı tvaru, pro druhé nezvýrazněńı hranice
kruhu dává tušit existenci nekonečně mnoha model̊u. Nejde již o řadu
model̊u, ale jediný proměnlivý model. Neńı jasné, jak dalece je chápán
proces volby jednoho z model̊u dle potřeby, tedy dospěńı k ćılené volbě
reprezentanta. Diskuse neuzavřena.

Ve škole za týden:
M:

”
Tak má Bošt́ık jeden kruh?. . . Když by se roztahoval, tak by byl

vlastně jeden.“
S:

”
No, když se roztahuje, tak je jich nekonečně . . . moc . . .“

U:
”
Tak se o tom pobavte se spolužáky.“

T:
”
To sotva.“

U:
”
Proč?“

T:
”
. . . je jim to fuk.“

M:
”
Maj problém s kruž́ıtkem.“

U:
”
Tak ještě počkáme.“

S:
”
Na co?“

U:
”
Dı́vejte se kolem sebe a přemýšlejte, až budete cht́ıt, budeme o tom

mluvit.“

2.4 Situace 4

Kontext: Tř́ıda, interaktivńı tabule, teprve potřet́ı se v KPM učili
zobrazovat v Geogebře
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Organizace: Práce ve skupinách po 2 nebo 3 žáćıch dle věku, práce
odkrýváńım, v bloćıch od 15 do 20 minut na interaktivńı tabuli; skupi-
nu A stř́ıdala skupina B, která měla jiný úkol.

Úkol: A) V systému souřadnic sestrojte pravidelný čtyřúhelńık s vr-
choly v bodech [–3; 0] a [0; –3]. Sestrojte kružnici, která je mu vepsaná
(opsaná). Pak sestrojte opět pravidelný čtyřúhelńık, který je vepsán vaš́ı
kružnici, a opět novou kružnici, a to tak dlouho, dokud vás to bude bavit
(obrázek 5).

B) Obrázek uložte a zjistěte, jak by se dal zvětšit nebo zmenšit.

Obrázek 5

Dialog:
M:

”
Když se to zmenš́ı. . .“

T(7):
”
Nekonečnó!!!“

U: ?
T(7):

”
Furt dál. . .“

M:
”
Ten (obrázek) ukazuje zmenšováńı. . .“

M2:
”
Zvětšováńı. . .“ (smı́ch)

T:
”
Točeńı. . .“

H:
”
To je furt to samý. Když se to dá zvětšovat, tak je zbytečný to

dělat dokola. Stač́ı jeden.“
U:

”
Co to tedy je?“

H:
”
Jeden kruh a jeden čtverec. Vložili se daľśı. Jaký nekonečno?“

T:
”
No. . . (pohled na U) nekonečně mnoho menš́ı a menš́ı a menš́ı.“

M2:
”
A větš́ı a větš́ı a větš́ı.“

T:
”
Ale i ty větš́ı můžou bejt malý až jako bod.“

Hra na interaktivńı tabuli v programu Geogebra pokračovala.
H:

”
Stejně je to jen jeden (obrázek). Neznám softwer, ale je to jeden,

co se měńı.“
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M:
”
Jak chceš ty, že jo?“

H:
”
Nebo ty, to. . .“ (mávl rukou)

3 Jen nadpr̊uměrńı?

V běžné tř́ıdě (nejen na prvńım stupni) o relativně velkém počtu žák̊u
muśı učitel sledovat obrovské množstv́ı jev̊u, ty selektovat a tř́ıdu v ak-
tuálně relativně optimálńı strategii směřovat k naplněńı krátkodobých
i dlouhodobých ćıl̊u. To vše realizuje ve dvou rovinách: jak ke tř́ıdě ja-
ko jednomu celku, tak vzhledem k individuálńım př́ıpad̊um, k jednot-
livc̊um, či malým skupinám. Na prvńım stupni jednak nepředpokládáme
(jak plyne z metodických př́ıruček, článk̊u, př́ıprav na hodiny, které jsou
dostupné na internetu), že se d́ıtě může trápit otázkou množstv́ı model̊u,
jejich typ̊u, jednak neńı pro učitele př́ılǐs prostoru, aby registroval takové
nuance, a konečně ne každý učitel je na toto připraven.

Z pozorováńı praxe (hospitace, výuka student̊u kombinovaného stu-
dia, semináře daľśıho vzděláváńı) plyne, že někteř́ı učitelé maj́ı problém
rozlǐsit mezi matematickým termı́nem (vysloveným, napsaným) a mate-
matickým pojmem, pojmem chápaným jako vyv́ıjej́ıćı se struktura, jej́ıž
součást́ı je i termı́n. Podobně neńı ve studiu učitel̊u vždy dostatek pro-
storu nejen probrat, ale t́ım méně naučit pozorovat takové situace, aby
se učitel musel zamýšlet nad t́ım, zda je pro žáka pojem na úrovni unika
(unikum jako pojem, kde je termı́n propojen s jediným modelem/typem
modelu), do jaké mı́ry došlo k posunu, k redukci ve škále model̊u, kdy
a jak docháźı k daľśımu zobecněńı, nebo dokonce k abstrakčńımu zdvihu.
Zpočátku má jedinec tendenci propojit slovo/slova (mluvená nebo psaná
hláskovým ṕısmem nebo symbolikou) s jedinou představou v daném kon-
textu. Propojeńı nazýváme neprázdný pojem. Pokud jde o unikum, pak
toto jedinečné propojeńı je ćılové, ale v matematice u abstraktu je proces
propojováńı odborných slov – termı́n̊u s představami složitěǰśı. Schéma
najdeme v řadě odborných text̊u (Hejný, Vondrová a daľśı). Termı́n
neńı totéž co pojem. Osvojeńı pouhého termı́nu může vést i k založeńı
prázdného pojmu. Pojmy v matematice by neměly být prázdné, u osvo-
jováńı matematických pojmů jde o dlouhodobý proces nazývaný pojmo-
tvorný proces nebo také zráńı pojmu, které je u žák̊u individuálńı, ne-
jednotné.

Podrobněǰśı sledováńı nadpr̊uměrných žák̊u ovšem ukazuje (nejen
v popsaných situaćıch), že abstrakčńı zdvih někdy naskoč́ı rychle,
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ale nemuśı být stabilńı. V některých sledovaných př́ıpadech u nad-
pr̊uměrných žák̊u prvńıho stupně je zprvu vázán na kontext, ve kterém
k tomu došlo, a vede zpravidla k daľśımu zkoumáńı nových kontext̊u
s př́ıpadným hledáńım souvislost́ı. Podobné situace můžeme sledovat
u nadpr̊uměrných dět́ı v předškolńım věku, kdy ve specifických situ-
aćıch docháźı k zobecněńı, které ovšem neńı stabilńı, a v jiných situ-
aćıch je u d́ıtěte sledováno propojeńı na izolované modely. Tento proces
může být nav́ıc nevhodně narušován komunikaćı ve tř́ıdě, kdy spolužáci,
učebnice, někdy i učitelé komunikuj́ı s nadpr̊uměrným tak, že nevědomky
vracej́ı žáka do nižš́ı

”
fáze poznávaćıho procesu“. V situaci 1 je patrné,

jak je žák zmaten rozporem mezi mluvou ve škole a vlastńım
”
objevem“.

V třet́ı školńı diskusi v KPM došlo k novým posun̊um. Teprve inter-
pretaćı a propojeńım školńı a mimoškolńı situace pak účastńıci odkryli
novou formulaci (V):

”
. . . jak je fuk, jestli je to ABC (trojúhelńık), nebo

PQR,. . . Hm, jako neva, že je tupej, pravej, pravoúhlej, a tak. Je to furt
trojúhelńık. Jeden?. . . Jo?“

Šetřeńı v devadesátých letech na prvńım stupni v ZŠ ukázalo, že se žáci
z v́ıce než 80 % domńıvaj́ı, že geometrie je jen

”
svět, který se vejde na

lavici, do sešitu, do učebnice“, že jeho existence záviśı na rýsováńı nebo
na vytvářeńı obrázk̊u. Jak o takových představách je informován svět au-
tor̊u učebnic? Je nebo neńı nutné zasáhnout do RVP? Maj́ı někteř́ı zahra-
ničńı učitelé pravdu, že učebnice matematiky je kontraproduktivńı pro
poznávaćı proces, že je třeba dávat žák̊um specifické pracovńı listy? Po-
kud ano, jsou na to učitelé připraveni? Za jakých podmı́nek (počet žák̊u,
počet internaćı se specifickými poruchami, možnost asistence, počet ho-
din matematiky v týdnu, . . . )? Je zde proces, který podle mého vyžaduje
dlouhodoběǰśı zkoumáńı u jednotlivc̊u. Je otázkou, zda a za jakých okol-
nost́ı je možné, že neodhaleńı takových moment̊u se může pod́ılet na
vytvářeńı blokátor̊u (Kaslová, 2015) v pojmotvorném procesu. Souviśı
popsané situace také s t́ım, jak učitel komunikuje s žáky? Pod́ıvejme se
na r̊uzné situace v hodinách matematiky v zahranič́ı.

1. situace, Belgie, 1998: Máme trojúhelńık (jednotné č́ıslo). M̊uže vy-
padat r̊uzně. Načrtněte r̊uzné typy.

2. situace, Francie, 2009: Dej mi r̊uzné př́ıklady trojúhelńıka. Kdo
načrtne obrázek něčeho, co trojúhelńık připomı́ná, ale nem̊užeme ho po-
jmenovat trojúhelńık?

3. situace, Itálie, 2002: Jsou r̊uzné možnosti, jak zobrazit trojúhelńık.
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Pracujte ve skupinách a vyznačte co nejv́ıc model̊u trojúhelńıka.. . . Podle
čeho mám posuzovat vaši práci? Kdy m̊užeme přijmout to, že váš obrázek
zastupuje trojúhelńık (zobrazit zde znamená vždy zd̊urazněńı zástupné
funkce modelu)?

4. situace, Švýcarsko, 1995: V čem je rozd́ıl, (nějaký) trojúhelńık
a (tento) trojúhelńık (rozd́ıl je v členu u jména)?

Zd̊urazňuji, že mimo jiné ve všech čtyřech zmı́něných zemı́ch jde
v mluvě o rozd́ıl v užit́ı členu u jména. Rozd́ıl je jazykově i v tom,
zda užijeme u jména trojúhelńık člen a který člen. Např́ıklad ve fran-
couzštině neurčitý člen jednotného č́ısla má dva významy: jeden či
kterýkoliv z model̊u pojmu trojúhelńık; určitý člen v jednotném č́ısle
znamená termı́n vázaj́ıćı se na pojem, tedy termı́n, ke kterému se poj́ı
nepřeberné množstv́ı představ – model̊u, nebo to znamená reprezen-
tant pojmu v př́ıpadě, že je trojúhelńık znám – že vid́ıme reprezentant
pojmu na tabuli nebo že je bĺıže určen (např. pojmenován, že známe je-
ho rozměry, př́ıpadně polohu např. v systému souřadnic a tak podobně).
V angličtině vynecháńı členu znamená, že máme na mysli pojem (zjed-
nodušeně řečeno: propojeńı termı́n̊u s představami), neurčitý člen naz-
načuje, že budeme pracovat s jakýmkoli modelem pojmu trojúhelńık a
určitý člen funguje podobně jako ve francouzštině. Čeština členy u jmen
neuž́ıvá, takže mı́ra obecnosti/konkrétnosti neńı zřejmá. Je na komu-
nikuj́ıćıch, zda mı́ru obecnosti, či roli užitých slov daj́ı najevo daľśımi
jazykovými prostředky. Např́ıklad můžeme sledovat situaci v komunikaci
kolem slova trojúhelńık a daný (vybraný, náš, ABC) trojúhelńık, který je
dán/určen . . .
Při kontrole práce žák̊u učitelé v zahranič́ı častěji už́ıvaj́ı vazeb či
fráźı, potrhuj́ıćıch existenci tř́ıd shodných trojúhelńık̊u k danému zadáńı,
z čehož plyne, že každý žák narýsoval jednoho z reprezentant̊u této tř́ıdy,
daného typu. Klade se d̊uraz na to, že to všem muśı vyj́ıt stejně ve smyslu
shodnosti, neńı-li úkol zadán jinak (poloha, symbolika a podobně).

4 Shrnut́ı

Důraz na úspornost v učitelově vyjadřováńı smazává rozd́ıl mezi
termı́nem a pojmem, pojmem a jeho modelem, výběrem modelu jako
reprezentanta dané tř́ıdy, který je vhodný pro danou situaci, pro daného
jedince. To vše nestoj́ı jen na užit́ı slov – zde podstatných jmen, ale
i na mluvnickém č́ısle v kontextu věty, jak se ukázalo ve výpověd́ıch
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v úvodńıch situaćıch. Citlivost na jazyk a na situace, tedy na sluchové
a vizuálńı jevy, je označováno v odborné literatuře jako jazykový cit
a Kuřinovo

”
uměńı d́ıvat se“. Na závěr sledujme na fotografíıch r̊uzné

pohledy na
”
modely pravoúhlých trojúhelńık̊u“, které tvoř́ı výzdobu

knihovny Katolické univerzity v Ružomberoku (obrázek 6).

Obrázek 6
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Litomyšl, listopad 2013.

15



hfs
Tajemstvı́ ukrytá v pravoúhlém trojúhelnı́ku

Jana Kopfová, MÚ SU, Ostrava 1

Abstrakt. Tento př́ıspěvek má za ćıl popsat, co m̊uže jǐz dobře známá
Pythagorova věta naučit talentované středoškoláky.

1 Úvod

Profesor R. Smullyan ve své knize 5000 př.n.l. a jiné filosofické fan-
tasie popisuje experiment, který provedl v hodině geometrie. Na tabu-
li narýsoval pravoúhlý trojúhelńık se čtverci nad jeho odvěsnami i nad
přeponou a upozornil na fakt, že čtverec nad přeponou má větš́ı obsah než
kterýkoliv ze čtverc̊u nad odvěsnami. Pak se zeptal:

”
Předpokládejme, že

všechny tři čtverce jsou ze zlata a vám nab́ızej́ı jeden velký čtverec, ne-
bo dva menš́ı čtverce dohromady. Kterou možnost si vyberete?“ Možná
vás překvaṕı výsledek

”
pokusu“ – asi p̊ulka posluchač̊u si vybrala prvńı

možnost a druhá p̊ulka možnost druhou.
Taky jsem byla překvapena, a ještě mnohem v́ıc, když jsem si po-

dobnou situaci zopakovala ve skupině asi 40 student̊u středńıch škol se
zájmem o matematiku. Výsledek

”
pokusu“ byl jen malinko odlǐsný, asi

třetina student̊u si vybrala prvńı možnost, třetina možnost druhou a zby-
tek se nevyjádřil, ale postupně začalo pár student̊u vykřikovat:

”
Vždyt’

je to jedno.“. Nakonec se ozvalo:
”
To je Pythagorova věta.“

Pythagorovu větu ve tvaru a2+b2 = c2 zná snad úplně každý. Jak je ale
vidět z př́ıběhu popsaného nahoře, do hloubky a souvislost́ı má Pythago-
rova věta co nového ř́ıct i nadaným žák̊um středńı školy. Tento př́ıspěvek
má za ćıl popsat několik směr̊u, jak rozvinout téma Pythagorovy věty
pro středoškoláky.

Zač́ıt můžeme diskuśı a jednoduchými úvahami na zamyšleńı a na
hledáńı souvislost́ı: Kde všude najdeme pravé úhly? Jak zkonstruujeme
pravé úhly?

1e-mail: jana.kopfova@math.slu.cz
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2 Jak Pythagorova věta vznikla?

Již kdysi dávno v Egyptě, v době, kdy se stavěly pyramidy, bylo
potřeba umět přesně vyměřit územı́. Postup byl velmi jednoduchý. Deľśı
lano opatřili třinácti uzly, takže mezi nimi vzniklo 12 stejně dlouhých
d́ılk̊u. Začátek a konec provazu chytil jeden člověk a spojil je, třet́ı uzel
držel daľśı člověk a sedmý uzel daľśı. Potom lano napnuli od sebe, a vy-
tvořili tak pravoúhlý trojúhelńık.

Vzniklý obrazec je trojúhelńık se stranami dlouhými 3, 4 a 5 d́ıl̊u.
Egypt’ané věděli, že na třet́ım uzlu vznikne pravý úhel. Tohoto postupu
použ́ıvali i při stavbě chrámů a pyramid. Byla to takřka ceremonie, když
při slavnostńım položeńı základńıho kamene takového chrámu vystoupili

”
naṕınači lana“ a pomoćı lana s uzly vytyčili na stavenǐsti prvńı pravý

uhel. Tito naṕınači lana patřili k cechu kněžské kasty a své tajemstv́ı
věděńı si pečlivě strážili.

Později ve starověkém Řecku si položili otázku:
”
Jak to, že trojúhelńık

se stranami délek 3, 4, 5 je pravoúhlý a trojúhelńık se stranami délek
4, 5, 6 se nemůže pyšnit pravým úhlem?“ Řekové si otázku nejenom
položili, ale našli na ni i odpověd’, a tou je Pythagorova věta.

Pythagorova věta se jmenuje po slavném řeckém matematikovi
a předevš́ım filosofovi Pythagorovi. Pythagoras ze Sámu žil přibližně v le-
tech 580 až 500 před naš́ım letopočtem. Když se usadil v městě Kroton
na jihu Apeninského poloostrova, vytvořil kolem sebe zvláštńı sdružeńı
– kroužek, jehož členy dnes nazýváme Pythagorejci.

Pythagorejci byli posednuti č́ısly. Pokoušeli se vystihnout harmonii
světa pomoćı č́ıselných vztah̊u. Pythagorejci utajovali svoje učeńı, a pro-
to dnes nev́ıme přesně, co vymyslel Pythagoras a co jeho žáci. To se týče
i slavné Pythagorovy věty, která byla patrně známá už Babylóňan̊um.

3 A proč plat́ı Pythagorova věta? O jej́ım d̊ukaze

V mnohých vědeckých muzéıch po světě najdete následuj́ıćı exponát
s názvem Pythagorova věta (obrázek 1): Ve čtverćıch se nacháźı teku-
tina, která se po otočeńı exponátu přelije – z velkého čtverce do dvou
menš́ıch a naopak. Je to dobrý d̊ukaz Pythagorovy věty? Zkusme se žáky
diskutovat, proč by to mohl být d̊ukaz a proč ne.
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Obrázek 1

A je toto d̊ukaz Pythagorovy věty (obrázek 2)? Diskutujme se studenty
a nechme je přij́ıt na to, kde lež́ı problém.

Obrázek 2

Následně můžeme ukázat
”
d̊ukaz“ Pythagorovy věty pomoćı origami.

Jednoduchý návod s přesným popisem můžeme naj́ıt v odkazu [3]. Opět
aktivitu zakonč́ıme diskuśı, jestli jde o platný a správný d̊ukaz.

V současné době existuje v́ıce než sto nejr̊uzněǰśıch d̊ukaz̊u Pytha-
gorovy věty. Jeden z nich navrhuji probrat společně, např́ıklad pomoćı
obrázku 3. Uvedený d̊ukaz je př́ıkladem tzv.

”
d̊ukazu beze slov“ – stu-

denti se snaž́ı jenom z obrázku pochopit podstatu myšlenky. Podobné
d̊ukazy beze slov je možné naj́ıt a využ́ıt i v jiných oblastech matemati-
ky a v jiných tématech, vděčným zdrojem nápad̊u je kniha [1].

Student̊um můžeme následně namnožit několik r̊uzných d̊ukaz̊u Py-
thagorovy věty (zdroj např́ıklad [4]).
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Obrázek 3

Necháme je samostatně pracovat s t́ım, že jejich úkolem bude d̊ukaz
pochopit a vysvětlit ostatńım. Vybrańı žáci na konci aktivity předvedou
d̊ukaz s vysvětleńım na tabuli, sv̊uj, nebo jiný, který je nejv́ıc zaujal.
Hezké zábavné zpestřeńı výuky je ukázat student̊um některý z d̊ukaz̊u
Pythagorovy věty ve formě dřevěného hlavolamu (hezč́ı, ale náročněǰśı
na výrobu a př́ıpravu) nebo ve formě hlavolamu na folii (jednodušš́ı na
výrobu i méně nákladněǰśı – obrázek 4), kde je úkolem poskládat dané
útvary do čtverce nad přeponou a následně i do čtverc̊u nad odvěsnami.

Obrázek 4

Samozřejmě je nejhezč́ı, pokud studenti Pythagorovu větu objev́ı sa-
mi. Protože ṕı̌su o aktivitách pro středoškoláky, předpokládám, že ji
z učiva základńı školy již znaj́ı. Nejhezč́ı zp̊usob, který je mi znám, jak
větu objevit, je (nebo bude) popsán v [2]. Ten je založen na podrobném
zkoumáńı pravoúhlých trojúhelńık̊u ve čtvercové śıti. Taky je hezké ne-
chat studenty skládat pravoúhlé trojúhelńıky s celoč́ıselnými délkami
stran z párátek nebo kousk̊u stavebnice s tyčkami a pozorovat a hledat
vztahy a zákonitosti, až je to dovede k objevu.
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4 Diskuse o významu d̊ukazu v matematice

Dı́ky starověkým Řek̊um, a jejich d̊ukaz̊um, je matematika jediná
vědecká discipĺına, kde to, co platilo před tiśıci lety, plat́ı i dnes –
pro hloubavé studenty je zvlášt’ zaj́ımavé porovnáńı s fyzikou. Význam
starověkého Řecka ve vývoji matematiky – matematika před Řeky se
zabývala otázkami, jak něco vypoč́ıtat, pomáhala v praktických úlohách,
až Řekové se snažili pochopit a přij́ıt na to, proč něco se tak dá poč́ıtat.
T́ım přǐsel objev d̊ukazu a d̊uležitost jeho významu. Tato část je pro
studenty většinou zaj́ımavá a objevná, takový pohled neznaj́ı ze školńıch
hodin matematiky.

Úloha 1: Navážeme na počátečńı úlohu – jak by to vypadalo, kdyby
trojúhelńıky nebyly pravoúhlé? Po diskusi probereme a upozorńıme na
souvislost s kosinovou větou (pokud to nevymysĺı sami studenti), pro
šikovné studenty s d̊ukazem.

Úloha 2: Co se stane, jestliže v Pythagorově větě zaměńıme čtverce
za trojúhelńıky nebo jiné pravidelné geometrické útvary? Čtverce
nad odvěsnami i přeponou pravoúhlého trojúhelńıka nahrad́ıme rovno-
strannými trojúhelńıky, pravidelnými šestiúhelńıky, čtverci, p̊ulkruhy –
plat́ı tvrzeńı podobné Pythagorově větě?

Možná je to překvapivé, ale čtverce lze opravdu zaměnit v Pythago-
rově větě za jiné obrazce – trojúhelńıky, šestiúhelńıky, p̊ulkružnice, za
předpokladu, že jsou navzájem podobné. Součet obsah̊u těchto obrazc̊u
nad odvěsnami bude opět rovný obsahu obrazce nad přeponou [5].

Úloha 3: Podle šikovnosti student̊u, se kterými pracujeme, mů-
žeme hledat nejdř́ıv nějaké pythagorejské trojúhelńıky (pravoúhlé
trojúhelńıky, jejichž délky stran jsou celá č́ısla), pak předpis pro obecný
pythagorejský trojúhelńık a vzorec použitelný pro jakýkoliv pythago-
rejský trojúhelńık [6].

Úloha 4: Zaměř́ıme se na trojúhelńıková a čtyřstěnná č́ısla v Pas-
calově trojúhelńıku, vlastnosti těchto č́ısel, hledáńı pravidel a vztah̊u
v souvislosti s problémy řecké matematiky, na řešeńı zaj́ımavých úkol̊u.

Úloha 5: Diskutujeme pythagorejský strom a souvislost s fraktály [7].
Na závěr můžeme vzpomenout souvislosti s neeuklidovskou geomet-

ríı a zmı́nit fakt, že Pythagorova věta je ekvivaletńı 5. axiomu o rov-
noběžkách. A že v neeuklidovské geometrii existuj́ı trojúhelńıky, které
maj́ı všechny úhly pravé.
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5 DVD Matematika a jej́ı tajemstv́ı

Rádi bychom vám nab́ıdli DVD Matematika a jej́ı tajemstv́ı, kde se
můžete dozvědět v́ıce o tajemstv́ıch pravoúhlých trojúhelńık̊u či jiných
zaj́ımavých tématech z matematiky.

Nab́ıźıme českou, anglickou i německou verzi DVD – Matematika a jej́ı
tajemstv́ı, Mathematics and its Secrets, Mathematik und ihre Geheim-
nisse. Ukázka z DVD v češtině je na adrese [8]. Ukázka z DVD v němčině
je na adrese [9]. Ukázka z DVD v angličtině je na adrese [10].

DVD obsahuje sedm filmů o matematice namluvené rodilými mluvč́ımi
na témata:

Tajemstv́ı fraktál̊u. Může existovat útvar s nekonečným obvodem
a s konečným obsahem? Pojd’ se s námi pod́ıvat do světa fraktál̊u! Co
jsou to fraktály, kdo a jak je poprvé objevil a kde se použ́ıvaj́ı.

Př́ıběh č́ısla Ṕı. Ṕı je jedno z nejslavněǰśıch č́ısel v matematice. Kde
se ale vzalo, jaké má vlastnosti a jak a proč se objevuje ve vzorćıch pro
obsah kruhu, nebo objem koule?

Tajemstv́ı topologie. Topolog prý nerozezná pneumatiku od hrnku
na kávu. Co je to topologie a jaká daľśı tajemstv́ı skrývá? Putujeme od
Platónských těles, Eulerovy věty až po Möbi̊uv pásek a Kleinovu láhev.

Tajemstv́ı ukryté ve spirálách. Co maj́ı spirály společné s kráĺıky?
A matematika s botanikou? Nab́ıźıme Archimédovy, logaritmické a Fi-
bonacciho spirály, jejich vlastnosti a souvislosti s výskytem v př́ırodě.

Tajemstv́ı pravoúhlých trojúhelńık̊u. Co má společné Pythago-
ras s pravoúhlým trojúhelńıkem? Prezentujeme historie a daľśı netušené
zaj́ımavosti kolem Pythagorovy věty.

Tajemstv́ı poč́ıtáńı s nekonečnem. Může mı́t nekonečná řada
č́ısel konečný součet? Řady geometrické, harmonické a jak je to s je-
jich součty? Jak se s nekonečnem poč́ıtá? Jak se sč́ıtaj́ı nekonečna a co
to jsou Zenónovy paradoxy.

Tajemstv́ı Pascalova trojúhelńıku. Co všechno skrývá Pas-
cal̊uv trojúhelńık? Prezentujeme historii a souvislosti, trojúhelńıková
a čtvercová č́ısla, fraktálové vzory a jiné pozoruhodné vlastnosti ukryté
v Pascalově trojúhelńıku.

Filmy se daj́ı využ́ıt na doplněńı či rozš́ı̌reńı učiva na základńıch
i středńıch školách. Na mnohé ve filmech nastolené, nebo nast́ıněné
otázky je možné navázat ve vyučováńı, a zamýšlet se tak nad problémy
s širš́ımi souvislostmi.
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hfs
Projekt MaSciL jako zdroj nápadů i pro talentované žáky
v matematice

Michal Muśılek, Martin B́ılek, PřF UHK, Hradec Králové, 1

Abstrakt. Př́ıspěvek prezentuje jeden z mezinárodńıch projekt̊u, kte-
rých se Př́ırodovědná fakulta UHK účastńı. Projekt je zaměřen na změny
ve vyučováńı a učeńı se matematiky a př́ırodovědných předmět̊u v Evropě.
Př́ıspěvek vedle představeńı tohoto projektu zahrnuje i konkrétńı ukázku
jedné takové aktivity ve vyučováńı.

1 Projekt MaSciL

MaSciL (Mathematics and Science for Life – Matematika a př́ırodńı
vědy pro život) je mezinárodńı projekt podporovaný Evropskou komiśı
v rámci 7. Rámcového programu, na kterém se pod́ıĺı 18 partner̊u ze
13 zemı́. Projekt se zaměřuje na změny ve vyučováńı a učeńı se mate-
matiky a př́ırodovědných předmět̊u v Evropě, které podporuj́ı učitele při
využ́ıváńı badatelské metody (IBL – Inquiry Based Learning) a zároveň
je podněcuj́ı k propojeńı výuky matematiky a př́ırodovědných předmět̊u
se světem práce (WoW – World of Work), tedy s reálným životem.

1e-mail: michal.musilek@uhk.cz, martin.bilek@uhk.cz
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Jde o to, aby badatelsky orientovaná výuka ve spojeńı se světem práce
pomohla učinit matematiku a př́ırodovědné předměty v́ıce smysluplné
a př́ıstupné pro žáky s r̊uzným stupněm nadáńı.

Ćılem projektu je jednak zmapovat stav využ́ıváńı badatelské metody
ve vyučováńı a v učeńı se a v jej́ım propojeńı se světem práce v r̊uzných
zemı́ch Evropy a v r̊uzných předmětech, a jednak ćıleně provádět dise-
minaci této nové vzdělávaćı kultury s hlavńım d̊urazem na inovaci sou-
visej́ıćı př́ıpravy učitel̊u matematiky a př́ırodovědných předmět̊u. Bada-
telsky orientovaná výuka (IBL – Inquiry Based Learning) se zaměřuje na
rozv́ıjeńı proces̊u myšleńı a postoj̊u potřebných pro zvládnut́ı života v bu-
doucnosti, o které přesně nev́ıme, co nám přinese. Základem badatelského
př́ıstupu je žákova aktivita a kladeńı otázek. Žáci pátraj́ı po informaćıch,
kladou otázky, nacházej́ı na ně odpovědi, které odpov́ıdaj́ıćım zp̊usobem
vyhodnocuj́ı. Učeńı prob́ıhá prostřednictv́ım otázek s otevřenou odpověd́ı
a strategíı hledáńı r̊uzných odpověd́ı a možnost́ı řešeńı problémů. Učitelé
p̊usob́ı proaktivně, podporuj́ı úsiĺı žák̊u, a hlavně těch, kteř́ı dosáhnou
ćıle pomoćı pečlivě vybraných strategických otázek. Hodnot́ı př́ınos žák̊u,
včetně chyb, kterých se dopustili, a posouvaj́ı je v učeńı pomoćı jejich
vlastńıch zkušenost́ı a interpretaćı. Ve tř́ıdě podporuj́ı smysl pro účel
a odpovědnost.

Vzděláváńı by mělo připravovat žáky pro budoućı práci. Zdroje
použ́ıvané při vyučováńı a při učeńı by se tak měly vztahovat ke světu
práce prostřednictv́ım specifického kontextu (tj. návaznost́ı na pracovǐstě
nebo na role souvisej́ıćı s reálným životem). Pod́ıl reflektuj́ıćı svět práce
se může lǐsit, poč́ınaj́ıc aktivitou na pracovǐsti až po školńı řešeńı úloh
z reality uvedených v učebnici.

Pro podporu badatelského př́ıstupu ve výuce matematiky a př́ırodo-
vědných předmět̊u partneři projektu MaSciL připravili nab́ıdku daľśıho
profesńıho vzděláváńı učitel̊u, která byla od roku 2014 poskytnuta všem
v projektu zúčastněným zemı́m. V rámci profesńıho rozvoje byli učitelé
seznámeni s r̊uznými praktickými př́ıstupy, s jejichž pomoćı si mohou na-
vrhovat př́ıpravy pro vlastńı výuku. Vytvořené materiály jsou postupně
zveřejňovány a jsou v anglické jazykové verzi př́ıstupné všem evropským
učitel̊um na adrese [3]. Při vývoji komplexńıch úloh a jejich nasazeńı
v kontextu výuky je využ́ıvána spolupráce realizátor̊u všeobecného mate-
matického a př́ırodovědného vzděláváńı s odbornými školami a podniky.

Řešeńı projektu se kromě spoluřešitel̊u z Př́ırodovědecké fakulty
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Univerzity Hradec Králové, který předpokládá spolupráci např́ıč usta-
veným fakultńım výzkumným týmem zaměřeným na oborové didaktiky
př́ırodńıch věd, matematiky a informatiky, účastńı univerzity a daľśı in-
stituce z Německa, Nizozemı́, Španělska, Norska, Turecka, Litvy, Bul-
harska, Rumunska, Řecka, Kypru, Rakouska a Velké Británie. Jejich
zástupci vyv́ıjej́ı, nab́ızej́ı a ověřuj́ı nové př́ıstupy profesńıho rozvoje
učitel̊u, také zkoumaj́ı, jak by jednotlivé národńı vzdělávaćı systémy
a podmı́nky v evropských zemı́ch měly být změněny, aby podporova-
ly novou vzdělávaćı kulturu. Projekt MaSciL je podporován Evropskou
komiśı v rámci 7. Rámcového programu EU a měl by se př́ımo dotknout
65 000 a nepř́ımo až 800 000 evropských učitel̊u. Podrobné informace lze
źıskat na webu projektu na linku [4] nebo na sociálńı śıti Bitter [5].

2 MaSciL, matematika a matematicky nadańı

žáci

Projekt MaSciL neńı prvoplánově orientován na žáky talentované
v matematice a př́ırodńıch vědách. Jeho ambićı je zprostředkovat prv-
ky badatelského učeńı co neǰsirš́ımu spektru žák̊u zejména nižš́ıho
sekundárńıho stupně vzděláváńı, tedy v České republice žák̊um 2. stupně
základńıch škol. Pracuje se ovšem i s úlohami vhodnými již pro žáky
primárńıho stupně (1. stupeň ZŠ), či naopak žáky vyšš́ıho sekundárńıho
stupně (středńı školy). Anglické slovo inquiry se v rámci českého termı́nu
badatelsky orientovaná výuka překládá poněkud vzletně jako bádáńı. Lze
ho však přeložit také jako dotazováńı, ptańı se, př́ıpadně vyšetřováńı.
Ćılem IBL je naučit žáky, aby se naučili sami sobě klást vhodné otázky
a následně na ně hledali odpovědi. Tento návyk je velmi vhodný pro
rozvoj jakéhokoliv talentu, tedy i matematického.

Typickým rysem úloh vyv́ıjených v rámci projektu MaSciL je je-
jich otevřenost, neurčitost. Zadáńı si sami žáci mohou modifikovat,
zpřesňovat, či naopak zobecňovat podle vlastńı úvahy, samozřejmě
v př́ıpadě významněǰśıch úprav po dohodě s učitelem. Je tedy možné,
aby na základě stejného p̊uvodńıho zadáńı řešila skupina talentovaných
žák̊u náročněǰśı problém než ostatńı, a t́ım se intenźıvněji rozv́ıjely je-
jich vědomosti a dovednosti. Řada úloh vzniklých v rámci projektu
je zaměřena bud’ čistě na matematiku, nebo pokrývá mezipředmětové
vztahy mezi matematikou a některou z př́ırodńıch věd (biologie, fy-
zika, chemie), pouze menš́ı část úloh vyžaduje znalosti z konkrétńıho
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př́ırodovědného oboru.
Každá z úloh připravená některým z národńıch týmů je zařazena do

jednoho, nebo v́ıce z pěti daných obor̊u: matematika, biologie, fyzika, che-
mie, základy techniky; pokrývá jednu, nebo v́ıce dimenźı IBL: zkoumáńı
situace, plánováńı výzkumu, systematické experimentováńı, interpretace
a vyhodnoceńı, diskuze závěr̊u; je určena pro jednu, nebo v́ıce ćılových
skupin (žáci prvńıho stupně základńı školy, druhého stupně základńı
školy, středńıch škol). Ve specifikaci zadáńı je uveden předpokládaný čas
řešeńı problému, kontext úlohy, role (kterou na sebe žák – řešitel pro-
blému bere), odpov́ıdaj́ıćı profese (pro jej́ıž budoućı výkon řešeńı dané
úlohy připravuje, nebo která byla inspiraćı pro vznik úlohy), aktivita
(převažuj́ıćı činnost během řešeńı) a produkt (úlohy maj́ı částečně pova-
hu miniprojekt̊u, je tedy očekáván konkrétńı výstup). Většina úloh má
kromě takto podrobně specifikovaného zadáńı k dispozici také metodický
list pro učitele a pracovńı list pro žáky. Ukažme si to na konkrétńı úloze.

3 Parkováńı v suterénu očima architekta

Úkolem žák̊u je pracovat jako architekti (projektanti) a komplexně
vyřešit parkováńı v suterénu nově projektovaného bytového domu. Úkol
byl navržen architektem, který zrcadĺı svoji práci v profesionálńım kon-
textu. Omezeńı úlohy byla převzata z aktuálně platných stavebńıch
předpis̊u. Úkol názorně ukazuje, jak se matematika použ́ıvá ve světě
práce, kde jsou problémy špatně strukturované, takže nelze předpokládat
jednoznačné řešeńı. Hodnoceńı a zlepšováńı možných řešeńı je součást́ı
procesu řešeńı. Profesionálové potřebuj́ı využ́ıvat r̊uzných matema-
tických znalost́ı a nástroj̊u, aby mohli přij́ıt s dobrým řešeńım.

Studenti přij́ımaj́ı roli architekta – člena projekčńıho týmu. Základńı
aktivitou je návrh plánu parkovǐstě v suterénu budovy. Rozměrový
náčrtek obrysu je k dispozici na pracovńım listu. Studenti aplikuj́ı geome-
trické znalosti a dovednosti a využ́ıvaj́ı svoji prostorovou představivost,
aby rozhodli o úpravách a rozměrech parkovaćıch ploch a daľśıch prvk̊u,
jako jsou rampy a schodǐstě, či výtahová šachta. Odpov́ıdaj́ıćı profese je
tedy architekt.

Produktem tohoto úkolu je rozměrový náčrtek parkovǐstě s vy-
světluj́ıćım komentářem. Výsledek práce může také obsahovat zprávu,
nebo popis pro majitele nebo uživatele parkovaćıch mı́st v dané budově.

Konstrukce budovy je složitý úkol, který zahrnuje mnoho proměnných.
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Architekti musej́ı přemýšlet o struktuře, instalaćıch (elektřina, voda, to-
peńı), rozděleńı prostoru (schodǐstě, chodby, pokoje, vstupńı hala atd.),
orientaci budovy atd. Často se stává, že rozhodnut́ı přijatá v předchoźıch
kroćıch ovlivńı to, co bude možné udělat v těch př́ı̌st́ıch. V této úloze stu-
denti pracuj́ı jako architekti na konstrukci parkovǐstě (garáž́ı). Struktura
budovy a rozmı́stěńı piĺı̌r̊u již bylo rozhodnuto a nelze jej změnit. Stu-
denti maj́ı navrhnout rozvržeńı parkovǐstě, parkovaćı mı́sta a výjezdńı
rampu. Pracuj́ı v rámci určitých omezeńı a je třeba, aby některé chyběj́ıćı
informace zjistili sami.

Předpokládaná doba trváńı řešeńı miniprojektu jsou dvě vyučovaćı ho-
diny. K zadáńı je přiloženo video zachycuj́ıćı práci architekt̊u v projekčńı
kanceláři, metodický list pro učitele (ve formátu PDF) a pracovńı list
pro žáky (ve formátu PDF).

Dimenze badatelského učeńı, které úloha pokrývá, jsou: zkoumáńı
situace, interpretace a vyhodnoceńı, diskuze závěr̊u. Tato úloha neńı
zaměřena na plánováńı výzkumu ani na systematické experimentováńı.
Ćılovou skupinou jsou žáci druhého stupně základńı školy. Úlohu navrhl
národńı tým Španělska.

4 Závěr

V tomto krátkém článku jsme chtěli představit projekt MaSciL a ne-
tradičńı matematickou úlohu, která je jedńım z jeho produkt̊u. Mnoho
daľśıch zaj́ımavých a užitečných informaćı a zásobu úloh najdete na webu
projektu na linku [1]. Věř́ıme, že p̊ujde o v́ıtanou pomoc a inspiraci při
rozv́ıjeńı matematického nadáńı našich žák̊u.

Reference

[1] Project MaSciL. Accesible at: http://www.mascil-project.eu/

[2] Doorman, M., Fechner, S., Jonker, V., Wijers, M.: Guidelines for Teachers for Deve-
loping IBST-oriented Classroom Materials for Science and Mathematics Using Workpla-
ce Contexts. Connecting Inquiry-based Learning (IBL) in Mathematics and Science to the
World of Work (WoW). Translation to Czech version – Bilek, M.: Project MaSciL.
http://www.fisme.science.uu.nl/en/mascil/.

[3] http://www.mascil-project.eu/teaching-material.html
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Parkováńı v suterénu očima architekta – metodický

list pro učitele

Abstrakt
V této úloze studenti pracuj́ı jako architekti na konstrukci parkovǐstě
(garáže) v suterénu budovy. Struktura budovy a rozděleńı piĺı̌r̊u již
byly určeny, a nelze jej změnit. Studenti maj́ı navrhnout rozvržeńı
parkovǐstě, parkovaćı mı́sta a vstupńı rampu. Pracuj́ı v rámci určitých
omezeńı a je třeba, aby si sami doplnili některé chyběj́ıćı informace.

Předmět: matematika
Věková skupina: 12–16 let

Čas: 100 minut (2 vyučovaćı hodiny)

Př́ıprava:
• nakoṕırujte pracovńı list
• pomůcky: tužky, prav́ıtka atd.
• volitelně: př́ıstup k internetu pro vyhledáńı daľśıch informaćı
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Parkováńı v suterénu očima architekta – pracovńı
list pro žáky
Při navrhováńı bloku byt̊u muśı architekt vymyslet, jak rozmı́stit par-
kovaćı mı́sta v konstrukci suterénńıho parkovǐstě.

Schéma ukazuje plán vymezuj́ıćı rozsah oblasti, která je k dispozici.
Všechny rozměry jsou v metrech.

Některá omezeńı:

1. Muśı zde být dvě parkovaćı mı́sta pro osoby se zdravotńım po-
stižeńım.

2. Muśı zde být šest parkovaćıch mı́st pro motocykly.

3. Muśı existovat 5m x 5m schodǐstě.

4. Je třeba rampa, kterou auta vj́ıžděj́ı a vyj́ıžděj́ı. Maximálńı sklon
rampy je 25 %.

Najděte dobrý návrh pro tuto situaci.
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Př́ıklad časového plánu výuky:

1. hodina

5 min Rozdělte tř́ıdu do malých pracovńıch skupin (po
4 studentech) a uved’te je do problému a pra-
covǐstě: architekt navrhuje parkovǐstě. Je možné
ukázat video jako videonápovědu. Vhodná videa
naleznete na YouTube.

10 min Studenti se seznámı́ s úlohou (pracovńım listem)
a dozvěd́ı se, co se očekává jako výsledek řešeńı
úlohy. Začnou pracovat.

5 min Krátká diskuse s celou tř́ıdou o problémech, otáz-
kách, např́ıklad pokud jde o ”chyběj́ıćı” informa-
ce: Jak velké je auto? Kolik mı́sta je potřeba
pro otáčeńı? atd. Poznámka: neposkytujte ho-
tové odpovědi, ale pomozte student̊um, aby tu-
to informaci sami našli (např́ıklad na internetu,
výměnou osobńıch znalost́ı, měřeńım automobil̊u
parkuj́ıćıch před školou atd.).

25 min Studenti budou pokračovat v práci na úkolu.
5 min Následuje krátká diskuse o výsledćıch a otázkách.

2. hodina

35 min Studenti dokončuj́ı sv̊uj návrh suterénńıho par-
kovǐstě (výkres a komentář).

15 min Studenti prezentuj́ı (všichni, nebo jen někteř́ı)
př́ıklady a diskutuj́ı závěry.

Didaktické poznámky
• V závislosti na věku student̊u budete vyžadovat podrobněǰśı design.
• Je-li k dispozici dostatek času, mohou studenti využ́ıvat daľśı infor-
mace z internetu (např́ıklad o pravidlech pro př́ıstupnost parkovaćıch
mı́st nebo o poloměru otáčeńı osobńıch automobil̊u).
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hfs
O třech typech nekonečných řad

Radovan Pot̊uček, FVT UO, Brno 1

Abstrakt. Př́ıspěvek je věnován třem typ̊um nekonečných řad – di-
vergentńım řadám, jejichž členy jsou tvořeny převrácenými hodnotami
k některým posloupnostem, speciálńım typ̊um zobecněných harmonických
řad a Kempnerovým řadám. Tyto tři typy řad mohou představovat
zaj́ımavá témata pro talentované studenty nejen na vysokých, ale i na
středńıch školách. Mohou rozš́ıřit učivo tematického celku Nekonečné
řady, a vzbudit tak hlubš́ı zájem student̊u o nekonečné řady i matematic-
kou analýzu.

1 Úvod

Obsah tematického celku Nekonečné řady je na středńıch školách zpra-
vidla omezen pouze na nekonečné geometrické řady. Přednášky na vy-
sokých školách jsou nejčastěji věnovány geometrické a harmonické řadě,
s př́ıpadnou zmı́nkou o řadách s teleskopickou vlastnost́ı, a také kritéríım
konvergence č́ıselných řad. Proto by př́ıspěvek mohl být inspiraćı pro
práci s nadanými studenty nebo pro rozš́ı̌reńı standardńı výuky o ne-
konečných č́ıselných řadách o daľśı typy konvergentńıch i divergentńıch
řad, a to jak na vysokých školách, tak i, při jistém zjednodušeńı výkladu,
na školách středńıch. Př́ıspěvek volně navazuje na autorovy články [1],
[2], [3] a [4].

2 Divergentńı řady tvořené převrácenými hodno-

tami k některým posloupnostem

Zde se budeme zabývat řadami, jejichž členy jsou tvořeny
převrácenými hodnotami k posloupnostem přirozených č́ısel
{1, 2, 3, 4, 5, 6, . . . }, lichých č́ısel {1, 3, 5, 7, 9, 11, . . . }, sudých č́ısel
{2, 4, 6, 8, 10, 12, . . . } a k posloupnosti tvořené jedničkou a prvoč́ısly

1e-mail: radovan.potucek@unob.cz
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{1, 2, 3, 5, 7, 11, . . . }. Postupně ukážeme, že všechny tyto čtyři řady
diverguj́ı.

2.1 Řada převrácených hodnot k přirozeným č́ısl̊um

Harmonická řada je definována jako řada převrácených hodnot
k přirozeným č́ısl̊um, tj. nekonečná řada tvaru

∞∑
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V základńım kurzu matematické analýzy týkaj́ıćım se nekonečných
řad se dokazuje, že harmonická řada diverguje, a to pomoćı vhodného
uzávorkováńı jej́ıch člen̊u. Tato skutečnost může některé studenty
překvapit. Postupuje se zpravidla tak, že se součet sn prvńıch n = 2m

člen̊u zaṕı̌se takto:

sn = 1+
1

2
+

(
1

3
+

1

4

)
+

(
1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8

)
+· · ·+

(
1

2m−1 + 1
+· · ·+ 1

2m

)
>

> 1 +
1

2
+

(
1

4
+

1

4

)
+

(
1

8
+

1

8
+

1

8
+

1

8

)
+ · · ·+

(
1

2m
+ · · ·+ 1

2m

)
Přitom v 1. závorce jsou 2 sč́ıtanci, ve 2. závorce 22 sč́ıtanci a posledńı,

(m − 1)-ńı závorka obsahuje 2m−1 sč́ıtanc̊u. Protože je součet sč́ıtanc̊u
v každé závorce větš́ı než 1/2, plat́ı celkem

sn > 1 +
1

2
+ (m− 1)

1

2
= 1 +

m

2
.

Odtud plyne, že částečné součty řady (1), sn = s2m, rostou s ros-
toućım m nade všechny meze. Tak např. sn > 10 pro m > 18, tj.
pro v́ıce než 218 = 262 144 člen̊u harmonické řady. Tento klasický
a nejčastěji v učebnićıch už́ıvaný d̊ukaz je připisován Nikolasi Oresmovi
(1323 – 1382).

Divergenci harmonické řady lze však dokázat i takto: Předpokládejme,
že harmonická řada konverguje ke konečnému součtu

s =
∞∑
n=1

1

n
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · · .

Potom lze psát

s =

(
1 +

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · ·

)
+

(
1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+ · · ·

)
=

31



=

(
1 +

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · ·

)
+

1

2
s.

Odtud dostáváme, že

s

2
= 1 +

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · ,

tj. rovnost
1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+ · · · = 1 +

1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · .

Tato rovnost však nemůže platit, nebot’

1

2
< 1 ,

1

4
<

1

3
,

1

6
<

1

5
,

1

8
<

1

7
, . . . ,

takže součet s nemůže být konečný, a harmonická řada tud́ıž diverguje.

2.2 Řady převrácených hodnot k lichým a sudým č́ısl̊um

Důsledkem vztah̊u

1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · = s

2
a

1 +
1

3
+

1

5
+

1

7
+ · · · = 1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+ · · ·

jsou skutečnosti, že obě redukované harmonické řady, tj. nekonečné řady
převrácených hodnot k lichým, resp. k sudým č́ısl̊um

∞∑
n=1

1

2n− 1
= 1 +

1

3
+

1

5
+

1

7
+

1

9
+ · · · (2)

a ∞∑
n=1

1

2n
=

1

2
+

1

4
+

1

6
+

1

8
+

1

10
+ · · · (3)

diverguj́ı. Tato tvrzeńı lze, stejně jako divergenci harmonické řady, rovněž
snadno dokázat užit́ım integrálńıho kritéria konvergence.

Třebaže harmonická řada diverguje, roste jej́ı n-tý částečný součet

sn = 1 +
1

2
+

1

3
+

1

4
+ · · ·+ 1

n

velice pomalu. Matematici se proto zabývali otázkou určit minimálńı
počet člen̊u potřebných k tomu, aby částečný součet přesáhl dané
č́ıslo. Např součet 250 000 000 člen̊u je stále menš́ı než 20 a k to-
mu, aby částečný součet přesáhl 100, je třeba přidat v́ıce než daľśıch
15 · 1033 člen̊u [5].
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2.3 Řada převrácených hodnot k prvoč́ısl̊um

Harmonickou řadu nyńı výrazně zredukujeme tak, že vynecháme
všechny členy, jejichž jmenovatel představuje složené č́ıslo, takže ob-
drž́ıme nekonečnou řadu tvořenou součtem jedničky a převrácených hod-
not ke všem prvoč́ısl̊um

1 +
∑
p∈P

1

p
= 1 +

1

2
+

1

3
+

1

5
+

1

7
+

1

11
+

1

13
+

1

17
+

1

19
+ · · · , (4)

kde P označuje množinu všech prvoč́ısel. Daľśım překvapeńım pro
studenty může být, že i takto značně redukovaná harmonická řada
– mı́sto prvńıch 100 člen̊u harmonické řady jich zbývá 26, mı́sto
prvńıch 1 000 člen̊u zbývá jen 169 člen̊u, mı́sto prvńıch 10 000 člen̊u zbývá
pouze 1 230 člen̊u, mı́sto prvńıch 100 000 člen̊u z̊ustává jen 9 593 člen̊u
atd. – přesto stále diverguje. Prvńı d̊ukaz divergence řady (4) provedl
sporem (např. [6]) Leonhard Euler (1707 – 1783) v roce 1737.

Jiným, elegantńım d̊ukazem divergence řady (4), je tento d̊ukaz: Jest-
liže je č́ıslo p prvoč́ıslo, potom ze vzorce

s =
a

1− q
pro součet s nekonečné konvergentńı geometrické řady s prvńım členem
a = 1 a kvocientem q = 1/p < 1 plyne vztah

1

1− 1/p
= 1 +

1

p
+

1

p2
+

1

p3
+ · · · .

Nyńı proved’me součin obou stran tohoto vztahu přes všechna p ∈ P .
Obdrž́ıme tak vztah∏

p∈P

1

1− 1/p
=
∏
p∈P

(
1 +

1

p
+

1

p2
+

1

p3
+ · · ·

)
.

Všimněme si, že na pravé straně této rovnosti jsme tak dostali součet
převrácených hodnot 1/n pro všechna přirozená č́ısla n. Každý takový
zlomek totiž vznikne součinem převrácených hodnot k prvoč́ısl̊um a jejich
mocninám. Tak např. zlomek 1/1234 vznikne součinem zlomk̊u 1/2·1/617
a zlomek 1/2100 je součinem zlomk̊u 1/22 · 1/3 · 1/52 · 1/7. Plat́ı tedy
rovnost ∞∑

n=1

1

n
=
∏
p∈P

(
1 +

1

p
+

1

p2
+

1

p3
+ · · ·

)
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Protože harmonická řada (1) diverguje a jej́ı součet s = ∞, plat́ı proto
rovnost ∏

p∈P

1

1− 1/p
=∞ ,

z ńıž plyne, že součin jmenovatel̊u∏
p∈P

(
1− 1

p

)
= 0 .

Na závěr odvozováńı divergence řady (4) užijeme následuj́ıćı větu, jej́ıž
d̊ukaz lze nalézt např. v článku [1]:

Pro každou funkci f(n), n ∈ N, 0 < f(n) < 1, plat́ı rovnost∏
n∈N

[1− f(n)] = 0 právě tehdy, když řada
∑
n∈N

f(n) diverguje.

Důsledkem této věty je skutečnost, že rovnost
∏
p∈P

(
1− 1

p

)
= 0 nastane

právě tehdy, když
∑
p∈P

1

p
=∞, což dokazuje divergenci č́ıselné řady (4).

3 Speciálńı typy zobecněných harmonických řad

Nyńı se zaměřme na některé jednoduché př́ıpady zobecněných harmo-
nických řad. Zobecněnou harmonickou řadu přitom definujeme jako
nekonečnou řadu tvaru

∞∑
n=1

1

na1(n+ 1)a2 · · · (n+ k − 1)ak
, (5)

kterou označujeme H(a1, a2, . . . , ak) a kde a1, a2, . . . , ak jsou nezáporná
č́ısla se součtem alespoň 2. Tyto řady se také nazývaj́ı H -̌rady
délky k s vahou a1 + a2 + · · · + ak. Př́ıkladem takové řady je řada

H(1, 1, 4) =
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)(n+ 2)4
. Podrobněǰśı informace o H -̌radách

a jejich vlastnostech lze nalézt např. [7] a [8]. Poznamenejme, že H -̌rady
délky 1 představuj́ı hodnoty Riemannovy funkce zeta

∞∑
n=1

1

ns
=

1

1s
+

1

2s
+

1

3s
+ · · · = ζ(s) .

Dále se zabývejme některými nejjednodušš́ımi př́ıklady zobecněné har-
monické řady – řadami H(1, 1) a H(2). Na řadu H(2), která představuje
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řadu tvořenou převrácenými hodnotami k tzv. čtvercovým č́ısl̊um,
navážeme řadou tvořenou převrácenými hodnotami k trojúhelńıkovým
č́ısl̊um. Na závěr odstavce se budeme věnovat řadám převrácených hod-
not ke kvadratickým polynomům tvaru (n − a)(n − b), o kterých po-
drobněji pojednává článek [4].

3.1 Řada H(1, 1)

Uvažujme nejprve řadu

H(1, 1) =
∞∑
n=1

1

n(n+ 1)
.

Rozkladem na součet parciálńıch zlomk̊u obdrž́ıme rovnosti

1

n(n+ 1)
=
A

n
+

B

n+ 1
, 1 = A(n+ 1) +Bn,

z ńıž po dosazeńı kořen̊u jmenovatele n = 0 a n = −1 źıskáme koeficienty
A = 1, B = −1, takže n-tý člen an řady H(1, 1) lze psát ve tvaru

an =
1

n
− 1

n+ 1
.

Pro určeńı součtu s řady H(1, 1) užijeme posloupnosti n-tých
částečných součt̊u {sn}, kde sn = a1 +a2 + · · ·+an, a vztahu s = lim

n→∞
sn.

Protože řada H(1, 1) má teleskopickou vlastnost, je jej́ı n-tý částečný
součet velmi jednoduchým výrazem

sn =
(1

1
−1

2

)
+
(1

2
−1

3

)
+· · ·+

( 1

n− 1
− 1

n

)
+
(1

n
− 1

n+ 1

)
= 1− 1

n+ 1
.

Protože lim
n→∞

(
1− 1

n+ 1

)
= 1, je součtem konvergentńı řady H(1, 1) č́ıslo

s = 1.

3.2 Řada H(2)

Určit součet řady

H(2) =
∞∑
n=1

1

n2
=

1

12
+

1

22
+

1

32
+ · · ·+ 1

n2
+ · · ·

představuje již obt́ıžněǰśı úlohu. Výše bylo uvedeno, že součet s této
řady představuje hodnotu Riemannovy funkce zeta v č́ısle 2, tj.
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s = ζ(2) =
π2

6
. Konvergenci řady H(2) lze však dokázat snadno

užit́ım rozkladu na součet parciálńıch zlomk̊u a následuj́ıćı nerovnosti,
kde N →∞:

N∑
n=1

1

n2
< 1 +

N∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1 +

N∑
n=2

( 1

n− 1
− 1

n

)
=

= 1 +
(

1− 1

2

)
+
(1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

( 1

N − 2
− 1

N − 1

)
+

+
( 1

N − 1
− 1

N

)
= 1 + 1− 1

N
→ 2 .

Dostali jsme tak horńı ohraničeńı součtu s = ζ(2) < 2, takže řada H(2)
konverguje.

Problém určit součet převrácených hodnot k druhým mocninám
přirozených č́ısel, tj. určit součet nekonečné řady

∞∑
n=1

1

n2
= lim

n→∞

( 1

12
+

1

22
+ · · ·+ 1

n2

)
je v teorii č́ısel znám jako Basilejský problém, který byl formulován
Pietrem Mengolim (1626 – 1686) v roce 1644 a vyřešen Leonhardem Eu-
lerem v roce 1735. Problém je nazván po Basileji – rodǐsti Leonharda
Eulera, stejně jako rodiny Bernoulliovy, jejiž členové se rovněž pokoušeli
o řešeńı tohoto problému. Součet řady, zaokrouhlený na 15 desetinných
mı́st, má hodnotu

s = 1.644 934 066 848 226 .

Basilejský problém vyžaduje určit přesný součet s v uzavřené formě.
Euler určil přesný součet s jako pod́ıl π2/6 a sv̊uj objev oznámil v roce
1735. Eulerovo odvozeńı hodnoty π2/6 je velmi d̊umyslné a originálńı.
Nyńı stručně připomeneme hlavńı kroky a ideje jeho excelentńıho d̊ukazu.

Vyjděme z Taylorova rozvoje funkce sinus

sinx = x− x3

3!
+
x5

5!
− x7

7!
+ · · · .

Vyděleńım proměnnou x obdrž́ıme rovnost

sinx

x
= 1− x2

3!
+
x4

5!
− x6

7!
+ · · · .

Kořeny rovnice sin x/x = 0 jsou body x = nπ, kde n = ±1,±2,±3, . . . .
Za předpokladu, že nekonečnou řadu na pravé straně lze vyjádřit ja-
ko součin lineárńıch činitel̊u daných kořeny, obdobně jako u polynomů
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konečného stupně, dostáváme vyjádřeńı

sinx

x
=
(

1− x

π

)(
1 +

x

π

)(
1− x

2π

)(
1 +

x

2π

)(
1− x

3π

)(
1 +

x

3π

)
· · · ,

tj.
sinx

x
=

(
1− x2

π2

)(
1− x2

4π2

)(
1− x2

9π2

)
· · · .

Jestliže tento součin formálně roznásob́ıme a slouč́ıme všechny členy s x2,
zjist́ıme, že koeficient u mocniny x2 rozvoje funkce sinx/x je

−
(

1

π2
+

1

4π2
+

1

9π2
+ · · ·

)
= − 1

π2

∞∑
n=1

1

n2
.

Avšak v p̊uvodńım rozvoji funkce sinx/x je u mocniny x2 koeficient
−1/3! = −1/6. Protože se tyto dva koeficienty musej́ı rovnat, dostáváme
rovnost

−1

6
= − 1

π2

∞∑
n=1

1

n2
.

Vynásobeńım obou stran výrazem −π2 obdrž́ıme hledaný součet řady
H(2) převrácených hodnot k druhým mocninám přirozených č́ısel:

∞∑
n=1

1

n2
=
π2

6

3.3 Řada převrácených hodnot k trojúhelńıkovým č́ısl̊um

Trojúhelńıkové č́ıslo je jedńım z figurálńıch č́ısel, tedy č́ısel, která
mohou být reprezentována pravidelným geometrickým uspořádáńım. Na
obrázku 1 jsou ilustrována trojúhelńıková, čtvercová a pětiúhelńıková
č́ısla, která po řadě tvoř́ı posloupnosti

{1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, . . . ,
n(n+ 1)

2
, . . . },

{1, 4, 9, 16, 25, 36, 49, . . . , n2, . . . }
a

{1, 5, 12, 22, 35, 51, 70, . . . ,
n(3n− 1)

2
, . . . }.
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Obrázek 1

Odvod’me součet T řady převrácených hodnot k trojúhelńıkovým

č́ısl̊um. Označme n-té trojúhelńıkové č́ıslo tn, tedy tn =
n(n+ 1)

2
,

a převrácenou hodnotu k tn označme Tn, tedy Tn =
2

n(n+ 1)
. Rozkla-

dem na součet parciálńıch zlomk̊u obdrž́ıme Tn = 2

(
1

n
− 1

n+ 1

)
. Užit́ım

teleskopické vlastnosti dostáváme n-tý částečný součet

Sn = T1 + T2 + · · ·+ Tn =

= 2

[(
1

1
− 1

2

)
+

(
1

2
− 1

3

)
+ · · ·+

(
1

n− 1
− 1

n

)
+

(
1

n
− 1

n+ 1

)]
,

tj. Sn = 2− 2

n+ 1
. Odtud součet

S = lim
n→∞

Sn = lim
n→∞

(
2− 2

n+ 1

)
= 2.

3.4 Řady převrácených hodnot k některým kvadratickým
polynomům

Uvažujme řadu převrácených hodnot k normovaným kvadratickým po-
lynomům tvaru (n+ a)(n+ b), kde a, b ∈ N0, tedy řadu

∞∑
n+1

1

(n+ a)(n+ b)
,

a určeme součet této řady s = s(a, b). Vyjádřeme n-tý člen an této řady
jako součet parciálńıch zlomk̊u

an =
1

(n+ a)(n+ b)
=

A

n+ a
+

B

n+ b
.
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Z rovnosti dvou lineárńıch polynomů 1 = A(n+ b)+B(n+a) dostaneme

po dosazeńı n = −a koeficient A =
1

b− a
a po dosazeńı n = −b koeficient

B =
−1

b− a
, takže

an =
1

b− a

(
1

n+ a
− 1

n+ b

)
.

Pro n-tý částečný součet sn tak máme

sn =
1

b− a

[(
1

1 + a
− 1

1 + b

)
+

(
1

2 + a
− 1

2 + b

)
+ · · ·

· · ·+
(

1

n− 1 + a
− 1

n− 1 + b

)
+

(
1

n+ a
− 1

n+ b

)]
.

Prvńımi sč́ıtanci, kteř́ı se v tomto součtu navzájem zruš́ı, budou sč́ıtanci,

pro které pro vhodné k plat́ı
1

1 + b
=

1

k + a
. Proto posledńı sč́ıtanec

od začátku v součtu sn, který se nezruš́ı, bude sč́ıtanec
1

b
, takže prvńı

sč́ıtanci, kteř́ı se nezruš́ı, vytvoř́ı součet

1

1 + a
+

1

2 + a
+ · · ·+ 1

b
.

Analogicky posledńımi sč́ıtanci, kteř́ı se v součtu sn navzájem zruš́ı, bu-

dou sč́ıtanci, pro které pro vhodné ` plat́ı
1

n+ a
=

1

`+ b
. Proto prvńı

sč́ıtanec od konce v součtu sn, který se nezruš́ı, bude sč́ıtanec
1

n+ a+ 1
,

takže posledńı sč́ıtanci, kteř́ı se nezruš́ı, vytvoř́ı součet

−
(

1

n+ a+ 1
+

1

n+ a+ 2
+ · · ·+ 1

n+ b

)
.

Po zrušeńı vnitřńıch sč́ıtanc̊u s opačnými znaménky dostaneme n-tý
částečný součet ve tvaru

sn =
1

b− a

(
1

1 + a
+

1

2 + a
+· · ·+1

b
− 1

n+ a+ 1
− 1

n+ a+ 2
−. . .− 1

n+ b

)
.

Proto hledaný součet

s = s(a, b) = lim
n→∞

sn =
1

b− a

(
1

1 + a
+

1

2 + a
+ · · ·+ 1

b

)
.

Např. pro a = 2, b = 5 máme řadu
∞∑
n=1

1

(n+ 2)(n+ 5)
,
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která má n-tý částečný součet

sn =
1

3

(
1

3
+

1

4
+

1

5
− 1

n+ 3
− 1

n+ 4
− 1

n+ 5

)
,

takže součtem s = s(2, 5) této řady je

s =
1

3

(
1

3
+

1

4
+

1

5

)
=

1

3
· 20 + 15 + 12

60
=

47

180
= 0.261 .

4 Kempnerovy řady

Kempnerova řada Kc je zaj́ımavým př́ıpadem redukované harmo-
nické řady, z ńıž vznikne vynecháńım všech člen̊u 1/n, jejichž jmenova-
tel n obsahuje při zápisu v deśıtkové soustavě č́ıslici c. Tato řada, přesněji
řada

K9 =
1

1
+

1

2
+ · · ·+ 1

8
+

1

10
+

1

11
+ · · ·+ 1

18
+

1

20
+

1

21
+ . . . ,

byla poprvé studována v roce 1914 v článku [9] britským matematikem
Aubreym Johnem Kempnerem (1880 – 1972), v němž Kempner dokázal,
že řada K9 překvapivě konverguje, třebaže harmonická řada divergu-
je. Analogicky lze dokázat, že všech daľśıch devět Kempnerových řad
K0, K1, . . . , K8 konverguje. Stránky věnované Kempnerovým řadám lze
nalézt např. v knize [10]. Následuj́ıćı tabulka udává přibližné hodno-
ty součt̊u S0, S1, . . . , S9 těchto řad zaokrouhlené na tři desetinná mı́sta,
které přesněji (na 20 desetinných mı́st) vyč́ıslil v roce 1979 americký
matematik a softwarový expert Robert Baillie v článku [11]:

c 0 1 2 3 4

Sc 23.103 16.177 19.257 20.570 21.327

c 5 6 7 8 9

Sc 21.835 22.206 22.493 22.726 22.921

Kempner̊uv d̊ukaz konvergence řady K9, jež nyńı uvedeme, je relativně
jednoduchý. Členy řady K9 nejprve seskuṕıme do závorek podle počtu
č́ıslic ve jmenovateli. Dostaneme tak řadu ve tvaru:(

1

1
+· · ·+1

8

)
+

(
1

10
+· · ·+ 1

88

)
+· · ·+

(
1

10n−1
+· · ·+ 1

88 . . . 8︸ ︷︷ ︸
n−krát

+

)
. . . (6)
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Nyńı vytvoř́ıme pomocnou řadu(
1

1
+· · ·+1

1

)
+

(
1

10
+· · ·+ 1

10

)
+· · ·+

(
1

10n−1
+· · ·+ 1

10n−1

)
+. . . , (7)

jej́ıž členy jsou větš́ı nebo rovny odpov́ıdaj́ıćım člen̊um řady (6), a to tak,
že každý člen s k č́ıslicemi ve jmenovateli je roven zlomku 1/10k−1.

Poznamenejme, že počet zlomk̊u s k č́ıslicemi ve jmenovateli řady (6)
neobsahuj́ıćımi č́ıslici 9 je 8 ·9k−1, nebot’ č́ıslici z množiny {1, 2, . . . , 8} na
prvńım mı́stě lze vybrat 8 zp̊usoby a č́ıslice z množiny {0, 1, . . . , 8} na
daľśıch mı́stech 9 zp̊usoby. Řadu (7) lze tedy zapsat ve tvaru

8 · 1 +
8 · 9
10

+
8 · 92

102
+ · · ·+ 8 · 9n−1

10n−1
+ . . . .

Protože se však jedná o geometrickou řadu s prvńım členem a = 8 a kvo-
cientem q = 9/10, je součet S této konvergentńı řady, tedy pomocné
řady (7),

S =
a

1− q
=

8

1− 9/10
=

8

1/10
= 80 .

Užit́ım srovnávaćıho kritéria pro nekonečné č́ıselné řady s nezápornými
členy tak dostáváme, že pro součet S9 řady (6), tj. Kempnerovy řady K9,
plat́ı nerovnost S9 < S = 80. Analogicky lze dokázat, že plat́ı nerovnost
8 < S9, takže celkem plat́ı

8 < S9 < 80 .

Poznamenejme, že v článku [13] je uveden algoritmus zobecňuj́ıćı pro-
blém chyběj́ıćıch č́ıslic na chyběj́ıćı řetězec č́ıslic. Tak např. součet redu-
kované harmonické řady s vynechaným řetězcem

”
42“ ve jmenovateĺıch

je přibližně 228.446 a při vynechaném řetězci
”
314159“ je součet takto

redukované harmonické řady přibližně 2 302 582.334.
Co se týče vynechaných člen̊u Kempnerovy řady K9, dokázal v roce

1916 americký matematik Frank Irwin (1868 – 1948), že jednotlivé re-
dukované harmonické řady obsahuj́ıćı ve jmenovateĺıch nejvýše konečný
počet č́ıslic 9, představuj́ı rovněž konvergentńı řady. Tak např. řada
1/9 + 1/19 + 1/29 + 1/39 + · · · , kde jmenovatelé obsahuj́ı právě jednu
č́ıslici 9, má součet přibližně 23.044.
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Soutěže a olympiády zajišt’ované NIDV

Jana Ševcová, NIDV, Praha 1

Abstrakt. V př́ıspěvku je uveden výčet soutěž́ı a nesoutěžńıch aktivit,
které zajǐst’uje na národńı úrovni Národńı institut pro daľśı vzděláváńı.
Jde o výčet veškerých takových aktivit, nejen z matematiky, fyziky či
jiných př́ırodovědných obor̊u.

1 Úvod

Národńı institut pro daľśı vzděláváńı (NIDV) vznikl před deseti lety
spojeńım čtrnácti krajských pedagogických center. Oproti jiným organi-
zaćım s obdobným zaměřeńım má výhodu celostátńı p̊usobnosti a širokou

1e-mail: sevcova@nidv.cz
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lektorskou základnu. Připravuje a realizuje vzdělávaćı programy, kur-
zy a semináře pro pedagogické pracovńıky v rámci daľśıho vzděláváńı
pedagogických pracovńık̊u. Zabývá se rovněž zájmovým a neformálńım
vzděláváńım a oblast́ı podpory rozvoje nadáńı, v rámci které realizuje
mimo jiné předmětové soutěže a olympiády vyhlašované MŠMT.

2 Přehled soutěž́ı a olympiád garantovaných Ta-

lentcentrem NIDV

Středoškolská odborná činnost – je určena pro studenty středńıch
škol v 18 soutěžńıch oborech. Prob́ıhá ve školńım, okresńım, krajském
a celostátńım kole. Studenti zpracovávaj́ı samostatnou práci na téma,
které si sami vyberou a které následně obhajuj́ı před odbornou porotou
v jednotlivých postupových kolech. Nejlepš́ı práce postupuj́ı do celostátńı
přehĺıdky, která se pro 38. ročńık soutěže koná od 17. do 19. června 2016
v Hradci Králové, v SPŠ, SOŠ a SOU v Hradebńı ul.

Jazykové soutěže – jsou realizovány v následuj́ıćıch jazyćıch: ang-
lický, německý, španělský, francouzský, ruský a latinský. Jsou určené pro
žáky základńıch a středńıch škol. Prob́ıhaj́ı v několika kategoríıch, které
respektuj́ı věk žák̊u a jejich jazykovou úroveň, maj́ı několik postupových
kol. Nejlepš́ı student z kraje postupuje do ústředńıho kola.

Dějepisná olympiáda – je určena pro žáky základńıch škol.
Prob́ıhá v několika soutěžńıch kategoríıch a kolech. Tematické zaměřeńı
45. ročńıku soutěže je

”
Po stopách Lucemburk̊u aneb Za ćısařskou koru-

nou“.
Olympiáda v českém jazyce – je určena pro žáky základńıch

a středńıch škol. Prob́ıhá v několika soutěžńıch kategoríıch a kolech.
Ústředńı kolo se koná v červnu formou týdenńıho táborového pobytu.

Soutěž v programováńı – je určena pro žáky základńıch a středńıch
škol, prob́ıhá v následuj́ıćıch kategoríıch: programováńı žáci, progra-
mováńı mládež a nově je zařazena subkategorie programováńı mik-
rořadič̊u; kategorie aplikačńı software se děĺı na tvorbu webu a kan-
celářské aplikace. Prob́ıhá v krajském a ústředńım kole, okresńı kola jsou
realizována fakultativně.

Pythagoriáda – je určena pro žáky 5.–8. ročńık̊u základńıch škol a od-
pov́ıdaj́ıćıch ročńık̊u v́ıceletých gymnázíı. Koná se ve školńım a okresńım
kole. V každém kole řeš́ı žáci 15 úloh, za každou správně vyřešenou úlohu
źıskaj́ı jeden bod, úspěšným řešitelem je žák, který źıská 9 a v́ıce bod̊u.
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NIDV zodpov́ıdá za zpracováńı a distribuci úloh.
Evropa ve škole – je literárńı a výtvarná soutěž určená pro děti

a mládež ve 4 věkových kategoríıch, které jsou odstupňované odlǐsně pro
výtvarné a pro literárńı aktivity.

Daniel – má náplň Holocaust a jeho reflexi, současnou rasovou pro-
blematiku a problematiku soužit́ı r̊uzných etnik v ČR. Soutěž Daniel
je jednokolová. Je organizována ve dvou kategoríıch pro žáky základńıch
a žáky všech typ̊u středńıch škol v oboru literárńım, historickém a v obo-
ru fotografie. Vı́ce informaćı o uvedených soutěž́ıch naleznete na [1, 2].

Úspěšńı studenti vybraných soutěž́ı maj́ı možnost účastnit se
následuj́ıćıch mezinárodńıch soutěžńıch a nesoutěžńıch aktivit.

3 Mezinárodńı soutěže

Being Youth Science Creation Competition – laureáti SOČ se
d́ıky spolupráci s ČSVTS účastńı od r. 2014 mezinárodńı soutěže od-
borných praćı v Pekingu v Č́ıně. V roce 2016 se bude konat již 36. ročńık
soutěže, kterou organizuje pekingská asociace pro vědu a techniku – Be-
ijing Association of Science and Technology (BAST).

INTEL International Science and Engineering Fair (Intel
ISEF) – je soutěž organizovaná v 15 oborech, od př́ırodovědných přes
technické až po humanitńı. Každý rok ji na začátku května pořádá jedno
z měst v USA. Účastńı se j́ı cca 1 700 student̊u z v́ıce než 70 stát̊u světa.
V květnu 2016 se ve Phoenixu, stát Arizona, USA, uskutečńı 67. ročńık
soutěže ISEF, kterého se zúčastńı i vybrańı v́ıtězové 37. ročńıku SOČ,
který se konal v červnu 2015 v Praze. Vı́ce na [3].

European Union Contest for Young Scientists (EUCYS) –
Evropská soutěž pro mladé vědce navazuj́ıćı na soutěž Philips Con-
test, která prob́ıhala v letech 1968–88. Soutěže se účastńı mlad́ı zájemci
o vědu, kteř́ı byli vybráni svou národńı porotou a umı́stili se na 1. mı́stě
národńı přehĺıdky. Každá země může přihlásit 3 projekty a maximálně
6 soutěž́ıćıch ve věku 14–21 let s podmı́nkou, že soutěž́ıćı neńı absol-
ventem 1. ročńıku VŠ. Česká republika na této soutěži participuje od
roku 2000. Vyśılá nejlepš́ı studenty z Celostátńı přehĺıdky Středoškolské
odborné činnosti (SOČ). Vı́ce na [4].

European Union Science Olympiad (EUSO) – Př́ırodovědná
olympiáda zemı́ Evropské unie (EUSO) založená v roce 2002 Dr. Mi-
chaelem A. Cotterem z Dublin City University, který přǐsel s myšlenkou
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týmové př́ırodovědné soutěže pro studenty ze zemı́ Evropské unie. Olym-
piáda je koncipována jako multidisciplinárńı týmová soutěž určená pro
17leté a mladš́ı žáky ze zemı́ EU. Každá země EU může vyslat maximálně
dva týmy ve složeńı biolog, fyzik, chemik a tři mentory. Úkolem hostuj́ıćı
země je kromě logistického zajǐstěńı soutěže i př́ıprava úloh pro jednot-
livé soutěžńı oblasti, které bývaj́ı rovnoměrně zastoupeny. ČR se účastńı
na této soutěži od roku 2007. Vı́ce na [5].

4 Nesoutěžńı přehĺıdky a odborná soustředěńı

International Wild Research Week (IWRW) – je týdenńı sou-
středěńı mladých biolog̊u organizované švýcarskou organizaćı Schweizer
Jugend forscht ve švýcarských Alpách v oblasti Valchavy. Soustředěńı se
účastńı mlad́ı biologové do 21 let, ČR se účastńı od roku 2008. Každý
stát má možnost vyslat 2 studenty. Studenti, kteř́ı prošli národńım kolem
soutěže (u nás Celostátńı přehĺıdkou odborných praćı SOČ), jsou nomi-
nováni odbornou porotou. Studenti řeš́ı ve skupinách r̊uzné úkoly týkaj́ıćı
se pozorováńı př́ırody. Ze svých pozorováńı vypracuje každá skupina pro-
jekt, který na závěrečném setkáńı představ́ı ostatńım účastńık̊um. Př́ı̌st́ı
ročńık se bude konat v červnu 2016. Vı́ce na [6].

European Sciences Expo (ESE) – je nesoutěžńı přehĺıdka pro-
jekt̊u, kterou organizuje Milset for Europe. The International Mo-
vement for Leisure Activities in Science and Technology (MILSET)
– je nestátńı, nezisková a politicky nezávislá mládežnická organiza-
ce, která pomoćı př́ırodovědných projekt̊u a technologických programů
(př́ırodovědných veletrh̊u, kemp̊u, kongres̊u a daľśıch aktivit) pomáhá
rozv́ıjet př́ırodovědné, technické a kulturńı vzděláńı mezi mladými lid-
mi.

Milset Expo – Sciences International (ESI) – je organizováno
jednou za dva roky. Letošńı 15. ročńık se konal v červenci v belgickém
Bruselu za účasti 60 zemı́ světa, vystaveno bylo 400 projekt̊u od 1 000 stu-
dent̊u. Vı́ce na [7, 8].

Swiss Talent Forum – je organizované švýcarskou organizaćı Schwei-
zer Jugend forscht. Koná se na přelomu ledna a února ve švýcarském
Thunu, účastńı se ho studenti do 21 let. Jedná se o mezinárodńı student-
skou konferenci pro studenty r̊uzných obor̊u (jak př́ırodovědných, tak
humanitńıch). Studenti diskutuj́ı o aktuálńıch celosvětových problémech
s předńımi představiteli vědy, výzkumu a praxe. Vı́ce na [9].
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Den Pı́ (nejen) na FIM

Iva Vojk̊uvková, UHK, Hradec Králové 1

Abstrakt. Př́ıspěvek informuje o tradici, kterou založil tým z Katedry
informatiky a kvantitativńıch metod Fakulty informatiky a managementu
(FIM) Univerzity Hradec Králové. Cı́lem každoročńı akce nazvané Den
Ṕı na FIM je ukázat student̊um univerzity a středńıch škol, že matema-
tika neńı jen suchá věda, ale má velmi poutavou historii i přitažlivou
moderńı podobu. Tato forma předáváńı poznatk̊u m̊uže talentované stu-
denty nasměrovat k vlastńımu bádáńı.

1 Co je to Den Ṕı?

Ludolfovo č́ıslo neboli č́ıslo π vzbuzuje zájem matematik̊u i laik̊u
od dávnověku. Pohled do historie tohoto

”
magického“ (iracionálńıho

a transcendentńıho) č́ısla je v podstatě pohled do historie matematiky
jako takové, jak dokládá [1]. Je to historie plná velkých objev̊u i slepých
uliček. Objev́ıme tu nečekané souvislosti mezi jednotlivými oblastmi ma-
tematiky. Můžeme opakovat úmorné výpočty, obdivovat elegantńı apro-
ximace nebo trénovat vlastńı pamět’. Na cestě po stopách je možno studo-
vat egyptské papyry i babylonské hliněné destičky, zalistovat Bibĺı nebo
dokonce sb́ırkou zákon̊u. Lze se tu setkat s velkými postavami, jakými

1e-mail: iva.vojkuvkova@uhk.cz
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byli Archimédes, Francois Viète, John Wallis, Gottfried Wilhelm Leib-
niz, Isaac Newton, Leonhard Euler a daľśı. Někteř́ı z poutńık̊u po této
cestě byli vybaveni jen prav́ıtkem a kruž́ıtkem, jińı hráli hazardńı hry,
daľśı spolupracovali se zázračnými počtáři a v nedávné minulosti se ke
slovu dostala moderńı technika – výkonné poč́ıtače a nové algoritmy (v́ıce
např. v [3]).

Snad právě podobné úvahy o významu vedly v roce 1988 fyzika Larry-
ho Shawa ze sanfranciského muzea Exploratorium k uspořádáńı oslavy,
nazvané jednoduše Den Ṕı [4]. Ta se konala 14. března (v anglosaském
zápisu 3/14) a mimo jiné se na ńı konzumovaly kulaté ovocné koláče
(pie). V daľśıch letech se postupně začalo slavit i jinde, předevš́ım na
univerzitách. Např́ıklad v Princetonu se oslavy spojuj́ı s výroč́ım na-
rozeńı Alberta Einsteina, které připadá na stejný den. Někde se slav́ı

”
den přibližného Ṕı“ (22/7), tedy 22. července. Na MIT se nav́ıc v rámci

oslav připomı́ná Čas Tau (6.28), nebot’ zde existuje hnut́ı
”
lobbuj́ıćı“ za

použ́ıváńı τ = 2π. V roce 2009 byl Den Ṕı dokonce uznán Sněmovnou re-
prezentant̊u USA. Oslavy prob́ıhaj́ı r̊uzným zp̊usobem. Samozřejmost́ı je
výroba a konzumace tradičńıch koláč̊u, ale i pizzy nebo dort̊u se zápisem
č́ısla Ṕı. Soutěž́ı se v zapamatováńı, resp. vyjmenováńı co nejv́ıce cifer,
hledaj́ı se vtipné slogany na plakáty a trička, pov́ıdá se o historii i žhavé
poč́ıtačové současnosti. . .

2 Den Ṕı na FIM

Zřejmě každá vysoká škola má zájem o dobré studenty a chce se dostat
do povědomı́ středoškolák̊u. Při hledáńı nových možnost́ı zviditelněńı
fakulty se nad článkem z populárńıho časopisu na naš́ı katedře zrodil
nápad uspořádat Den Ṕı. Vzniklo logo, které reflektuje jednotný vizuálńı
styl univerzity a je přitom zároveň matematickou hř́ıčkou (obrázek 1),
zprovoznili jsme webové stránky http://fim.uhk.cz/pi. Po zhodnoceńı
svých možnost́ı jsme se shodli na podobě, kterou jsme v dosavadńıch
ročńıćıch zachovali a zřejmě zachováme i do budoucna. Základ bude vždy
tvořit skutečná matematika, avšak provedeńı by mělo být odlehčené.
Chceme využ́ıt i poč́ıtačové zázemı́ fakulty, zejména software MAPLE.

Prvńı část́ı akce je volně př́ıstupná přednáška. Ve druhé části se konaj́ı
poč́ıtačové workshopy pro studenty, na které je třeba se z kapacitńıch
d̊uvod̊u hlásit předem. Workshopy bud’ rozv́ıjej́ı téma z přednášky, nebo
nab́ızej́ı daľśı netradičńı pohledy na problematiku.
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Obrázek 1

2.1 Prvńı ročńık

V roce 2013 jsme dne 14. března uspořádali 1. ročńık akce, kterého
se zúčastnilo zhruba dvacet student̊u univerzity a padesát středoškolák̊u.
Přednáška Historie č́ısla π vážně i nevážně provedla posluchače od sta-
rověku do současnosti. Během přednášky byla možnost zapojit se do
několika tipovaćıch soutěž́ı o tričko FIM. Na workshopu Algoritmy pro
výpočet π se po základńım seznámeńı s MAPLE poč́ıtalo v prvńı části
Archimédovou (obrázek 2) a obdélńıkovou metodou (ty byly zmı́něny
i v přednášce) a v druhé části metodou Monte Carlo.

Obrázek 2

2.2 Druhý ročńık

V roce 2014 se konal 2. ročńık, z organizačńıch d̊uvod̊u již 13. března.
Nad pořádáńım akce přijala patronát královéhradecká pobočka JČMF.
Mezi studenty univerzity byl sice zájem menš́ı než v prvńım ročńıku,
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ale cenná byla jejich asistence při workshopu pro středoškoláky, kterých
dorazilo opět kolem padesáti. V přednášce nazvané Dohońı Achilles po-
sledńı cifru π? bylo pojednáno o výpočtu pomoćı nekonečných řad a tzv.
vzorc̊u Machinova typu. Workshop Co s π v řadě? na přednášku navázal,
zkoumala se na něm známá Gregory-Leibnizova řada, zat́ımco workshop
Kružnice známé a neznámé nab́ıdl pohled statistický (obrázek 3).

Obrázek 3

2.3 Třet́ı ročńık

V roce 2015 se vzhledem k termı́nu jarńıch prázdnin v okrese ko-
nal 3. ročńık 19. března, opět pod záštitou královéhradecké pobočky
JČMF. Počet posluchač̊u se v podstatě shodoval s předchoźım ročńıkem.
Přednáška s názvem Kruh – matematika nebo mystika? provedla poslu-
chače např́ıč časem i mı́stem. Ukázala, jak se kruh, jeden ze základńıch
symbol̊u lidstva, vyv́ıjel v r̊uzných kulturách a nab́ıdla přesah do psy-
chologie, uměńı, architektury, náboženstv́ı, marketingu apod. Na prvńım
workshopu byla naznačena odpověd’ na otázku Kde ukrývá Mandelbrot
Ludolfa? (obrázek 4); jedná se o zaj́ımavou souvislost mezi známou
fraktálńı množinou a č́ıslem π. Ve druhém workshopu bylo ukázáno
s využit́ım Gaussovy myšlenky a Pickovy věty, jak souviśı π a čtverce.
Vzhledem k tomu, že postupy popsané v teoretické části workshop̊u ne-
byly dosud potvrzeny d̊ukazem, otev́ırá se zde student̊um cesta k samo-
statnému bádáńı.
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Obrázek 4

3 Závěr

Pořádáńı podobné akce je samozřejmě práce nad rámec běžných po-
vinnost́ı, nav́ıc s neměřitelným výsledkem. Ukázalo se, že patrně nebu-
deme schopni uspořádat velkou akci

”
amerického“ typu. Problémem je

kapacita poč́ıtačových učeben a počet licenćı MAPLE. Také částky na
propagaci nejsou neomezené, takže středoškoláci přicházej́ı zejména ze
škol, kde máme osobńı kontakty. Přesto se domńıváme, že podobná ak-
tivita je smysluplná a přisṕıvá nejen k š́ı̌reńı dobrého jména fakulty, ale
zejména matematiky jako takové. Může být inspirativńı pro nadané stu-
denty, kteř́ı se na základě podnět̊u z přednášek a workshop̊u mohou vydat
vlastńı cestou objev̊u.

4 Poděkováńı

Autorka článku děkuje svým koleg̊um z katedry za poskytnut́ı mate-
riál̊u pro př́ıpravu článku.
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hfs
Jsou testy IQ skutečnými testy IQ?

Jaroslav Zhouf, FIT ČVUT, Praha 1

Abstrakt. Článek se zabývá jedńım typem matematických úloh, které
jsou často součást́ı test̊u IQ a jiných školńıch test̊u a na mnohých školách
se žáci s těmito úlohami setkávaj́ı ve výuce. Jde o úlohu typu

”
Do-

plň č́ıselnou řadu o následuj́ıćı člen.“ či
”

Doplň správné č́ıslo na mı́sto
otazńıku v uvedené č́ıselné řadě.“ Tyto úlohy nemaj́ı jednoznačné řešeńı,
a zkresluj́ı tak školńı výsledky žák̊u a IQ testovaných jedinc̊u.

1 Úvod

V r̊uzných kv́ızech v časopisech, ale i v seriózńıch publikaćıch (např.
v [2], s. 84, [3], s. 12) a na webu (z mnoha např. [4] – [6]), hlavně
však v testech, které zkoumaj́ı IQ člověka, se objevuj́ı úlohy, kde je
uvedeno několik č́ısel za sebou a má se doplnit daľśı, které má logic-
ky následovat. Př́ıkladem takové úlohy je tato:

”
Doplňte daľśı č́ıslo,

které následuje v řadě č́ısel 1, 4, 9, 16, . . . .“ V takovéto úloze jsou
hned dva problémy. Jednak se použ́ıvá nesprávně slovo

”
řada“, správně

se má použ́ıvat slovo
”
posloupnost“, jednak pokud neńı známo pravi-

dlo, jak doplnit daľśı č́ıslo, může každého z nás napadnout jiné pravi-
dlo, takže úloha může mı́t v́ıce řešeńı, dokonce nekonečně mnoho řešeńı.
Např. k uvedené úloze může někdo ř́ıci, že použije pravidlo, v něž se
uvedená čtveřice č́ısel neustále opakuje, takže č́ısla budou tvořit po-
sloupnost: 1, 4, 9, 16, 1, 4, 9, 16, 1, . . . . Někdo jiný uvede pravidlo,
že od pátého členu posloupnosti bude vždy č́ıslo nula, takže dostane-
me posloupnost: 1, 4, 9, 16, 0, 0, 0, . . . . A takovýchto pravidel si
můžeme vymyslet nekonečně mnoho. Někdo řekne, že jednotlivé členy
posloupnosti dostane, když bude dosazovat do nějakého matematického
výrazu. V našem př́ıkladu by šlo o výraz n2, do něhož když dosad́ıme
za proměnnou n postupně č́ısla 1, 2, 3, 4, . . . , dostaneme posloupnost
1, 4, 9, 16, . . . . Co když ale někoho jiného napadne jiný výraz? Dále

1e-mail: zhouf@seznam.cz
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uvedeme ukázku toho, že můžeme k daným několika člen̊um posloup-
nosti vytvořit nekonečně mnoho výraz̊u, do nichž když dosazujeme za
proměnnou č́ısla 1, 2, 3, 4, . . . , dostaneme začátek posloupnosti stejný,
ale v daľśıch členech se bude posloupnost měnit podle použitého výrazu.

2 Úloha

Jako ukázku použijeme ještě jednodušš́ı úlohu, než je uvedena v úvodu,
aby źıskané výsledky byly lehce kontrolovatelné. Takže úloha zńı:

Určete daľśı člen posloupnosti 1, 2, 3, 4, . . . .

3 Prvńı metoda – Polynom vyšš́ıho stupně

Zadané členy si můžeme představit jako polynomickou funkci, v ńıž je
č́ıslu 1 přǐrazeno č́ıslo 1, č́ıslu 2 je přǐrazeno č́ıslo 2, č́ıslu 3 je přǐrazeno
č́ıslo 3 a č́ıslu 4 je přǐrazeno č́ıslo 4.

Takovou představu splňuje polynomická funkce y = x. Podle tohoto
předpisu by bylo č́ıslu 5 přǐrazeno č́ıslo 5 atd. To většinou předpokládaj́ı
autoři testových úloh.

Na tuto polynomickou funkci můžeme přij́ıt, když si řekneme, že
použijeme polynom třet́ıho stupně y = a0 + a1x + a2x

2 + a3x
3, nebot’

v něm jsou jako neznámé parametry čtyři koeficienty a zadaná úloha má
zadané také čtyři údaje, takže se ony koeficienty daj́ı jednoznačně naj́ıt.
V tomto př́ıpadě jde o vyřešeńı této soustavy:

x = 1 : a0 + a1 + a2 + a3 = 1

x = 2 : a0 + 2a1 + 4a2 + 8a3 = 2

x = 3 : a0 + 3a1 + 9a2 + 27a3 = 3

x = 4 : a0 + 4a1 + 16a2 + 64a3 = 4

Ta má řešeńı a0 = 0, a1 = 1, a2 = 0, a3 = 0, což představuje poly-
nomickou funkci y = x. V uvedeném výpočtu vyšla polynomická funkce
jednoznačně, a to může být pro tv̊urce test̊u d̊uvodem, proč požaduj́ı
jediné pokračováńı dané posloupnosti.

Problematika ale neńı tak jednoznačná, jak nyńı ukážeme. Proč
bychom nemohli požadovat vyjádřit danou posloupnost polynomickou
funkćı vyšš́ıho stupně než třet́ıho? Ukažme si tuto metodu pro polyno-
mickou funkci čtvrtého stupně y = a0 +a1x+a2x

2 +a3x
3 +a4x

4. V tomto
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př́ıpadě jde o řešeńı této soustavy:

x = 1 : a0 + a1 + a2 + a3 + a4 = 1

x = 2 : a0 + 2a1 + 4a2 + 8a3 + 16a4 = 2

x = 3 : a0 + 3a1 + 9a2 + 27a3 + 81a4 = 3

x = 4 : a0 + 4a1 + 16a2 + 64a3 + 256a4 = 4

Tato soustava má nekonečně mnoho řešeńı. Voĺıme-li např. a4 = 1,
je pak a3 = −10, a2 = 35, a1 = −49, a0 = 24, takže jsme dosta-
li polynomickou funkci y = 24 − 49x + 35x2 − 10x3 + x4. Po dosa-
zeńı x = 5 do této funkce, dostaneme hodnotu 29; tedy naše posloup-
nost má podobu 1, 2, 3, 4, 29, . . . . Pokud voĺıme a4 = −1, je pak
a3 = 10, a2 = −35, a1 = 51, a0 = −24, dostaneme polynomickou
funkci y = −24 + 51x− 35x2 + 10x3 − x4. Po dosazeńı x = 5 do této
funkce, dostaneme hodnotu −19; tedy naše posloupnost má podobu
1, 2, 3, 4, −19, . . . . A takto můžeme pokračovat do nekonečna, což
znamená, že požadovaný pátý člen dané posloupnosti může být v pod-
statě jakýkoli.

Analogicky můžeme volit polynomickou funkci pátého, šestého atd.
stupně. T́ım dostáváme daľśı a daľśı možnosti, jakých hodnot může
nabývat pátý člen dané posloupnosti.

4 Druhá metoda – Rychlý
”
univerzál“

Jiná metoda je velice rychlá na tvorbu polynomické funkce. V našem
př́ıpadě posloupnosti 1, 2, 3, 4, . . . můžeme využ́ıt autorem očekávaného
pokračováńı posloupnosti, tj. funkce y = x a přič́ıst k ńı nějakou jinou
polynomickou funkci. Těch přičtených funkćı může být nekonečně mnoho
závislých na počtu daných prvńıch člen̊u posloupnosti. Jako ukázku si
uved’me dva takové př́ıklady. Prvńı z nich má podobu

y = x+ (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4).

Tato funkce má po úpravě podobu

y = 24− 49x+ 35x2 − 10x3 + x4,

se kterou jsme se již setkali výše. Druhá z nich má podobu

y = x+ (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 6).

Tato funkce má po úpravě podobu
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y = 144− 145x− 44x2 + 71x3 − 16x2 + x5.

Tato polynomická funkce generuje posloupnost 1, 2, 3, 4, −19, 6, . . . .

5 Třet́ı metoda – Jednotlivý nápad

Zde si uved’me jednotlivé funkce, které nás napadnou náhodou ne-
bo jejich tvorba je inspirována již jistou zkušenost́ı např. z předchoźıch
metod. Ukažme si čtyři takové př́ıklady.

Prvńı př́ıklad je

y = log5[(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4) + 1] + x,

druhý př́ıklad je

y = sin (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)
π

48
+ x,

třet́ı př́ıklad je

y = − |x− 4|+ 4

a čtvrtý př́ıklad využ́ıvaj́ıćı dolńı celou část reálného č́ısla je

y = bx5c+ x.

6 Čtvrtá metoda – Lagrange̊uv vzorec

Lagrange̊uv vzorec [1, s. 250] je vlastně předpis pro polynomickou funk-
ci, která má takový počet koeficient̊u, kolik je zadáno funkčńıch hodnot.
Ukažme si tuto metodu pro naši danou posloupnost 1, 2, 3, 4, . . . .

Zde muśıme zadat, jakou hodnotu si přejeme, aby měl pátý člen po-
sloupnosti. Řekněme, že chceme, aby měl hodnotu 1. Pro přehlednost si
sestavme tabulku, v ńıž jsou uvedeny hodnoty nezávisle proměnné a k ńı
hodnoty závisle proměnné:

x 1 2 3 4 5

y 1 2 3 4 1

Vznikne polynomická funkce čtvrtého stupně, která má v obecném
př́ıpadě tvar:
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y = y1 ·
(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− x5)

(x1 − x2)(x1 − x3)(x1 − x4)(x1 − x5)
+

+y2 ·
(x− x1)(x− x3)(x− x4)(x− x5)

(x2 − x1)(x2 − x3)(x2 − x4)(x2 − x5)
+

+y3 ·
(x− x1)(x− x2)(x− x4)(x− x5)

(x3 − x1)(x3 − x2)(x3 − x4)(x3 − x5)
+

+y4 ·
(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x5)

(x4 − x1)(x4 − x2)(x4 − x3)(x4 − x5)
+

+y5 ·
(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)

(x5 − x1)(x5 − x2)(x5 − x3)(x5 − x4)

V konkrétńım př́ıpadě pro naši tabulku má polynomická funkce tvar:

y = 1 · (x− 2)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

(−1)(−2)(−3)(−4)
+ 2 · (x− 1)(x− 3)(x− 4)(x− 5)

1 · (−1)(−2)(−3)
+

+3 · (x− 1)(x− 2)(x− 4)(x− 5)

2 · 1 · (−1)(−2)
+ 4 · (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 5)

3 · 2 · 1 · (−1)
+

+1 · (x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

4 · 3 · 2 · 1

y =
−24 + 56x− 35x2 + 10x3 − x4

6

7 Pátá metoda – Newton̊uv vzorec

Newton̊uv vzorec [1, s. 251] je také předpis pro polynomickou funkci,
která má takový počet koeficient̊u, kolik je zadáno funkčńıch hodnot.
Ukažme si tuto metodu opět pro naši posloupnost 1, 2, 3, 4, . . . . Zde také
muśıme zadat, jakou hodnotu si přejeme, aby měl pátý člen posloupnosti.
Řekněme, že chceme, aby měl hodnotu 1. Pro přehlednost si sestavme
analogickou tabulku, v ńıž jsou uvedeny hodnoty nezávisle proměnné
a k ńı hodnoty závisle proměnné:

x 1 2 3 4 5

y 1 2 3 4 1

Nejprve si vypočteme tzv. diference:

∆y1 = y2 − y1, ∆y2 = y3 − y2, ∆y3 = y4 − y3, ∆y4 = y5 − y4,

∆2y1 = ∆y2 −∆y1, ∆2y2 = ∆y3 −∆y2, ∆2y3 = ∆y4 −∆y3,
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∆3y1 = ∆2y2 −∆2y1, ∆3y2 = ∆2y3 −∆2y2,

∆4y1 = ∆3y2 −∆3y1

Nav́ıc od Lagrangeova vzorce vyžaduje Newton̊uv vzorec volbu tzv.
kroku h, což je hodnota, se kterou se zvětšuje nezávisle proměnná. Vznik-
ne polynomická funkce čtvrtého stupně, která má v obecném př́ıpadě
následuj́ıćı tvar:

y = y1+
∆y1(x− x1)

1!h
+

∆2y1(x− x1)(x− x2)

2!h2
+

+
∆3y1(x− x1)(x− x2)(x− x3)

3!h3
+

+
∆3y1(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)

4!h4

V našem př́ıpadě zvoĺıme krok h = 1 vzhledem k tomu, že posloup-
nost je definována na přirozených č́ıslech. Vznikne polynomická funkce
čtvrtého stupně, která má pro naši tabulku tvar:

y = 1 +
1(x− 1)

1
+

0(x− 1)(x− 2)

2
+

0(x− 1)(x− 2)(x− 3)

6
+

+
−4(x− 1)(x− 2)(x− 3)(x− 4)

24

y =
−24 + 56x− 35x2 + 10x3 − x4

6

Zde náhodou Newton̊uv vzorec a Lagrange̊uv vzorec dávaj́ı stejný tvar,
to je ale zp̊usobeno volbou kroku h = 1, jinak bývaj́ı oba tvary r̊uzné.

8 Závěr

Doufejme, že tento malý př́ıspěvek aspoň trochu vyvrátil většinový
názor společnosti, jak má jednoznačně pokračovat načatá posloupnost.
Hezké by bylo, kdyby si to uvědomili hlavně psychologové, kteř́ı podle
takových test̊u hodnot́ı osobnost člověka, či jeho IQ. Podle mého názoru
by člověk, který doplńı většinově očekávanou hodnotu, měl dostat jen
malý počet plusových bod̊u, kdežto člověk, který vyplńı jinou hodnotu,
by měl dostat v́ıce plusových bod̊u. To je samozřejmě přehnané, ale určitě
by člověku, který vyplńı jinou hodnotu než tu většinově očekávanou,
neměla být poč́ıtána tato položka jako chybná. Znamená to tedy, že by se
takto nejednoznačné úlohy měly ze všech test̊u a všech učebnic vymýtit.
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hfs
Matematické hry

Jaroslav Zhouf, FIT ČVUT, Praha 1

Abstrakt. Jak motivovat žáky ke studiu matematiky? Je dobré občas
předložit jim atraktivńı téma a vyučovat ho poněkud volněǰśım zp̊usobem.
Článek popisuje jednu takovou situaci v rámci volitelného předmětu Apli-
kovaná matematika pro žáky zaj́ımaj́ıćı se o matematiku poněkud v́ıce. To
atraktivněǰśı téma bylo Teorie her, ale ne vyučované striktně metodou de-
finic a vět, ale formou hrańı konkrétńıch her, hledáńı v́ıtězných strategíı
a hledáńı r̊uzných jiných variant her.

1 Úvod

Ve školńım roce 2014/15 jsem na Gymnáziu Christiana Dopplera
v Praze vyučoval volitelný předmět Aplikovaná matematika pro žáky,
kteř́ı maj́ı větš́ı zájem o matematiku a dosahuj́ı v ńı už poměrně slušných
výsledk̊u. Jedńım tématem, které jsme si společně se žáky zvolili, byl
Úvod do teorie her. Úplně prvńım impulsem k volbě tématu byly úlohy
z prob́ıhaj́ıćıho a následuj́ıćıho ročńıku matematické olympiády, které
maj́ı charakter her. Pr̊uběžně jsme se ve výuce zabývali matematickou
olympiádou, takže to byl vlastně přirozený přechod k novému tématu.

Teorie her je poměrně nová matematická discipĺına, a to studenty také
zaujalo, protože školńı výuka se zabývá matematickými oblastmi, které

1e-mail: zhouf@seznam.cz

57



byly nové před několika stalet́ımi, nebo dokonce tiśıcilet́ımi. A to už pro
žáky nejsou lákavá témata.

V tomto př́ıspěvku se budu zabývat jen tou úvodńı část́ı tématu, která
měla studenty vnést do prostřed́ı her, vyzkoušet si několik známých her,
hledat jejich v́ıtězné strategie a pokusit se vymýšlet hry nové, nebo aspoň
obměněné k již známým hrám.

2 Vymezeńı tématu

V té jednodušš́ı, motivačńı části Teorie her jsme si se žáky stanovili
osnovu, jak by bylo vhodné hlouběji se seznámit s jednotlivými hrami,
a tak zač́ıt přemýšlet, jak je asi vybudována discipĺına Teorie her. Takže
jsme si stanovili tuto osnovu:

− prezentace hry;

− sehráńı jedné nebo v́ıce partíı této hry v kolektivu tř́ıdy;

− hledáńı v́ıtězné strategie hry;

− ověřeńı této strategie sehráńım partie v kolektivu tř́ıdy;

− hledáńı obměn prezentované hry a hledáńı v́ıtězných strategíı;

− hledáńı relativně jiné hry, která má ale skryté kořeny v prezento-
vané hře;

− sepsáńı sb́ırky nových her, které byly vytvořeny v našem
předmětu.

3 Realizace vymezeńı předmětu ve vyučovaćı ho-

dině

Žák̊um jsem předložil publikaci [1], kde je uvedeno 75 základńıch ma-
tematických her a mnoho jejich obměn. Na začátku tématu o hrách do-
stal každý žák přiděleny dvě hry, které měl nastudovat a ř́ıdit následně
v daľśıch hodinách postup tak, abychom naplňovali stanovenou osno-
vu tématu. Jako doplňkovou literaturu k řádnému nastudováńı pravidel
a strategíı her měli žáci k dispozici publikace [2, 3, 5, 6, 7], a také si
sháněli daľśı informace na internetu.

V následných hodinách vždy jeden student ř́ıdil výuku zhruba podle
osnovy, kterou jsme si stanovili. Žáci měli mnohdy tendenci některé části
osnovy přeskočit, protože se jim to zdálo samozřejmé. Tento postup se
neukázal jako optimálńı, protože t́ım zrychleným procesem na některé
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detaily zapomı́nali. Proto jsem tam byl jako supervizor já a vracel jsem
je k pomaleǰśımu tempu a právě podle stanovené osnovy. Poté mnohdy
žáci přiznali, že když se zamysleli až hlouběji nad problémem, tak mu
teprve řádně porozuměli.

4 Př́ıklad jedné hry rozpitvané podle předepsané

osnovy

Hra je uvedena v [1, s. 46–47] pod názvem Ščelk, ale je převzata z pu-
blikace [4].

Formulace hry: Hraj́ı dva hráči. Je dán čtverec s n × n jednotkovými
poĺıčky. Hráči stř́ıdavě zabarv́ı libovolné nezabarvené poĺıčko a s ńım
všechna poĺıčka lež́ıćı od něj doprava, nahoru a šikmo doprava nahoru
(obrázek 1). Prohraje ten hráč, který muśı zabarvit levé dolńı poĺıčko.

Obrázek 1

Žáci sehráli dvě partie, aby si hru podrobněji
”
osahali“. Pak nastala

diskuse o tom, jak hrát, aby některý z hráč̊u jednoznačně vyhrál. Hra je
poměrně jednoduchá a žáci po několika minutách v́ıtěznou strategii obje-
vili. Vždy došli k tabuli, aby se nemuseli dlouze vyjadřovat, a ukazovali,
která poĺıčka by si postupně vyb́ırali.

59



Objevili, že v́ıtěznou strategii má zač́ınaj́ıćı hráč. Nejprve vybere
poĺıčko na úhlopř́ıčce čtverce těsně soused́ıćı s poĺıčkem v levém dolńım
rohu. Pak bude vyb́ırat poĺıčka souměrná s vybranými poĺıčky soupeře
podle diagonály směřuj́ıćı zleva dole doprava nahoru.

Tato strategie je tak jasná, že už žáci odmı́tli hru ještě jednou hrát.
Naopak je zaujalo vymýšlet varianty této hry.

Jedna z variant, která je napadla, je, že mı́sto počátečńıho čtverce se
vezme libovolný obdélńık. Ta je uvedena i v publikaci [1], ale tam je také
uvedeno, že doposud neńı známa v́ıtězná strategie (viz [3]), že

”
jedinou

možnost́ı je úplný strom možnost́ı, ze kterého se vyhrávaj́ıćı pozice daj́ı
zpětně určit“.

Daľśı variantou uvedenou našimi žáky je, že by se k vybranému poĺıčku
vybarvila poĺıčka lež́ıćı v celé vodorovné řadě a v celém svislém sloupci,
tj. jakýsi kř́ıž. Zde prvńı hráč vybere poĺıčko v jednom sloupci, druhý
hráč muśı vybrat poĺıčko ve druhém sloupci, prvńı hráč ve třet́ım sloupci
atd. Nakonec jeden z hráč̊u muśı vybrat posledńı sloupec, č́ımž zabarv́ı
i levé dolńı poĺıčko. Zde tedy záviśı na tom, má-li čtverec lichý nebo sudý
počet sloupc̊u. T́ım je tato varianta nezaj́ımavá.

Uved’me ještě jednu variantu, kterou žáci navrhli, a sice že by stř́ıdavě
hráli tři hráči. I zde je ale v́ıtězstv́ı závislé na velikosti p̊uvodńıho čtverce.
Takže i tato varianta je nezaj́ımavá.

Úplně jinou hru motivovanou prezentovanou úlohou se žák̊um nepo-
dařilo naj́ıt, vždy v návrhu bylo vidět, že je to v́ıce či méně jen varianta
prezentované hry. Zde se neńı možné divit, protože hra je svou podstatou
jednoduchá a nenab́ıźı mnoho zcela jiných, ale přitom vlastně stejných
úvah.

5 Závěr

Na začátku výuky Úvodu do teorie her jsme si společně se žáky vy-
tyčili, že vytvoř́ıme sb́ırku nových her, které žáci objevili. Jak ale bylo
vidět v ukázce výše, neńı v̊ubec jednoduché takové hry vytvořit. Většinou
šlo vždy jen o varianty známých her. Proto nakonec žádná sb́ırka nevznik-
la. To ale neměńı nic na tom, že se žáci do práce zapojili se zaujet́ım, že
se seznámili s mnoha matematickými hrami, že se naučili přemýšlet spe-
cifickým zp̊usobem a že byli schopni vymyslet aspoň varianty známých
her.

To tedy z mého pohledu učitele, který měl žák̊um předat nové po-
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znatky a vzbudit v nich zájem, je velký úspěch. A neńı si možné přát nic
v́ıc, než aby i jiná matematická témata přinesla takový pozitivńı př́ıstup
k výuce matematiky. A nejen matematiky.
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Adam a Eva

Martin Malý

Eva:

Jsem jednotou těla,
velmi, velmi nepatrného,
ale dost složitého kousku hmoty,
a monumentálńıho ducha,
který v tomto bludǐsti nacháźı
svoje vlastńı rysy.

Moje vědomı́ je tajemným
milováńım se oněch dvou
a obrazem, k němuž konverguje
souhra jejich pohyb̊u.
Je funkćı i č́ıslem,
k němuž se bĺıž́ı jej́ı hodnoty.

Až se hmota opotřebuje,
jej́ı př́ıtel se jako nevěsta,
která se chce ĺıbit
svému ženichovi,
oděje do svatebńıho závoje
a jejich tanec vykresĺı svoji limitu,
pozná č́ıslo sv̊uj obraz
a moje byt́ı bude u konce.
Hmota se rozpadne a můj duch,
připravený zakřičet
jako novorozenec své ”ano”,
si mnou vetknutý tvar vlož́ı
do barvami hýř́ıćıho kontinua
svých podob.

Adam:

Hraji si jako d́ıtě
s barevnými kamı́nky,
tu větš́ımi - tu menš́ımi,
ve snaze poskládat z nich
pravdivý a krásný obraz.
Jsem tělem i duchem badatel.

Hledám strukturu tam,
kde ji dosud jińı nenašli -
moje mysl štěṕı,
co se dosud nepovedlo rozštěpit,
a skládá v celistvost,
co v celistvosti
dosud lidský duch neuchopil.

Jsem jako nábojnice
plná schopnost́ı a sil,
které dokáži uvolnit
jako š́ıp z napjatého luku -
mám talent ke všemu,
po čem touž́ı moje srdce,
a také schopnosti jej využ́ıt.
Jsem připraven doj́ıt
ve svém uchopeńı sebe a světa,
ve kterém žiji, až na vrchol
svých schopnost́ı.

Já:

Jsem d́ıtě Adama a Evy.

StUdEnT
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Ani jeden matematický talent nazmar – tisková zpráva
z internetových stránek UHK

Ve dnech 5. až 6. června 2015 se na UHK konala konference
”

Ani jeden
matematický talent nazmar“, kterou pořádá pravidelně Jednota českých
matematik̊u a fyzik̊u.

V programu se představili i domáćı účastńıci hned ze tř́ı fakult uni-
verzity. Prof. PhDr. Martin B́ılek, Ph.D. a PhDr. Michal Muśılek, Ph.D.
z PřF UHK představili v úvodu setkáńı Projekt MaSciL, aneb IBL ja-
ko nástroj rozvoje talentu. PhDr. Jana Marie Havigerová, Ph.D. z PdF
UHK pohovořila o Vyhledáváńı nadaných dět́ı a Mgr. Iva Vojk̊uvková
z FIM UHK seznámila s akćı Den ṕı (nejen) na FIM. V závěru konfe-
rence předseda programového výboru doc. RNDr. Jaroslav Zhouf, Ph.D.
poděkoval za milou atmosféru představitel̊um královéhradecké pobočky
JČMF a účastńıci obdrželi od proděkana př́ırodovědecké fakulty PhDr.
Michala Muśılka, Ph.D. pozvánku k setkáńı v roce 2017 již v nové bu-
dově.

Mgr. Iva Vojk̊uvková lektor Katedra informatiky a kvantitativńıch me-
tod FIM UHK

Zdroj: https://www.uhk.cz/cs-CZ/UHK/Cim-zijeme/
Multi-telocvikarska#UHK-Article
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2. Havĺıčková Radka e-mail: radka.havlickova@pedf.cuni.cz
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